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DISCOURS 

PRÉLIMINAIRE. 


I-JES  anciens  ontporté  très-loin  l'esprit  d'invention 
dans  la  partie  organique  des  machines.  Le  chariot, 
que  l'architecte  Ctesipboa  imagina  pour  transporter 
les  colonnes  du  fameux  temple  d'Kphèse,  offre  un- 
exemple  remarquable  de  l'art  avec  lequel  ils  savoient 
mouvoir  les  plus  lounls  fardeaux,  par  une  combi- 
naison adroite  de  roues  et  de  leviers.  Un  autre  genre 
de  mécanisme  non  moins  ingénieux,  est  celui  des 
clepsydres  ou  horloges  d'eau,  dont  l'origi  ne  remonte 
aux  Égyptiens.  Ces  horloges  faisoieut  connoître 
l'heure  par  les  élévations  successives  de  l'eau  qui 
entroit  dans  un  vase,  en  quantités  réglées  sur  les 
divisions  du  temps}  ou  par  le  mouvement  d'une 
aiguille  que  celte  eau  faisoit  tourner  au  moyen 
d'un  petit  engrenage.  Les  sabliers  furent,  dans  la 
suite,  substitués  aux  clepsydres. 

Tous  ces  efforts  de  l'industrie  humaine  n'eurent, 
pendant  plusieurs  siècles,  d'autres  guides  que  l'ex- 
périence et  le  génie  d'une  mécanique  naturelle. 
Sans  remonter  plus  haut  qu'au  temps  d'Aristote,  un 
voit,  par  la  manière  dont  ce  philosophé  explique 
les  effets  des  machines  les  plus  ordinaires,  à  quel 
degré  la  véritable  théorie  en  étoit  alors  ignorée. 
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Archiincdc,  qui  n'a  précédé  Jésus-Christ  tjne  d'en- 
viron deux  cent-cinquante  uns,  est  le  premier  qui 
ail  découvert  le  principe  scientifique  de  l'équilibre 
du  levier:  principe  auquel  on  peu!  rapporter  loul  le 
fond  de  la  statique  élémentaire.  Nous  n'avons  rien 
de  lui  sHir  les  loix  du  mouvement.  Cependant  la 
théorie  du  mouvement  uniforme  n'avoït  même  alors 
aucune  difficulté;  mais  celle  des  mouvemens  variés 
en  général  demandoit  une  géométrie  plus  profonde, 
dont  la  découverte  el  les  usages  sont  entièrement 
dûs  aux  modernes. 

Si  la  mécanique  des  corps  solides  a  été  si  lente 
à  se  former,  on  .sent  que  l'Hydrodynamique  a  dû 
l'être  encore  davantage.  Car,  en  supposant  même 
qu'on  fui  parvenu  à  déterminer  géométriquement 
les  conditions  de  l'équilibre  et  du  mouvement  pour 
un  système  quelconque  de  corps  solides,  la  même 
méthodo  n'auroit  pu  être  appliquée  directement  à 
line  masse  fluide,  dont  on  ne.  connoit  les  élémens , 
ni  pour  le  nombre,  ni  pour  la  figure,  ni  pour  la 
grosseur,  il  falloit  donc  que  l'expérience,  ou  une 
propriété  particulière  aux  fluides  ,  vint  d'abord 
former,  pour  ainsi  dire,  le  pont  de  communication 
d'une  science  à  l'autre.  Alors  les  bases  fondamentales 
de  l'Hydrodynamique  étant  une  fois  posées,  les  pro- 
blèmes qui  en  dépendent  se  résolvent  par  la  géo- 
métrie el  le  calcul,  comme  ceux  de  la' mécanique 
ordinaire-  Celte  manière  de  traiter  l'Hydrodynami- 
que ,  mène  nécessairement  aux  formules  les  plus 
simples  qu'on  puisse  espérer.  Toute  autre  méthode, 
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plus  générale  el  plus  directe  en  apparence,  produi- 
roil  des  expressions  compliquées,  qu'on  ne  pourrait 
intégrer  qu'en  les  restreignant  par  des  suppositions, 
souvent  précaires  el  capables  de  leur  enlever  l'avan- 
tage de  représenter  les  phénomènes  de  la  nature  avec 
une  précision  suffisante. 

A  relu  mod  e ,  à  qui  l'on  doit  encore  les  élcmens  de 
l'Hydrostatique ,  a  fondé  ci  lle  science  dans  son  livre 
De  humido  ihsidcnlibijs ,  sur  ce  principe  simple, 
fécond  et  confirme  par  l'expérience  :  qu'un  point 
quelconque  d'une  niasse  fluide  en  équilibre  est  éga- 
lement pressé  en  toutes  sortes  de  sens;  il  examine 
en  conséquence  les  conditions  qui  doivent  avoir  lie» 
pour  qu'un  corps  solide,  floltnnt  sur  un  fluide, 
prenne  et  conserve  la  situation  .d'équilibre j  il  ap- 
plique ensuite  au  triangle,  au  cône  et  au  paraboloïde, 
celle  théorie  générale,  l'un  des  plus  beaux  monu- 
mens  de  son  génie.  Quant  à  l'Hydraulique ,  le  tems 
de  sa  naissance  était  encore  fort  éloigné. 

Deux  mathématiciens  de  l'école  d'Alexandrie  , 
Ctesibius  el  Héron  son  disciple,  environ  un  siècle 
après  Archiméde  ,  inventèrent  quelques  machines 
Hydrauliques  très-ingénieuses  ,  dont  le  jeu  dépen- 
dent du  ressort  ou  du  poids  de  l'air,  mis  en  activité  : 
telles  sont  ]cs  pompes  qui  font  servir  l'air  de.  véhicule 
à  l'action  de  ^1  forcé  motrice,  et  la  Fontaine  de 
compression,  appellée  encore  aujourd'hui  Fontaine 
de  Héron ,  dans  laquelle  l'eau  s'élève  au-dessus  de 
cou  niveau  en*  vertu  de  la  pression  do  l'air  qu'on 
y  a  d'abord  condensé  :  tel  est  encore  le  syphon 
aij 
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recourbe,  à  branches  inégales,  où  l'eau  monte  par 
la  plus  courte ,  lorsqu'on  y  a  fait  le  vuide,  et  s'écoule 
par  ia  plus  longue.  Eu 'admirant  le  génie  qui  a 
inventé  ces  machines,  on  éprouve  un  sentiment 
pénible,  lorsqu'on  voit  leurs  auteurs  attribuer  l'as- 
cension Je  l'eau  à  une  prétendue  horreur  de  la 
nature  pour  le  vuide. 

Les  anciens  nous  ont  transmis  plusieurs  autres 
machines  Hydrauliques  :  nous  leur  devons,  par 
exemple,  la  limace  ou  fis  tP^£rcîUmède,\&  ty  mpan , 
les  moulins  à  eau  et  les  ch  aines  à  godets.  Une  épi- 
gramme  de  l'anthologie  grecque  a  donné  lieu  de 
croire  que  les  moulins  à  eau  on!  été  inventés  seu- 
lement au  teins  d'Auguste; mais  Vilrnve  qui  floris- 
soit  sous  ce  prince,  ne  dit  point,  dans  la  description 
qu'il  en  donne,  qu'ils  fussent  alors  une  découverte 
récente  :  -vraisemblablement  ils  étoient  connus  bien 
auparavant.  Les  moulins  à  vent  sont  venus  beaucoup 
plus  lard.  Quelques  au  te  lus  prétendent  que  les  Fran- 
çois les  ont  trouvés  dès  le  sixième  siècle.;  d'autres 
assurent  que  les  croisades  nous  les  ont  apportés  de 
l'Orient,  où  ils  étoient  déjà  très-anciens ,  et  où  on 
les  préfère  aux  moulins  à  eau,  parce  que  les  sources 
et  les  rivières  sont  plus  rares  dans  ces  pays  qu'eu 
Europe.  Que  nous  les  ayons  inventés  ou  reçus,  il 
est  certain  que  l'usage  ne  s'en  est  établi  parmi  nous 
qu'avec  assez  de  peine  et'  de  lcnlé%r.  Nous  leur 
préférons  à  notre  tour,  les  moulins  à  eau,  comme 
d'un  service  plus  commode  et  d'un  ntouvement  plus 
régulier.  Sous  leurs  rois  de  la  première  race,  les 
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François  faisoicnt,  à  l'exemple  des  Romains,  un 
grand  usage  des  moulins  à  bras  ou  à  manège;  dans 
la  suite,  on  les  a  presque  entièrement  abandonnés  ; 
en  quoi  on  a  eu  d'autant  plus  de  tort,  qu'ils  peuvent 
s:;pp!éer  très-utilement  au  chômage  des  deux,  autre» 
espèces  de  moulins,  par  les  teins  de  fortes  gelées  r 
ou  d'un  aïr  cnlme.  li  existe, un  moyen  bien  facile 
et  bien  peu  coûteux  d'entretenir ,  daiw  les  grumîes 
villes,  un  certain  nombre  de  ces  moulins  domesti- 
ques :  c'est  d'y  employer,  pour  forces  mouvantes, 
les  hommes  vigoureux  détenus  dans  Ifs  prisons.  S'il 
étoit  passible  d'élever  des  doutes  sur- le  succès, 'je- 
les  dissiperais,  en  citant  l'exemple  d'une  semblable 
jiMnecuvre,  appliquée  très-avanlngeusement  depuis 
une  vingtaine  d'années  à  la  machine  qui  élevé  l'eau 
du  puits  de  Uicélre.- 

Il  y  avoit  un  teins  considérable  qu'on  foisoil  servir 
l'action  des  fluides  de  principe  moteur  dans  plu- 
sieurs machines,  sa  «à  qu'on  sût  déterminer  ses,effets 
par  la  théorie. Les  vices  d'une  machine  fournissoient 
des  leçons  pour  en  construire  une  autre  moins  dc- 
feclueusej  et  à  force  de  tâkmncmeiis  on  arrivoit 
par  degrés  à  la  perfection.  On  attribue  à  Sextus- 
Juliits  Frontinus  (  vulgairement  nommé'  Frontin  } 
les  premières  notions  un  peu  distinctes  qu'on  ait 
eues  sur  les  loix  du  mouvement  des  fluides.  Ins- 
pecteur Jus  fontaines  publiques  "à  Rome,  sous  les 
empereurs  Nerva  et  Trajan,  il  a  laissé  h,  ce  sujet 
un  ouvrage  intitulé  -.Deaquœdmtibus  urbis  Homœ 
tomme ntarius.  11  y  considère  k  mouvement,  du* 
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eauxqui  coulent  dans  des  canaux, ou  qui  s'échappent, 
par  des. oriiices,  des  vases  où  elles  sont  contenues} 
il  décrit  d'abord  les  aqueducs  de  Rome,  cite  les 
noms  de  ceux  qui  les  oui  fait  construire ,  el  les 
.époques  de  leurs  constructions  ;  ensuite  il  fixe  et 
Compare  ensemble  les  mesures  ou  modules  dont  on 
seservoil  alors  à  Rome  pour  déterminer  les  dépenses 
des  ajutages.  ï)cTlà  il  pas.se  aux  moyens  de  distri- 
buer les  eaux  d'un  aqueduc  ou  d'une  fontaine.  11 
fait  des  observations  vraies  sur  ces  différens  objets; 
par  exemple,  il  a  vu  que  le  produit  d'un  ajutage  ne 
doit  pas  seulement  s'évaluer  par  la  grandeur  ou 
superficie  de  cet  ajutage,  et  qu'il  faut  encore  tenir 
compte  de  la  hauteur  du  réservoir:  considération 
très -simple,  et  cependant  négligée  par  quelques 
Fontainiers  modernes.  11  a  senti  pareillement  qu'un 
tuyau  destiné  à  dériver  en  partie  l'eau  d'un  aqueduc, 
doit  avoir ,  selon  les  circonstances,  une  position  plus 
ou  moins  oblique  par  rapport  au  cours  du  fluide,  etc. 
Mais  on  ne  trouve  d'ailleurs  aucune  précision  géo- 
métrique dans  ses  résultats;  il  n'a  point  connu  la 
vraie  Joi  des  vitesses,  relativement  aux  hauteurs 
des  réservoirs. 

Les  Lettres  cl  les  Arts  éloienl  déjà  dans  la  déca- 
dence au  temps  de  Frontin  ;  et  bientôt  l'Europe  fut 
plongée  dans  ta  plus  affreuse  barbarie,  (.'elle  nuit 
profonde  dura  près  de  treize  cents  ans.  La  Poésie 
et  i'iuoquence  y  jetèrent  par  intervalles  quelques 
éclairs,  trop  foiblcs  pour  en  dissiper  l'obscurité. 
L'esprit  humain  ne  sortit  de  cet  engourdissement 
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qu'au  siècle  des  Médicis.  On  vit  alors  la  f  oule  des  arts 
agréables  ,  encourages  et  protégés  par  de  simples 
particuliers,  renaître  en  Italie,,  et  y  briller  avec  le- 
même  éclat  «jn'ila  avoient  eu  autrefois  dans  les  beaux 
jours  de  la  Grèce  et  de  lïome.  Peu-à-pea  ils  péné-, 
Irèrent  chez  les  peuples  voisins.  La  Philosophie  eut 
une  marche  plus  tardive.  Je  parle  sur-tout  de  celle 
branche  qui ,  à  l'aide  du  Calcul  et  de  la  Géométrie, 
se  propose  d'expliquer  avec  certitude  el  avec  cvU 
dence  les  phénomènes  de  la  Nature.  Ennemie  des 
ornemens,  cherchant  le  vrai  dans  toute  sa  simpli- 
cité ,  elle  avoil  peu  d'attraits  pour  des  esprits  trop- 
sensibles  pcul-êlrc  aux  charmes  de  la  Poésie  el  de 
Ja  Peinture,  et  accoutumés  à  ne  cueillir,  pour  ainsi 
dire,  que  les  Heurs  de  l'imagination. 

Cependant  le  renouvellement  des  Sciences  suivit 
par  degrés  celui  des  Lettres  et  des  Arts.  L'Italie  eut 
encore  la  gloire  des  premiers  succès  dans  celle  espèce- 
de  régénéra  lion  de  l'entendement  humain.  Galilée, 
l'un  dc.-i  plus  grands  génies  qu'elle  ait  produit, 
mérita  d'être  appelé  le  père  de  la  Philosophie  mo- 
derne. 11  dut  également  ce  titre  à  ses  découvertes, 
astronomiques,  et  à  sa  théorie  de  l'accélération  des- 
grave» :  il  soupçonna  la  pesanteur  de  l'air;  et  ce 
soupçon  communiqué  à Toricelli, le  plus  illustre  de 
ses  disciples,  fut  comme  un  trait  de  lumière  qui 
Conduisit  celui-ci  à  démontrer  réellemcnria  pesan- 
teur de  l'air,  par  une  foule  d'expériences  très-ingé- 
meuscs,  et  à  donner  la  véritable  explication , de 
a,  iv 
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l'ascension  du  mercure  dans  le  Baromètre,  et  de 

l'eau  dans  les  pompée. 

I.e  cours  des  eànx  à  la- surface  de  la  terre,  attira 
l'attention  de  Caslelli,  autre  disciple  de  Galilée.  Dans 
mi  petit  traite;  publié  en  1628,  Caslelli  explique 
quelques  phénomènes  <iu  mouvement  dus  eaux  dans 
un  canal  naturel  ou  artificiel  de  figure  quelconque  ; 
il  établît  que  lorsque  l'eau  a  pris  une  fois  un  état 
régulier  et  permanent,  les  vitesses  aux  différentes 
sections  laites  perpendiculairement  à  la  direction 
du  mouvement,  sont  en  raison  inverse  des  surfaces 
de  ces  section»:  principe  vrai  ci  dont  Caslelli  déduit 
plusieurs  conséquences  vraies;  mais  il  se  trompe 
ensuite  dans  la  mesure  absolue  de  la  vitesse  qu'il 
fait  proportion nellr;  à  la  pente  du  canal  ou  à  la 
hauteur  de  l'eau. 

Toricelli,  dont  nous  venons  de  parler,  eut  un 
succès  plus  heureux  dans  k  recherche  particulière 
qu'il  lit  de  la  vitesse  das  eaux  à  leur  sortie  d'un 
vase  par  un  pelit  orilice.  En  considérant  que  l'eau 
d'un  jet  vertical  s'élève  presque  à  la  hauteur  du. 
réservoir,  il  pensa  qu'elle  deroit  avoir,  au  sortir 
de  l'ajutage,  une  vitesse  égale  à  celle  que  chaque 
molécule  d'oau  aurait  acquise  en  tombant  de  cetie 
hauteur  :  d'où  il  conclut,  conformément  à  la  théorie 
de  son  maitre  ,  qu'abstraction  faite  de  la  résistance 
des  obstacles,  les  vitesses  des  écouleiuens  su iv oient 
la  raison  sous-doublée  des  pressions.  Cette  idée  fut 
cou  (innée  par  des  expériences  que  Raphaël  Magiodi 
lit  dans  ce  temps -la  sur  les  produits  de  différons 
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ajutages,  sous  différentes  charges  d'eau.  Toricclli 
publia  sa  découverte,  en  i643,  à  la  suite  d'un  petit 
traité  intitulé  :  De  motu  gtavium  naluraUUr 
aceelemto.  Alors  l'Hydraulique ,  dans  celle  partie- 
relative  aux  écoulemens  par  depelils  orifices, devint 
une  véritable  science  ,  dont  la  pratique  a  retiré  les 
avantages  les  plus  importans.  Mais  dans  les  écoule- 
mens par  des  orifices  un  peu  grands  par  rapportaux 
sections  horizontales  du  vase ,  la  vitesse  suit  une  loi 
beaucoup  plus  composée,  que  la  géométrie,  au 
temps  de  Toricelli,  ne  pouvoit  découvrir.  < 
Vascal,quimouruten  1662, laissa  dans  ses  papiers 
deux  pciils  traités,  l'un  sur  l'équilibre  des  liqueurs 
en  généra) ,  l'autre  sur  le  poids  de  la  masse  de  l'air, 
lesquels  furent  imprimés  l'année  suivanle.  Dans  le 
premier,  l'auteur  l'onde  l'équilibre  des  fluides  sur 
ce  principe  général,  que  deux  pistons  appliqués  à 
deux  ouvertures  d'un  Vase,  sous  une  même  pro- 
fondeur d'eau,  se  font  mutuellement  équilibre, 
lorsque  les  forces  qui  les  poussent  sont  proportion- 
nelles aux  superficies  des  ouvertures;  il  fait  ensuite 
plusieurs  applications  très-intéressantes  de  ce  prin- 
cipe. Le  traité  de  la  pesanteur  de  l'air  contient  les 
preuves  expérimentales  et  théoriques  qui  ont  fixé 
définitivement  les  opinions  al  ors  flottantes  des  Savans 
s»r  celle  matière.  Ces  deux  ouvrages ,  quoique  fort 
courts,  sont  complets  dans  leur  genre,  cl  portent 
Feiqpreinte  du  vaste  génie  de  Fauteur.  Il  n'a  rien 
écrit  sur  le  mouvement  des  fluides. 

Parmi  ceux  qui  ont  traité  ce  dernier  sujet,  et  qui 
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oui  mis  le  Théorème  de  Toricelli  en  usage,  Mariotle 
mérite  d'être  cité  avec  diblinct^tiQ,  Né  aveu  un  talent 
rare  pour  imaginer  et  exéculcr  des  expériences , 
ayant  eu  occasion  d'en' faire  un  grand  nombre  sur 
le  mouvement  des  eaux  à  Versailles,  à  Chanlitli 
et  dans  plusieurs  autres  endroits,  il  composa  sur 
ectte  matière  un  Iraité  qui  ne  fut  imprime  qu'après 
sa  mort,  arrivée  en  1686.  Il  .s'y  est  trompé  en  quel- 
ques endroits  ;  il  u'a  fait  qu'cllleurer  plusieurs  ques- 
tions; il  n'a  pas  connu  l'effet  de  la  contraction  de 
la.  veine  fluide  au  sortir  d'im  fijnlage,  etc.  Malgré 
ces  imperfections,  sou  ouvrage  a  élé  fort  utile  et 
a  beaucoup  contribué  an  progrès  de  t'Ilydrauliquc- 
pratique. 

En  ifiH/,  Newton  publia  pour  la  première  fois 
ses  Principes  mathématiques  de  la  philosophie 
naturelle  ,  où  il  a  traité  les  plus  importantes  ques- 
tions de  la  mécanique  des  corps  terrestres  et  célestes. 
Il  n'a  pas  oublié  le  problème  du  mouvement  d'un 
fluide  à  la  sortie  d'un  va.se,  sans  s'astreindre  à 
l'hypothèse  bornée,  que  l'orifice  soit  très-petit  j  il 
imngiue,  pour  résoudre  ce  problème,  un  vase  cy- 
lindrique vertical,  percé  à  son  fond  d'une  ouver- 
ture de  grandeur  quelconque ,  par  laquelle  l'eau 
s'échappe,  tandis  que  Je  vase  en  reçoit  continuel- 
lement par  en  liant  autant  qu'il  en  dépense  :  de  U-lfe 
manière  que  l'ea  u  afiïnente  peut  être  regardée  comme 
une  couche  d'épaisseur  uniforme,  créée  et  posée 
successivement  sur  l'eau  du  cylindre,  qui  par-là 
demeure  constamment  plein  à  la  même  hauteur  j 
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ensuite  il  conçoit  que  l'eau  du  cj'lindrc  est  divisée 
en  deux  parties,  l'une  centrale  et  mobile,  qu'il  ap- 
pelle cataracte,  l'autre  adjacente  et  immobile,  con- 
tenue extérieurement  par  les  parois  du  cylindre;  il 
suppose  que  la  vitesse  d'une  tranchi;  horizontale  quel- 
conque delà  cataracte  est  dùeà  la  hauteur  de  l'eau  au- 
dessus  de  la  tranche,  en  comprenant  dans  celte  hau- 
teur l'épaisseur  de  la  couche  de  remplacement  :  et 
comme,  d'un  aulrc  coté,  it  faut,  pour  la  continuité  de 
la  cataracte,  que  les  vitesses  de  ses  diiférentes  sections 
soient  en  raison  inverse  de  leurs  surfaces,  le  calcul 
montre  que  la  cataracte  doit  avoir  la  forme  d'un 
solide  produit  par  Ja  révolulïon  d'une  hyperbole  du 
quatrième  genre  autour  de  la  ligne  verticale  qui 
passe  par  le  centre  de  l'orifice.  La  même  théorie  est 
applicable  à  l'écoulement  d'un  cylindre  quisevuide 
sans  recevoir  de  nouvelle  eau.  En  comparant  la 
quantité  d'eau  qui  devoit  sortir  pendant  un  certain 
temps,  suivant  celte  théorie,  avec  celle  qui  sort, 
suivnnt  l'expérience,  Newton  se  hâta  de  conclure 
que  la  vitesse  à  l'orilice  n'éfoit  due  qu'à  la  moitié 
de  la  hauteur  totale  de  l'eau  supérieure;  mais  il 
reconnut  dans  la  suite  que  cette  détermination  ne 
pouvoit  se  concilier  avec  les  hauteurs  auxquelles 
les  jets  d'eau  s'éli  vent  naturellement.  Il  n'avoit  pas 
remarqué  d'abord  l'effet  de  la  contraction  de  la  veine 
fluide  :  il  eut  é^ard  à  cet  élément  dans  sa  seconde 
édition  qui  parut  en  1714  j  et  conservant  toujours  le 
fond  de  sa  théorie,  il  substitua  seulement,  dans  la 
mesure  de  la  vitesse,  à  la  place  de  l'orifice  réel,  la 
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section  clc  la  veine  contractée,  Par  celle  correction"  f 
]a  vitesse  calculée  se  trouva  plus  conforme  à  la 
tesse  effective;  mais  la  théorie  de  Newton.'  n'en 
demeura  pas  moins  hypothétique,  précaire  fit  même 
fausse  dans  le  principe.  En  effet,  Jean  Beinoulli  a 
rJ2îîf?£  démontré  *  que  si  on  admet  toit  l'existCHce  de  la 
*"  cataracte  newtonienae,  le  fluide  n'exerceroil aucune 
pression  contre  les  parois  du  cylindre;  ce  qui.  est 
contraire  aux  loix  de  l'J  Hydrostatique.  Sans  recourir 
ici  à  cette  preuve  mathématique ,  je  me  contenterai 
de  citer  une  expérience  bien  simple  qui  mène  à  la 
même  conclusion.  Lorsqu'un  vase  donne  de  l'eau 
par  no  orifice  pratiqué  au  fond,  toutes  les  particules 
dans  l'intérieur  descendent  verticalement  :  les  par- 
ticules latérales  ne  se  détournent  de  celte  direction 
quà  une  très-petite  distance  du  trou  ,  et  aucune  ne 
peut  être  regardée  comme  immobile,  a  moins  qu'elle 
ne  se  trouve  no  niveau  même  de  l'ouverture 

Dans  cetie  histoire. abrégée  des  inventeurs,  je  ne 
compte  pas  Varignon  ,  qui  n'a  déterminé  la  vitesse 
des  éeoulemens  que  d'une  manière  très-Imparfaite; 
ni  Guglielmini  qui  dans  sa  mesure  des  eattx  cou- 
rantes, et  dans  son  traité  des  fleuves  y  excellent 
quant  à  la  partie  physique  et  pratique,  n'aeroployé  , 
d'autre  théorie  que  celle  de  Tôricellî  ;  ni  une  foule 
d'autres  écrivains  qui  n'ont,  fait  que  copier  leurs 
prédécesseurs.  '  -  • 

Tel  élok  à  peu-prés  l'état  de  l'Hydrodynamique , 
lorsque  le  célébré  Daniel  Bernoulli  ,  après  avoir 
déjà  donné  quelqftes  fessais  sur  ce  sujet,  parmi  le» 
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Mémoires  de  l'Académie  de  Pélersbourg j  publia, 
en  1738,  son  Hydrodynamique,  où  la  matière  est 
traitée  dans  toute  son  étendue.  Pour  déterminer 
l'écoulement  de  L'eau  par  un  orilîce  quelconque, 
pratiqué  au  fond  d'un  vase,  il  parlage  la  masse 
fluide- en  utie  infinité  de  tranches  horizontales  qui 
sont  supposées  se  mouvoir  de  toile  manière  :  i°.  que 
la 'surlace  supérieure  du  fluide  demeure  (oujou^ 
horizontale  ;  1".  que  le  fluide  forme  un  tont  continu  , 
et  que  les  vitesses  varient  de  proche  en  proche  par 
degrés  insensibles;  3".  que  fous  les  points  d'une  même 
tranche  s'abaissent  verticalement  avec  une  mémo 
vitesse,  qui  suit  la  raison  inverse  de  l'une' des 
bases  de  la  tranche.  D'après  ces  données  que  l'ex- 
périence confirme  en  général  ,  Daniel  BernoulU 
parvient  à  l'équation  du  problème,  en  faisant  usage 
du  fameux  principe  de  la  conservation  des  forces 
vives ,  qui  a  lieu  pour  tous  les  moowmeha  de  même 
nature  que  celui  dont  il  s'agit  ici.  II  fait  ensuite 
plusieurs  applications  très-intéressantes  de  ses  for- 
mules. Quelquefois  les  irrégularités  de  la  figure  d'an 
vase,  ou  d'autres  circonstances,  produisent  des  chan- 
gement* brusques  dans  les  vitesses,  ou  des  chocs  d'un 
fluide  conlre  un  fluide  :  alors  il  se  fait  une  perte  de 
forces  vives,  et  les  formules  de  Daniel  BernoulU' 
demandent  à  être  modifiées  :  il  examine  encore  ces 
questions  avec  sa  sagacité  ordinaire.  Il  montre  par- 
tout une  profonde  science  de  l'analyse,  une  phy- 
sique ;.ûre,  puisée  dans  la  nature  des  choses,  em- 
ployant le  calcul  au  besoin  et  jamais  pour  la  pompe. 
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Quelques  progrès  que  l'Hydrodynamique  ait  faits 
depuis  l'époque  où  l'ouvrage  de  Daniel  Bernoulli 
a  paru,  la  postérité  équitable  comptera  toujours  eet 
ouvrage  parmi  les  plus  belles  et  les  plus  sages  pro- 
ductions du  génie  mathématique. 

Malgré  le  succès  éclatant  qu'il  eut  dès  sa  nais- 
sance, Jean  Bernoulli  (  père  de  l'auteur)  et  Ma- 
^aurin  jugeant  que  le  principe  secondaire  de  la 
conservation  des  forces  vives,  quoique  vrai  en  lui- 
même,  ne  devoil  pas  être  employé  immédiatement 
à  la  délerminalion  du  mouvement  des  fluides,  réso- 
lurent le  problème  par  d'autres  méthodes  (  d'ailleurs 
fort  différentes  entr'elles  ),  qu'ils  regardoient  comme 
plus  directes  cl  plus  étroitement  liées  aux  premières, 
loix  de  la  méchanique.  Leurs  principaux  résultats 
se  trouvèrent  conformes  à  ceux  de  Daniel  Bernoulli  : 
•cependant  on  a  reproché  *  de  l'obscurité  et  des 
-suppositions  précaires  à  leurs  méthodes.  Je  n'en- 
trerai pas  dans  celte  discussion.  L'Hydraulique  de 
Jean  Bernoulli  est  imprimée  dans  le  tome  IV  de 
ses  Œuvres  (  1742  )j  elle  l'est  aussi  parmi  les  Mé- 
moires de  l'Académie  de  Pétcrsbourg ,  pour  les 
années  1737  et  1738,  publiés  en  174*  et  1747.  La 
théorie  de  Maclaurin  se  trouve  dans  son  Traité  des 
fluxions,  1742.  ^ 

Il  étoit  réservé  à  Dalembert  de  résoudre  le  pro- 
Llême  du  mouvement  des  fluides  par  une. méthode 
directe,  lumineuse,  et  à  laquelle  on  ne  peut  rien 
objecter.  Le  profond  géomètre  Jacques  Bernoulli 
avoit  déjà  employé  le  principe  de  cette  méthode 
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pour  déterminer  le  centre  d'oscillation  des  pendules 
composés  11  ;  mais  elle  éloit  demeurée  cl ' a i î i ei i rs  Tp*"1^ ^ ™ô 
comme  inconnue  des  Géomètres;  et  Daletnbctl  en  rl^.T^..^ 
a  fait  de  si  nombreuses  et  de  si  importantes  appli- 
cations,que  vraisemblablement  il  l'a  conçue  de  lui- 
même.  Un  moins  ces  applications,  par  leur  difficulté 
ri  leur  caractère  original,  composent  une  nouvelle  • 
mécanique  générale  dont  il  ne  partage 'la  gloire 
avec  personne.  Il  a  trouvé  en  particulier  les  équa-. 
lions  du  mouvement  des  fluides  avec  une  extrême 
facilité.  Après  avoir  fait  d'abord  les  mêmes  suppo- 
sitions préliminaires  que  Daniel  Bernoutli,-îl  con- 
sidère le  mouvement  actuel  d'une  tranche  quelcon- 
que comme  composé  du  mouvement  qu'elle-'avoit 
dans  l'instant  précédent,  et  d'un  mouvement  qu'elle 
a  perdu:  les  loix  de  l'équilibre,  entre  les  mouvemens 
perdus,  produisent  les  équations  d'où  résulte  la 
connaissance  des  mouvemens  conserves  et  exittanfl 
successivement.  Par-là,  il  résoud  d'une  manière  très- 
simple  non-seulement  les  problèmes  des  auteurs  qui 
l'ont  précédé;  mais  il  y  en  ajoute  un  grand  nombre 
d'autres  entièrement  nouveaux  et  de  la  plu.s  grande 
difficulté.  Son  Traité  des  Fluides  parut  pour  la  pre- 
mière fois  en  l'année  i  y44. 

Depuis  ce  temps-là,  Dalemnort  n'a  cessé,  jusques 
à  sa  mort,  de  perfectionner  et  d'enrichir  l'Hydrody- 
namique. Il  voyoit  avec  peine  que  la  détermination 
du  mouvement  d'un  fluide  dans  un  vase  éloit  as- 
treinte à  l'hypothèse  que  les  tranches  conservent 
leur  parallélisme,  et  que  tous  les  points  d'une  même 
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Iran  clic  se  meuvent  suivant  une  seule  et  même  di- 
rection. Des  tentatives  réitérées  lui  firent  trouver 
enfin  des  formules  pour  représenter  le  mouvement 
d'un  point  fluide  dans  un  .sens  quelconque.  Ces  for- 
.  mules,  dont  la  résolution  ne  dépend  plus  que.  de 
l'analyse,  sont  fondées  sur  ees  deux  principes  qui 
dérivent  eux-mêmes  des  premières  loix  de  l'Hy- 
drostatique: i\  qu'un  canal  rectangulaire,  pris  dans 
une  masse  fluide  en  équilibre,  est  séparément  en 
équilibre  ;  2°.  qu'une  portion  du  fluide ,  en  passant 
d'un  endroit  à  l'antre,  conserve  le  mémo  volume 
lorsque  le  fluide  est  incompressible,  ou  se  dilate 
suivant  une  loi  donnée,  lorsque  le  liuide  est  élas- 
tique, ensorte  que  dans  l'un  et  l'autre  cas  la  masse 
demeure  continue.  Il  publia  cette  nouvelle  solution 
dans  son  Essai  sur  la  résistance  (les  Fluides ,  im- 
primé en  1753;  il  l'a  depuis  étendue  et  développée 
dans  plusieurs  volumes  de  ses  Opuscules  mathé- 
matiques. 

Un  illustre  Géomètre  que  la  nature  avoit  destiné 
à  reculer  les  bornes  de  toutes  les  connoissances  ma- 
thématiques, Euler,  a  donné  dans  quatre,  mémoires, 
imprimés  parmi  ceux  de  l'Académie  de  Pétersbourg 
(an.  1768,  1769,  1770,  1771  ),  une  nouvelle  théorie 
générale  et  complet!*:  de  l'équilibrée!  du  mouvement 
des  fluides  :  théorie  uniforme  dans  les  principes, 
fondée  sur  les  premières  loix  de  la  mécanique  et 
de  l'Hydrostatique,  et  développée  avec  cette  supé- 
riorité de  science  analytique  qui  caractérise  l'auteur. 
Sur  l'état  d'équilibre  des^lluides,  déjà  connu  et  tant 
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de  fois  manié,  Eulërfail  des  observalions  nouvelles, 
ou  plua  approfondies  qu'elles  ne  l'avoient  encore 
été.  11  réduit  ensuite  toute  la  théorie  du  mouvement 
des  fluidesà  deux  équations  différentielles  du  second, 
ordre;  il  applique  les  principes  généraux  au  mou- 
vement de  l'eau  dans  des  vases,  à  son  ascension 
dans  les  pompes,  à  son  cours  dans  le-,  tuyaux  de 
conduite  de  diamètres  conslans  ou  variables",  etc. 
La  recherche  du  mouvement  des  fluides  élasti- 
ques, et  de  l'air  en  particulier,  l'a  conduit  à  des 
formules  très-simples  sur  la  propagation  du  son ,  et 
sur  sa  formation  dans  les  tuyaux  d'orgue  ou  dé 
flûte.  Tous  ces  détails  offrent  des  objets  du  plus 
grand  intérêt  pour  les  Géomètres. 

Enfin  M.  de  la  Grange  a  donné  les  équations  fon- 
damentales du  mouvement  des  fluides  (  Académ.  de 
Berlin,  an.  1781  ),  par  .les  méthodes  savantes  et 
nouvelles  qu'il  avoit  déjà  mises  en  usage  pour  la 
solution  des  problêmes  de  Dynamique  (  Acad.  de 
Turin,  an.  176-2  ). 

Les  efforts  réunis  de  tant  de  grands  Géomètres 
semblent  avoir  épuisé  toutes  les  ressources  qu'on 
peut  tirer  de  l'analyse  pour  la  détermination  du 
mouvement  des  fluides.  Malheureusement  ces  calculs 
sont  si  compliqués  par  la  seule  nature  de  la  chose, 
qu'on  ne  peut  les  regarder  que  comme  des  vérités 
géométriques,  précieuses  en  elles-mêmes,  mais  non 
comme  des  symboles  propres  à  peindre  l'image  sen- 
sible du  mouvement  actuel  et  physique  d'un  fluide, 
il  y  a  des  sciences  qui,  par  leur  objet,  ne  paroissent 
b 
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destinées  qu'à  nourrir  la  curiosité  ou  l'inquiétude 
de  l'esprit  humain  :  il  en  est  d'aulrcs  qui  sortant  de 
cet  ordre  purement  intellectuel ,; servent  aux  besoins 
de  la  société;  telle  est  en  particulier  FHydrodyna- 
roique.  La  détermination  de  la  quantité  de  liqueur 
qui  s'écoule  par  un^  ouverture  proposée,  la  recher- 
che du  mon  vement  des  eaux  dans  des  canaux  creusés 
par  l'art  ou  pur  la  nature ,  la  mesure  des  forces  que 
les  fluides  exercent  par  leur  poids  ou  par  leur  choc, 
etc.,  s'appliquent  sans  cesse  à  l'utilité  publique.  11 
est  donc  essentiel  d'étendre  ou  de  perlée  lion  ner 
toutes  ces  connaissances;  et  s'il  y  a  des  questions 
OÙ  la  Géométrie  n'offre  pour  cela  que  des  secours 
trop  pénibles  ou  même  impuissant,  il  faut  lâcher 
de  suppléer  à  son  défaut  par  la  voie  de  lYxpcnenoe. 
L'exécution  de  ce  projet  a  des  difficultés,  mais  elle 
présente  des  avantages  qui  doivent  exciter  a  la  tenter. 
Des  faits  multipliés,  analysés  av«c  attention  et  rap- 
pelles, autant  qu'il  est  possible,  à  des  loïx  générales, 
peuvent  rectifier  les  résultats  de  la  théorie,  ou  com- 
poser eux-mêmes,  par  leur  réunion  bien  combinée, 
une  espèce  de  théorie,  dépourvue,  à  la  vérité,  de 
la  rigueur  géométrique,  mais  simple,  facile,  et  ap- 
propriée aux  besoins  les  plus  ordinaires  de  la  pra- 
tique. Je  commençai  à  faire  toutes  ces  réllexions  peu 
de  temps  après  mon  installation  à  la  place  de  pro- 
fesseur de  mathématiques  à  l'école  du  génie  k  Mé- 
zières.  Le  devoir  de  celle  place  m'obligeait  d'ensei- 
gner aux  jeunes  ingénieurs  lu  mécanique  des  fluides, 
qui  est  nécessaire  à  leur  état.  Dans  la  disette  où  l'on 
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# loi t  alors  de  bons  livres  élémentaires  sur  ce  sujet } 
je  dictois  à  mes  élevés  quelques  essais  qui  n'étoienf 
pas  destinés  à  devenir  publics;  je  senlois  l'insuffi- 
sance de  la  théorie  en  plusieurs  cas,"  et  je  voulois 
consulter  l'expérience  avant  que  de  commencer  un 

corps  d'ouvrage.  Mes  idées  sur  ce!  importent  objet 
furent  goûtées  par  les  hommes  éclairés  et  zélés  pour 
le  bien,  qui  avoient  l'administrai  ion  de  l'école  du 
génie.  Le  duc  de  Choiseul,  alors  ministre  au  dépar- 
tement de  la  guerre,  accorda  des  fonds  pour  faire 
des  expériences;  j'en  fis ,  je  méditai  :  il  est  résulté  de 
.tout  ce  travail  l'ouvrage  qu'on  va  lire,  et  dont  voici 

une  analyse  sommaire.  .  . 

Il  embrasse,  comme  le  mot  général  Hydrodyna- 
mique l'annonce,  l'Hydrostatique  el  l'Hydraulique, 
c'est-à-dire,  l'équilibre  et  le  mouvement  des  fluides. 
La  théorie  et  l'expérience  sont  mes  deux  guides  et 
se  prêtent  un  secours  mutuel.  Lorsque  la  théorie 
suffit  seule  pour  résoudre  une  question,  je  n'y  mêle 
point  d'expériences,  pour  éviter  les  superfluités  : 
dans  les  cas  contraires,  je  m'appuie  sur  l'observation, 
pour  modifier  les  résultats  de  la  théorie,  ou  pour 
la  remplacer. 

Les  loix  de  l'Hydrostatique  étant  fort  simples  et 
ayant'&é  suffisamment  confirmées  depuis  longtemps 
par  l'expérience,  il  ne  me  restoit  d'autre  chose  à 
faire ,  à  l'égard  de  cette  science ,  que  de  l'exposer 
et  de  la  démontrer  suivant  un  ordre  clair,  facile  et 
méthodique,  en  citant,  sans  les  répéter,  les  expé- 
bij 
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riences  qui  servent  de  bases  à  certaines  théories.  Je 
prends  pour  principe,  avec  Arcliimèdè,  qu'une 
particule  quelconque  d'un  fluide  en  équilibre,  est 
également  pressée  en  lona  sens.  L'équilibre  des  il  ni  îles 
incompressibles  se  présente  d'abord  :  j'examine  la 
position  que  doit  prendre  la  surface  de  ces  il u ides 
dans  des  vases  solides  ou  flexibles,  et  la  pression 
qu'ils  exercent  contre  les  fonds  ou  les  parois  de.* 
mêmes  vaaes.  Je  donne  la  méthode  générale  pour 
déterminer  la  iigure  que  doit  avoir  et  conserver  un 
vase  flexible,  quand  le  fluide  y  est  parvenu  à  l'état 
d'équilibre  et  à  une  parfaite  stagnation  :  problème, 
que  j'applique  ensuite  à  plusieurs  cas  particuliers, 
utiles  ou  curieux.  La  même  méthode,  simplifiée 
par  la  nature  de  la  question,  me  sert  à  calculer  les 
épaisseurs  qu'il  convient  de  donner  aux  tuyaux  de 
conduite,  pour  qu'ils  puissent  résister  à  la  pression 
de  l'eau  dormante.  De-là,.je  passe  a  l'équilibre  des 
fluides  élastiques  :  et  comme  tous  suivent  les  mêmes 
loix,  je  considère  spécialement  l'équilibre  de  l'air, 
qui,  dans  leur  nombre,  offre  le  plus  vaste  champ  de 
recherches  et  d'applications  utiles.  Après  avoir  rap- 
porté les  expériences  qui  établissent  sa  pesanteur  et 
son  élasticité,  je  développe,  par  la  théorie,  les 
résultats  qui  dérivent  de  ces  expériences  ;  j'applique 
toute  celte  doctrine  à  la  suspension  du  mercure  dans 
le  Baromètre,  aux  loix  de  la  dilatation  de  l'air  dans 
la  machine  pneumatique,  à  l'ascension  de  l'eau  dans 
les  pompes,  sur  quoi  on  trouvera  ici  plusieurs  re- 
marques qu'on  n'avoit  pas  faites  encore,  quoiqu* 
ce  sujet  ait  été  déjà  traité  bien  des  fois. 
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L'équilibre  des  corps  solides  Hollans  sur  un  fluide^ 
forme  une  branche  considérable  de  l'Hydrostatique, 
soit  par  ses  usages  dans  la  Physique  pour  la  déter- 
mination des  pesanteurs  spécifiques  des  coips  solides 
ou  fluides,  soit  par  ses  applications  à  l'architecture 
navale,  à  la  construction  des  digues  ,  el  à  une  foule 
d'où  1res  ouvrages  hydrauliques.  La  proposition  fon- 
damentale de  cet  équilibre  n'est  prouvée ,  pour  l'or- 
dinaire ,  qu'assez  imparfaitement  :  elle  n'est  pas 
même  démontrée  d'une  manière  absolument  géné- 
rale dans  3'excellens  ouvrages  *.  On  en  trouvera  ici 
une  démonstration  rigoureuse  et  complète.  Pour  que 
cet  équilibre  ait  lieu,  il  faut  en  général  i".  que  le 
poids  du  solide  flottant  et  celui  du  iluide  déplacé 
soient  égaux;  j".  que  les  centres  de  gravité  de  ces  deux 
corps  soient  situés  sur  une  même  ligne  verticale.  La 
première  condition  s'accomplit  d'elle-même  par 
l'enfoncement  plus  ou  moins  grand  du  solide  dans  le 
fluide:  la  seconde,  supposée  d'abord  établie,  peut  être 
troublée  continuellement,  ou  par  les  agitations  du 
fluide  même,  on  par  des  causes  extérieures,  telles  que 
l'action  du  vent,  qui  tendent  à  faire  osrill  le  corps 
flottant.  II  peut  donc  arriver ,  par  exemple ,  que  lors  ■ 
qu'on  aura  déterminé  la  carène  d'un  vaisseau  ,  ou  la 
partie  qu'on  veut  qu'il  enfonce  dans  la  ncr,  l'état 
d'équilibre  soil  exposé  à  se  déranger ,  et  que  même  lo 
rai.si.eau  vienne  à  être  renversé.  Le  plus  ou  le  moins 
de  consistance  on  de  stabilité  de  l'équilibre  dépend 
de  la  position  respective  des  deux  centres  de  gra- 
vité sur  la  ligue  verticale.  J'examine  en  détail  les 
b  iij. 


conditions  de  celle  stabilité,  cl  j'en  lai»  l'application 
aux  mouveinens  de  roulis  cl  de  tangage  des  vais- 
seaux. Celte  matière  est  très-féconde  en  recherches 
curieuses  et  pratiques.  Je  i'avois  déjà,  lrailée  au  long 
dans  mes  deux  pièces  sur  Van-image  des  vaisseaux, 
qui  partagèrent  les  prix  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris, aux  années  1761  et  i7<>5:on  en  retrou- 
vera ici  les  principes  développés  d'une  manière  plus 
simple,  plus  élémentaire,  et  nouvelle  à  certains 
égards. 

Enfin,  je  considère  la  question  de  la  figure  de  la 
Terre,  entant  qu'elle  dépend  des  loix  de  l'Hydros- 
tatique. Le  problème  où  il  s'agit  de  déterminer  le 
rapport  des  axes  de  la  terre  d'après  les  mesures 
astronomiques  et  géodésiques,  est  ici  résolu  sans 
le  secours  des  séries  qu'on  avoit  employées  aupa- 
ravant à  l'exemple  de  Maupertuis,  qui  a  donné  le 
premier  la  solution  de  ce  problème  dans  son  livra 
de  la  Figure  de  la  Terre. 

Comme  le  principal  objet  de  mon  travail  étoil  la 
recherche  du  mouvement  des  fluides,  je  me  suis 
appliqué  à  remplir  celle  lâche  avec  toute  l'attention 
que  comportent  mes  facultés.  J'ai  trailé  d'abord  la 
théorie  de  l'Hydraulique,  afin  de  connoîlre  les  se- 
cours qu'elle  peut  prêter  à  la  pratique,  et  de  régler 
là-dessus  le  choix  des  expériences  qui  dévoient 
compléter  mon  ouvrage. 

Un  des  problèmes  les  plus  simples,  et  qui,  par 
son  utilité ,  mériloit  d'être  examiné  le  premier,  est 
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]a  détermination  de  l'écoulement  d'un  fluide  par 
un  pelit  orifice.  Je  démontre  que  dans  l'hypothèse 
d'un  orifice  infiniment  pelit  (  ce  qui  dans  l'étal 
physique  des  choses  a  une  certaine  latitude  ),  la 
vitesse  au  sortir  de  cet  orifice  est  due  à  i.«hauleur 
du  fluide  dans  le  réservoir.  Ensuite  je  donne,  pour 
un  vase  entretenu  constamment  plein  au-dessus  d'un 
petit  orifice  horizontal  ou  latéral,  une  équation  gé- 
nérale qui  contient  la  relation  entre  la  quantité  d'ciiu 
écoulée,  le  temps  de  J'ecoulemenl,  l'aire  de  l'orïiice 
et  la  hauteur  du  réservoir,  de  manière  que  trois  de 
ces  choses  étant  données,  ou  en  conclut  la  quatrième. 
La  figure  du  vase  est  indifférente. 

La  même  théorie  s'applique  à  l'écoulement  d'un 
vase  qui  se  vuide  par  un  petit  orifice,  sans  recevoir 
de  nouvelle  eau,  avec  cette  diilérence  qu'ici  la 
figure  du  vase  est  un  des  élémens  qui  entrent  dans 
la  durée  de  l'écoulement.  Je  donne  la  solution  gé- 
nérale de  ce  problème  par  l'analyse;  et  une  solution 
particulière,  fondée  sur  la  siulhèse,  pour  un  vase 
de  forme  prismatique. 

11  arrive  souvent  que  l'eau  sort  par  des  ouver- 
tures latérales  d'une  certaine  hauteur,  telles  que 
sont ,  par  exemples,  les  vannes  de  moulin,  les  portes 
d'écluses,  etc.  Alors  toutes  les  molécules  au  sortir 
de  l'orifice  n'ont  pas  la  même  vitesse,  et  le  mouve- 
ment général  du  fluide  est  comme  indéterminable  à 
h  i  igtteuK  Cependant  lorsque  le  trou  n'est  pas  fort 
grand  par  rapport  aux  sections  horizontales  du 
réservoir,  on  peut  supposer,  saji8  craindre  beau- 
fa  iy 
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coup  d'erreur,  que  la  vitesse  de  chaque  particule 
est  due  à  la  hauteur  correspondante  du  fluide.  Dans 
cette  hypothèse  regardée  comme  suffisamment  exacte 
pour  la  plupart  des  problèmes  de  pratique ,  je  donne 
la  méthode  pour  les  résoudre  ,  soit  pour  des  vases 
entretenus  constamment  pleins,  soit  pour  des  vases 
qui  se  vuidenl.  L'expression  que  j'ai  trouvée  de  la 
quantité  d'eau  qui  s'eccrale  par  un  orifice  circulaire 
vertical,  est  fondée  sur  un  petit  artifice  de  calcul, 
qui  m'a  conduit  à  une  série  si  convergente,  qu'il 
suffit  de  prendre  ses  deux  ou  trois  premiers  termes 
pour  représenter  sensiblement  sa  totalité. 

Si  l'hypo thèse ,  que  la  vitesse  d'une  molécule 
quelconque  est  dùc  à  la  hauteur  correspondante  du 
fluide,  facilite  le  calcul,  elle  s'écarte  quelquefois 
tellement  de  la  vérité,  qu'on  ne  pourrait  l'admettre, 
sans  ôter  à  l'Hydraulique  l'exactitude  qui  est  le 
caractère  d'une  véritable  science.  Imaginons ,  par 
exemple,  un  vase  cylindrique  vertical  rempli  d'eau, 
et  que  le  fond  soit  subitement  anéanti  :  toutes  les 
'tranches  descendront  avec  la  même  vitesse,  sans 
exercer  aucune  action  les  unes  sur  les  autres,  et 
la  tranche  du  fond  regardé  comme  l'orifice ,  n'aura 
de  vitesse  que  par  sa  pesanteur  propre.  J'ai  donc 
résolu  le  problème  de  l'écoulement  d'un  fluide  par 
un  orifice  horizontal  de  grandeur  quelconque,  en 
supposant  d'abord  simplement  que  les  franches  con- 
servent leur  parallélisme,  et  que  fous  les  points  d'une 
même  tranche  s'abaissent  verticalement  avec  la  même 
vitesse.  Quoique,  dans  cette  hypothèse,  les  calculs 
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noient  Un  peu  compliqués ,  ils  ne  le  sont  pas  néan- 
moins assez  pour  rebuter  un  Géomètre  qui  voudrait 
les  appliquer  à  la  pratique.  Mais  la  méthode  ne  se 
prêle  pas  aux  écoulemens  par  des  ouvertures  laté- 
rales de  grandeurs  considérables.  Les  résultats  qu'elle 
donne  pour  les  orifices  horizontaux,  ayant  encore 
eux-mêmes  besoin  de  quelques  corrections ,  je  fais 
connoitre  les  moyens  que  Dalcmbert  a  proposés  à 
cet  égard  :  moyens  qui  demanderaient  de  nouvelles 
expériences,  faciles  à  la  vérité,  mais  nombreuses 
et  délicates,  qui  ne  promettant  pas  une  utilité  bien 
évidente,  demeureront  peut-être  long-temps  sans 
exécution. 

Pour  complet  1er  la  théorie  géométrique  de  l'écou- 
lement des  fluides,  je  donne,  dans  un  espace  assez 
peu  étendu,  mais  avec  une  clarté  suffisante,  ce  me 
semble,  les  formules  analytiques  qui  représentent 
en  général  le  mouvement  d'une  particule  quelconque 
du  fluide.  Ces  formules  sont  tirées  du  principe 
d'égalité  de  pression,  qui  servant  de  base  aux  loix 
de  l'équilibre  des  fluides,  conduit  aussi  à  celles  du 
du  mouvement,  suivant  la  méthode  employée  par 
Dalembert. 

Lorsque  dans  un  vase  il  se  trouve  des  endroits 
resserrés,  ou  lorsqu'il  est  traversé  par  des  dia- 
phragmes verticaux  ou  horizontaux,  percés  de  petits 
orifices,  le  mouvement  du  fluide  est  gêné,  rallenti: 
les  parties  de  la  masse  peuvent  se  détacher  les 
unes  des  autres ,  et  alors  les  formules  fondées  sur  la 
loi  de  continuité  n'ont  plus  lieu  d'un  compartiment 
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à  l'autre.  Je  donne  des  essais  pour  déterminer  ce» 
sortes  de  mouvemens  dans  les  cas  les  plus  ordinaires. 
On  y  verra  combie  n  il  est  essentiel  d'éviter  Jcs  étran- 
glent ens  dans  les  pompes  et  dans  les  tuyaux  de 
conduite. 

Les  vases  dont  jusques  ici  nous  avons  considéré 
les  écoulement,  ont  été  supposés  ou  censés  fixes; 
mais  il  y  a  des  cas  où  l'on  a  besoin  de  cpnnoitrè 
le  mouvement  li'un  fluide  à  sa  sortie  d'un  vase 
mobile.  Par  exemple,  lorsque  l'on  tire  de  l'eau  d'un 
puits  profond,  on  peut  avoir  intérêt  de  déterminer 
la  quantité  qui  s'en  perd  par  une  ouverture,  tandis 
que  le  seau  monte.  J'ai  donc  traité  brièvement  celle 
question  et  ses  dépendances. 

Une  espèce  d'analogie  fait  succéder  au  problème 
précédent,  celui  des  oscillations  d'un  fluide  qui  se 
balance  dans  un  sypfaon  lixc,  lorsqn'ayant  été  dé- 
rangé de  la  situation  d'équilibre  par  une  cause  ex- 
térieure, il  est  ensuite  abandonné  à  l'action  de  la 
pesanteur.  Je  détermine  les  oscillations  dans  les  deux 
hypothèses  les  plus  conformes  à  la  nature  ;  je  dé- 
montre que  lorsque  le  syphon  est  de  forme  cylin- 
drique, les  balancement  alternatifs  sont  de  même 
durée,  et  j'assigne  la  longueur  du  pendule  syn- 
chrone. Cette  théorie  s'applique  au  mouvement 
d'ondulalion  d'une  eau  agitée. 

Je  reviens  aux  écoulement  de  vases  fixes ,  mais 
en  y  introduisant  un  nouvel  élément  indiqué  par 
l'expérience  :  je  veux  dire  la  résistance  du  frottement 
contre  le»  bords  d'un  orifice,  ou  contre  les  parois 
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d'un  long  tuyau  de  conduite;  ce  qui  occasionne  un 
déchet  plus  ou  moins  considérable  dans  le  produit. 
Celte,  théorie,  dont  je  donne  les  principes,  peut 
devenir  très-utile. 

Les  loix  du  mouvement  des  Huides  élastiques  de- 
mandent un  examen  particulier.  Si  on  vouloit  traiter 
ce  sujet  dans  toute  son  étendue,  U  fournirait  seul  la 
matière  d'un  gros  volume.  Forcé  de  me  resserrer, je 
me  borne  à  considérer  les  deux  branches  les  plus 
utiles  de  celte  théorie,  en  prenant  toujours  l'air  pour 
objet  d'application  des  méthodes  générales.  Dans 
la  première  recherche,  .je  donne  les  formules  du 
mouvement  pour  une  masse  d'air  qui ,  passant  d'un 
endroit  à  un  autre  plus  ou  moins  grand  ,  plus  ou 
moins  résistant,  éprouve  nécessairement  des  varia- 
lions  dans  son  volume  et  dans  sa  force  élastique  ; 
ce  qui  amène  plusieurs  problèmes  curieux ,  dont 
quelques-uns  sont  nouveaux:  dans  la  seconde,  je 
détermine  la  nature  du  mouvement  qu'ont,  les  unes 
par  rapport  aux  antres,  les  particules  d'une  masse 
d'air  qui  a  été  dérangée  de  sa  situation  d'équilibre; 
j'emploie,  pour  cela,  la  méthode  d'Euler,  laquelle 
donne,  comme  un  cas  particulier,  la  propagation 
du  son  dans  les  tuyaux  d'orgue. 

Nous  arrivons  à  un  objet  delà  dernière  importance 
sous  tous  les  rapports ,  à  l'examen  île  l'action  dea 
fluides  contre  les  corps  solides  qu'ils  choquent  ou 
qui  viennent  les  choquer.  Quoique  la  théorie  ordi- 
naire de  cette  impulsion  ou  résistance  soit  sujett» 
%  des  difficultés  qui  doivent  la  faire  rejatter  abso- 
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lumcnl  en  certains  cas ,  je  la  donne  néanmoins  par 
ces  considérations  prépondérantes  :  qu'elle  est  fort 
simple,  fort  commode  pour  le  calcul  j  qu'aucune 
autre  n'a  pu  la  remplacer  encore  sans  des  obstacles 
insurmontables  de  calcul ,  lorsqu'on  a  voulu  passer 
de  la  spéculation  aux  applications  pratiques  ;  qu'elle 
sert  de  base  à  plusieurs  excellera  ouvrages,  tels  que 
la  Science  navale  d'Euler,  le  Traité  du  navire  de 
Bouguer,  la  Manœuvre  des  vaisseaux  du  mémo 
auteur,  etc.}  qu'enfin  elle  s'applique,  sans  pouvoir 
entraîner  des  erreurs  considérables,  à  la  détermina- 
tion de  l'effet  des  roues  Hydrauliques  mues  par  un 
courant  d'eau,  ce  qui  est  le  principal  objet  de  cette 
partie  de  mon  ouvrage. 

Il  y  a  trois  manières  de  faire  servir  l'action  do 
l'eau  an  mouvement  des  roues  Hydrauliques  :  savoir, 
le  choc ,  le  poids  et  la  réaction  du  fluide  j  je  discute 
ces  trois  moyens. 

Tarent  qui,  par  l'obscurité  de  ses  écrits,  a  trop 
perdu  de  la  répulation  distinguée  qu'il  devrait  avoir 
parmi  les  Géomètres,  est  le  premier  qui  ait  remar- 
qué *  que  dans  le  mouvement  d'une  roue  qu'un 
courant  d'eau  fait  tourner  en  frappant  les  palettes- 
ou  ailes  dont  elle  est  garnie  à  sa  circonférence  ,  il 
existe  un  rapport  entre  la  vitesse  du  fluide  et  celle 
de  la  roue,  pour  que  l'effet  de  la  machine  soit  un 
maximum.  Eu  regardant  la  hauteur  de  l'aile  dans, 
le  sens  du  rayon,  comme  très-pelite,  et  supposant 
que  chaque  aile  reçoive  son  coup  sans  être  couverte 
parles  suivantes,  il  a  trouvé  que  la  vitesse  de  l'aile 
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devoit  être  le  tiers  de  la  vitesse  du  courant.  Mais  led 
deux  suppositions  d'où  il  est  parti,  et  d'où  résulte 
une  extrême  simplicité  dans  le  calcul,  enlèvent  en 
grande  partie  au  problème  la  généralité  qu'on  doit 
toujours  chercher,  autant  qu'il  est  possible,  dans 
les  questions  mathématiques.  Personne  ne  l'avoit 
résolu  dans  toute  sa  complication ,  lorsque  j'en  pu- 
bliai la  solution  dans  les  Mémoires  de  l'Académie 
pour  l'année  176g.  Je  la  redonne  ici  avec  les  déve- 
loppement nécessaires  pour  en  faciliter  l'intelligence 
et  l'usage.  .  . 

Les  roues  mues  par  le  choc  de  l'eau  le  reçoivent 
quelquefois  suivant  une  direction  qui  n'est  pas  dans 
leur  plan.  Celte  obliquité  exige  de  nouvelles  consi- 
dérations, et  m'a  donné  lieu  de  résoudre  divers 
problèmes  intéressant 

On  emploie  les  roues  à  ailes  sur  les  rivières  et 
sur  les  canaux  qui  ont  de  médiocres  pentes}  mais 
lorsque  la  pente  d'un  canal  est  assez  grande  pour  ■ 
permettre  de  prendre  l'eau  en  dessus  de  la  roue ,  ou, 
du  moins  à  peu-près àlahauteur  du  centre,  onla  prend 
effectivement  ainsi,  et  alors  l'eau  agit  par  son  poids, 
qui  a  beaucoup  plus  d'eflîcacilé  que  le  choc ,  à  égal 
volume  d'eau  dépensée.  J'examine  les  effets  de  ces 
roues  à  pots  ou  à  augets ,  soit  que  l'eau  agisse 
simplement  par  son  poids,  ou  qu'à  cette  action  sa 
mêle  aussi  celle  du  choc.  Dans  l'un  et  l'autre  cas, 
plus  la  roue  tourne  lentement,  plus  son  effet  est 
grand. 

En  1750,  M.  Segncr,  d«  l'Académie  de  Berlin, 
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imagina  un  tambour  Hydraulique,  de  forme  ro- 
noïdalc,  mobile  autour  d'un  axe  vertical,  et  qui  peut 
■  élre  employé  à  divers  usages,  comme  à  élever  de 
l'eau,  à  faire  tourner  des  meules,  etc.  Ce  tambour 
est  mu  lui-même  par  l'eau  qui  (réchappant  de  petits 
tuyaux  dont  il  est  garni,  le  repousse  en  conséquence 
et  le  l'ail  tourner  dans  Je  aena  contraire  aux  mouve- 
mens  des  jeta  d'eau.  Eidcr  donna  le  calcul  de  celle 
machine  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin 
pourles  années  t/5o,  1751  et  ij5i:  son  illustre  fils, 
Jean-Albert  Enler,  l'a  donné  aussi  dans  une  excel- 
lente dissertation  sur  les  machines  Hydrauliques, 
qui  remporta  le  prix  de  l'Académie  de  Goliingue, 
en  175-4.  J'ai  traité  le  même  sujet,  par  une  méthode 
un  peu  différente  des  leurs,  et  qui  m'a  conduit  aux 
mêmes  résultats. 

Cettepreiniéreparlie  del'IJydraulique  est  terminée 
parle  mouvement  de  l'eau  dans  les  tuyaux  de  pompe. 
iijdr»niiqu»  Lorsque  de  la  tbéorie  de  l'Hydraulique  j'ai  voulu 
passer  à  la  partie  expérimentale,  il  m'a  fallu  d'abord 
examiner  le  système  d'expériences  qU'ii  convenoit 
d'adopter  pour  obtenir  des  résultats  auxquels  on  put 
appliquer  avec  exactitude  la  Géométrie  et  le  calcul. 

L'art  d'interroger  la  Nature  par  la  voie  de  l'ob- 
servation est  très-varié  et  très-délicat.  Souvent  la 
méthode,  qui  est  avantageuse  pour  un  cas,  ne  peut, 
ou  ne  doit  pas  être  employée  dans  un  autre.  Envain 
rassemblerez-vous  des  faits,  si  vous  ne  parvenez  à 
"les  classer  à  raison  de  leur  similitude  ou  de  leur 
tlifférencei  si,  lorsqu'ils  sont  le  produit  de  plusieurs 
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causes ,  vous  ne  pouvez  séparer  les  effets  ;  si  vos  ex- 
périences, propres  à  vous  faire  connoilre  certains 
élémens ,  vous  laissent  dans  l'ignorance  ou  dans 
l'incertitude  par  rapport  à  d'autres  qu'il  seroit  né- 
cessaire d'apprécier.  Tous  les  jours  on  entend  répéter 
que  dans  les  sciences  physico-maihéinaliques,  un» 
théorie  q.ui  n'est  pas  vériliée  immédiatement  par 
l'expérience,  ne  peut  être  d'aucun  usage  dans  la 
pratique;  que  les  expériences  doivent  être  faites  en 
grand;  que  les  expériences  en  petit  n'apprennent 
rien,  etc.  Mais  la  plupart  de  ceux  qui  étalent  avec 
confiance  ces  maximes  vraies  à  plusieurs  égards, 
seroient  bien  embarassés  si  on  leur  proposoit  do 
déterminer,  dans  un  sujet  donné,  le  choix  des  ex- 
périences nécessaires  ou  utiles, et  de  fixer  les  dimen- 
sions sur  lesquelles  il  Convient  de  les  exécuter.  Ces 
connoissances  préliminaires  et  indispensables  ne 
peuvent  s'acquérir  que  par  un  examen  thébrjque 
e!  approfondi  de  la  question.  M'attendez  rien  du 
praticien  borné  et  dépourvu  de  principes  :  conduit 
par  une  routine  aveugle,  il  vous  montrera  sans 
nécessité,  ou  à  son  insu,  le  même  fait  sous  diffé- 
rentes rfces;  ou  il  assemblera  au  hasard  plusieurs 
faits  dont  il  lui  sera  impossible  d'expliquer  les  dif- 
férences individuelles.  11  n'existe- point  de  science 
sans  raisonnemens ,  sans  analogies,  ou  en  d'autres 
fermes,  sans  une  théorie  qui  forme  une  chaîne  et 
Un  corps  de  connoissances. 

Dans  les  matières  de  Physique  générale,  où  l'on' 
Cherche  seulement  h  découvrir  et  à  constater  l'exis- 
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tence  d'un  phénomène,  sans  la  vouloir  soumettre 
à  la  précision  du  calcul,  rien  ne  prescrit  exclusi- 
vement la  nature  des  expériences.  Tantôt  elles  pour- 
ront être  faites  en  petit;  tantôt  on  aura  besoin  qu'elles 
soient  faites  fort  en  grand.  Mais  veut-on  obtenir  des 
résultais  précis  et  destinés  à  éclaircir  une  théorie, 
ou  à  la  remplacer  par  une  autre  ?  Le  choix  des 
expériences  doit  être  déterminé  par  des  considéra- 
tions particulières.  Les  expériences  en  grand  n'ont 
pas  toujours  l'avantage  qu'on  est  d'abord  porté  à 
leur  attribuer.  Presque  jamais  elles  ne  peuvent  être 
assez  exactes,  assez  répétées,  assez  variées,  pour 
faire  disparoitre  les  différences  sensibles  qui  se  trou- 
vent entre  celles  qui  ont  un  même  objet.  On  em- 
ployeroit  donc,  suivant  ce  système,  bien  du  temps, 
de  la  peine  et  de  la  dépense  "pour  trouver  un  petit 
nombre  de  faits  dont  l'exactitude  fût  tellement  re- 
connue et  constatée,  qu'on  pût  les  faire  servir  de 
base  à  un  calcul  mathématique.  Les  expériences 
trop  en  petit  pèchent  par  un  autre  excès  qui  est 
encore  plus  vicieux.  Elles  exténuent  et  dénaturent 
les  effets;  elles  en  confondent  les  élémens,  et  le 
calcul  n'y  trouve  plus  de  prise  pour  remonter  à  la 
connoissance  des  loix  générales  dont  ils  dépendent. 
Entre  ces  deux  écueils,  il  y  a  un  milieu  à  prendre  : 
opérer  assez  en  grand  pour  rendre  les  effets  distincts, 
sans  sortir  des  bornes  compatibles  avec  la  précision  :  ■ 
tel  est  le  principe  qui  doit  diriger  les  expériences 
relatives  aux  sciences  physico-mathématiques;  telle 
a  été 


r  a  É  L  i  m  i  s  a  r  s  e.  xx^ii) 
a  été  ma  règle  dans  celles  que  j'ai  faites  sur  l'Hy- 
draulique. 

Ici ,  comme  dans  la  théorie,  je  commence  par  les 
écoulémens  des  fluides  par  de  petits  orifices.  Le 
mouvement  au  sortir  de  l'orifice  étant  une  suite  ou 
la  continuation  de  celui  que  les  molécules  gnt  au- 
dessus,  j'ai  voulu  voir  d'abord  ce  qui  se  passe  dans 
l'intérieur  du  vase.  En  conséquence,  j'ai  fait  cons- 
truire un  cylindre  de  verre  qui  avoit  environ  1 8  pouc. 
de  hauteur  cl  6  pouces  de  diamètre,  au  fond  duquel 
j'adaptois  diffère ns  ajutages  par  où  sorloil  l'eau 
versée  dans  le  vase.  Soit  que  le  cylindre  fût  entre- 
tenu constamment  plein,. soit  qu'il  se  vuidàl  sans 
recevoir  de  nouvelle  eau,  j'ai  observé  que  toutes  les 
parlicuîes  descendent  d'abord  verticalement,  mais 
qu'à  une  certaine  distance  du  trou,  les  particules 
latérales  se  détournent  de  leur  première  direction 
pour  tendre  vers  lui  de  tous  côtés;  dles  ont  donc 
nécessairement  vers  ses  bords  des  mouvemens  obli- 
ques qui  subsistent  pendant  quelque  temps  :  de-là, 
il  résulte  que  la  veine  fluide  s'amincit  et  vient  à 
former  un  conoïde  tronqué, dont  la  plus  grande  base 
est  l'orifice,  la  plus  petite  est  une  section  perpen- 
diculaire de  la  veine  fluide  à  une  certaine  distance 
de  l'orifice".  Au-delà  de  cette  section ,  la  colonne 
conserveroit  la  forme  cylindrique,  si  sa  pesanteur 
propre  et  la  résistance  de  l'air  ne  lendoient  à  la 
dénaturer.  J'ai  mesuré  avec  tout  le  soin  possible 
les  dimensions  du  conoïde  :  il  m'a  paru  que  sa  hau- 
teur est  à  peu-près  égale  au  rayon,  de  l'orifice ,  et 
c 
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celui  du  tuyan  qui  doit  fournir  à  sa  dépense.  11  est 
aisé ,  avec  ces  principes ,  de  former  an  jet  d'eau  qu  L 
s'élève  à  toule  la  hauteur  qu'on  peut  espérer.  L'uti- 
lité de  cette  matière  pour  la  décoration  des  jardina 
et  des  édifices  est  suffisamment  connue. 

JI  arrive  souvent  qu'on  a  besoin  de  conduire  de- 
l'eau  d'un  point  à-un  aulre  qui  eu  est  très-éloigné 
ei  qui  en  est  quelquefois  séparé  par  des  montagnes 
el  des  vallées.  Alors  ou  fait  cheminer  l'eau  dans  des 
tuyaux  de  fer,  de  boisée  grés,  ou  de  plomb.  On 
commettrait  des  erreurs  souvent  énormes,  si  après- 
s'être  assuré  par  le  nivellement  que  le  point  de  dé- 
part est  plus  élevé  que  celui  d'arrivée,  ou  détermi- 
nait le  diamètre  du  tuyau  par  les  principes  qui 
servent  à  déterminer  l'écoulement  d'uu  fluide  qui 
sort  d'un  vase  par  une  ouverture  ordinaire ,  el  qu'on 
négligeât  la  résistance  du  frottement.  Celle  résis- 
tance, répandue  sur  un  long  espace,  rallenlit  con- 
sidérablement la  vitesse  de  l'eau.  Le  déchet  qu'elle 
occasionne  dans  la  dépense  initiale  peut  excéder 
20  ou  'ôo  fois  la  dépense  effective ,  quand  la  con- 
duite est  fort  longue  et  qu'elle  a  plusieurs  sinuosités. 
J'ai  fait  sur  celle  matière  un  très -grand  nombre 
d'expériences  qui  paraîtront  intéressantes,  si  je  ne 
me  trompe,  et  dont  j'espère  que  la  pratique  reti- 
rera plusieurs  avantages.  Elles  montrent  que  toute» 
choses  d'ailleurs  égales,  plus  la  hauteur  du  réservoir 
est  grande,  moins  le  déchet  occasionné  dans  la  dé- 
pense d'une  longue  conduite  est  sensible;  ce  qui  est 
conforme  à  la  saine  théorie  sur  la  nature  du  liroL- 
c  iij 
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femenl.  Elles  foui  counoitre,  du  moins  à  peu-près, 
lu  loi  suivant  laquelle  les  dépenses  diminuent  à 
mesure  qu'un  tuyau  devient  plus  long  ou  plus  tor- 
tueux, on  l'un  et  l'autre  à  la  Ibis.  On  peut  se  l'aire 
par  leur  moyen  une  idée  de  la  pente  qu'il  convient 
de -donner  à  un  tuyau  recliligne,  pour  que  celle 
pente  répare  la  perle  de  vitesse  occasionnée  par  ie 
frottement.  Elles  fournissent  la  réponse  à  celle  ques- 
tion, si  lorsqu'on  a  de  l'eau  à  conduire  d'un  point 
à  un  autre  qui  en  est  séparé  pat  des  montagnes  et 
des  vallées,  il  faut,  ou  franchir  directement  les  mon- 
tagnes et  les  vallées,  ou  les  contourner,  en  suppo- 
sant que  le  développement  de  l'espace  parcouru 
par  l'eau  soit  le  même  dans  les  deux  cas,  etc.  Je 
ne  puis  qu'indiquer  ici  en  gros  tous  ces  objets,  qui 
demandent  à  être  suivis  dans  l'ouvrage  même. 

Le  mouvement  des  eaux  dans  des  canaux  offre 
un  nouveau  champ  de  recherches  curieuses  par 
elle.--]  né  m  es  et  utiles  dans  la  pratique.  Je  considèn; 
d'abord  le  mouvement  de  l'eau  dans  un  canal  rec- 
tangulaire :  j'examine  la  loi  suivant  laquelle  le  frot- 
tement diminue  la  vitesse  du  courant.  Il  y  a  une 
différence  sensible  entre  le  mouvement  de  l'eau 
dans  un  tuyau  ferme  dans  tout  son  pourtour ,  et 
celui  de  l'eau  dans  un  canal  qui  est  ouvert  par  en 
liant.  Sous  une  même  hauteur  de  réservoir ,.  ii  passe 
toujours  la  même  quaniilé  d'eau  dans  un  eanal, 
quelles  que  soient  sa  pente  et  sa  longueur  ;  au  lieu 
que  d;ms  un  tuyau  la  pente  et  la  longueur  font 
varier  la  dépense.  Mes  expériences  prouvent  que 
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fl  il  croyoil  qu'on  pouvoil  anéantir  cri  effet,  en 
faisant  sortir  le  fluide  par  un  bout  de  luyau  addi- 
tionnel, llai-d 'expérience  est  encore  contraire  à  celle 
opinion.  La  contraction  de  la  reine  fluide  est  une 
Suite  nécessaire  de  l'obliquité  du  mouveioent  avec 
lequel  le  fluide  sort  du  va.se.  Celle  obliquité  peut 
être  diminuée,  mais  non  entièrement  détruite.  On 
verra  qu'en  faisant  sortir  le  fluide  pnr  un  bout  de 
luyau  additionne! ,  ou  lait  à  la  vérité  aii  ameuter  la 
quantité  de  l'écoulement ,  mais  non  autant  que  cela 
devroit  être,  si  le  fluide  sorloit  perpendiculairement 
au  plan  de  l'orifice  supérieur  du  tuyau. 

Mariolle  a  fa  il  quelques  expériences  sur  la  mesure 
des  écoulemens  par  dos  orifices,  dans  son  Traité  du 
mouvement  des  eaux ,  auquel  j'ai  déjà  payé  le  tribut 
d'éloges  qu'il  mérite.  Mais  je  ne  [es  ai,  point  em- 
ployées, lanl  a  cause  de  leur  insuffisance ,  qu'aiin 
de  voir  par  mes  propres  yerx,  et  de  pouvoir  ga- 
rantir moi-même  l'exactitude  des  faits  que  j'allé- 
guerois.  J'ai  donc  entrepris  cl  exécuté  un  système  à 
peu-prés  complet  d'expériences  sur  les  écoulemens 
par  des  orifices  percés  en  de  minces  parois,  ou  par 
des  fiouls  de  tuyaux  additionnels. 

Suivant  la  théorie ,  la  dépc^ise  d'un  vase  entretenu 
constamment  plein,  est  comme  le  produit  du  temps 
par  l'orifice  cl  la  racine  quarrée  de  la  bailleur  du 
réservoir,  l'oriGce  étant  supposé  petit  en  comparai- 
son de  l'amplitude  du  vase  :  l'expérience  m'a  fait 
voir  que  celle  loi  est  sensiblement  vraie  et  qu'on 
peut  l'employer  dans  !a  pratique  ordinaire.  Lorsque 
c  ij 
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Elles  sont  en  effet  1res -précises  et  très-propres  à 
faire  connoitre  la  percussion  d'une  veine  fluide 
conlre  un  plan  :  problème  que  Danicî  Bernoulli 
avoit  rendu  fameux;  mais  il  restait  dans  ce  vsQo 
champ  plusieurs  autres  questions  importantes  à 
éclaire  ir. 

En  177^1  l'immortel  citoyen  Turgot,  conlrôleor- 
géncral  des  finances,  nous  chargea,  Dalembert, 
Condorccl  e(  moi  ,  de  faire  une  nouvelle  suite 
d'expériences,  nn  peu  en  grand,  sur -la  résistance 
des  fluides  au  mouvement  de  corps  do  diverses 
figures.  Mes  deux  collègues  me  laissèrent  presque 
entièrement  la  direction  de  ce  travail  que  nous  en- 
treprîmes par  le  double  motif,  d'intérêt  public,  et 
d'amitié  pour  le  minisire.  Il  s'agissoil  principalement 
de  la  résistance  des  fluides  dans  les  canaux  011  Te 
passage  des* bateaux  est  resserré;  mais,  afin  de  la 
pouvoir  comparer  d'une  manière  directe  et  précise 
avec  la  résistance  des  fluides  indéfinis  en  étendue, 
nous  fîmes  des  expériences  sur  l'un  et  l'autre  objet, 
suivant  le  même  plan.  La  résistance  dans  les  canaux 
étroits  étoit  alors  un  sujet  comme  neuf.  Ou  savoit 
bien  en  général ,  d'après  les  assertions  des  bateliers 
hotlandois,  sur  la  difficulté  de  naviguer  dans  leurs 
canaux  loi^  des  basses  eaux,  et  d'après  quelques 
expériences  de  Franklin }  que  le  rétrécissement  d'un 
canal ,  en  profondeur  ou  en  largeur,  fait  augmenter 
la  résistance;  maÏ3  toutes  ces  notions  ne  larmoient 
que  des  apperçus,  et  on  n'en  pou  voit  tirer  aucune 
loi,  aucun  résultat  susceptible  de  calcul,  et  appk- 
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cable  aux  diverses  circonstances  du  problème.  D'ail- 
leurs Franklin  s'était  (trompé ,  en  estimant  les  résis- 
tances par  la  simple  raison  inver.se  des  temps,  au 
lifts  d'employer  la  raison  inverse  des  quarrés  des 
temps. 

Nos  expériences  et  nos  remarques  fournissent  de» 
règles  pour  .déterminer  Jes.  moindres  dimensions 
qu'on  puisse  donner  à  un  canal  de  navigation.  Elle» 
ont  eu  itii  autre  avantage  :  elles  paraissent  avoir 
fixé  l'opinion  su  rie  système  des  canaux  souterrains 
qu'on  vouloit  alors  acrrédiler,  pour. l'honneur  du 
fameux  canal  Laurent,  entrepris  légèrement,  et 
ensuite  abandonné.  Nous  avons  lait  voir  qu'en  gé- 
néral la  confection  de  ces  sortes  de  canaux,  sur  une 
longueur  un  peu  étendue,  entraine  une  dépense» 
enrayante;  et  nous  avons  conclu  qu'on  devoil  se 
les  interdire,  si  ce  n'est  pour  des  trajet»  «ourle ,  et 
lorsque  les  circonstances  locales  rc-ndroicnt-les  com- 
munications à  ciel  ouvert  trop  dilliciles  ou,  trop 
coûteuses  par  la  profondeur  des  excavations. 

En  m'occupanl  de  toute  cette  matière,  il  me  vint 
encore  le  projet  de  faire ,  avec  le  reste  de  nos  fonds 
qui  avoienl  été  soigneusement  économisés,  de  nou- 
velles expériences  sur  la  résistance  qu'éprouvent 
ion  les  sortes  de  proues,  planes ,  angulaires,  et  cur- 
vilignes. Ce  projet  fut  exécuté  en  1778.  J'ai  exposé 
les  faits  et  les  conséquences  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  pour  cette  année-là.  L'espoir  que  j'avois 
conçu  que  ces  recherches  seraient  utiles  au  progrès 
de  l'art, nautique,  n'a  pas  été  trompé.  ,. 
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Jcs  vitesses  dans  un  canal  ne  suivent  point  la  raison 
des  racines  des  pentes  ,■  comme  quelques  ailleurs 
l'ont  avancé.  Elles  réfutent  a  usai  l'opinion  do  ceux 
qui  pensent  qu'a  égale  pente  et  à  égale  profondeur 
du  canal,  les  vitesses  sont  cnùA'l les  comme  les  quan- 
tités d'eaux  écoulées.  Je  termine  ces  recherches  par 
l'examen  de  diverses  questions  relatives  aux  chan- 
geraensqoi  arrivent  dans  la  vitesse  lorsqu'on  change 
les  dimensions  du  pertuis,  la  pente  ou  la  largeur 
du  canal,  et  à  l'emplacement  qu'on  doit  .faire  oc- 
cuper à  une  machine  Hydraulique  qui  doit  être  mue 
par  le  choc  de  l'eau  d'un  courant. 

L'enchaînement  et  l'analogie  des  matières  amè- , 
Dent  ici  le  mouvement  des  eaux  dans  les  rivières. 
Les  irrégularités  de  leurs  lits  font  tellement  varier  les 
vitesses  d'un  endroit  à  l'autre,  qu'on  enlreprendroit 
en  va  in  de  soumeUre  tous  ces  effets  à.  un  calcul  précis 
et  rigoureux.  H  faut  que  la  Physique  vienne  néces- 
sairement au  .secours  de  la  Géométrie.  A  la  lueur  de 
ces  deux  flambeaux,  j'entre  dans  plusieurs  détails 
sur  le  mouvement  des  eaux  des  rivières  :  je  fais  con- 
noilre  les  divers  moyens  qui  ont  été  proposés  et 
employés  pour  déterminer  la  vitesse  à  la  surface  et 
à  différentes  profondeurs  du  fluide.  Lorsque  deux 
rivières  s'unissent,  ou  lorsqu'une  rivière  se  partage 
en  deux  branches,  la  vitesse  et  le  niveau  des  eaux 
éprouvent  des  variations  dont  je  cherche  la  nature 
et  les  causes  physiques.  Celte  discussion  me  donne 
lieu  de  réfuter,  en  m'appuy  aat  snr  L'expérience,  des 
erreurs  qui  ont  été  avancées  à  ce  sujet ,  et  qui  pour- 
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Enfin  j'ai  soumis  à  l'expérience  les  cfl'i-Ls  des  roues 
mues  par  le  choc  ou  par  le  poids  de  l'eau,  Pour  les 
roue»  de  la  première  espèce,  j'ai  trouvé  que  l'effet 
de  la  machine  est  u:i  maximum  ,  lorsque  la.  vitesse 
du  fluide  et  celle  de  la  roue  sont  enlr'elles  comme 
les  nombres  5  e^  2  :  quant  aux  roues  à  pois  on  à 
augets,  j'ai  reconnu  qu'elles  produisent  un  effet 
d'autant  plus  grand,  qu'elles  tournent  plus  lente- 
ment, sauf  les  modifications  apportées  par  les  frol- 
temens,  ou  les  résistances  étrangères  au  véritable 
produit  de  la.  machine.  Nos  lecteurs  compareront 
ees  résultats  avec  ceux  de  la  théorie.  J'ai  fait  encore 
plusieurs  autres  remarques  sur  les  roues  Hydrau- 
liques, et  sur  la  meilleure  manière  de  les  employer. 

Tel  est  le  précis  de  mes  travaux  sur  l'Hydrody- 
namique. La  première  édition  de  ce  Traité,  qui 
parut  en  1771 ,  reçut  un  accueil  favorable  en  France 
et  dans  les  pays  étrangers.  Bientôt  quelques-unca 
de  mes  théories  et  mes  principales  expériences 
trnuvcrent.une  place  honorable  dans'  divers  ou- 
vrages sur  l'Hj'draulique  ,  surtout  en  Italie.  Ce 
succès  m'encouragea  :  en  1786,  je  fis  des. augmen- 
tations et  des  ehangemens  si  considérables  a  ce 
Traité,  qu'il  prit,  pour  ainsi  dire,  une  existence 
nouvelle,  mieux  ordonnée  et  plus  solide.  Enfin  il 
reparoit  aujourd'hui  avec  des  additions  qui  tendent 
encore  à  l'améliorer.  Je  ne  sollicite  point  l'indul- 
gence du  Public,  puisqu'il  me  l'a  déjà  accordée; 
je  me  permettrai  seulement  ici  de  faire  remarquer , 
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qu'en  exposant  mes  propres  recherches,  je  n'ai  laissé 
échapper  aucune  occasion  de  rendre  hommage  au 
talent,  et  de  célébrer  les  découvertes  des  grand» 
hommes  qui  ont  frayé  la  carrière. 
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HYDRODYNAMIQUE. 


NOTIONS  GÉNÉRALES. 
I. 

L'hydrodynamique  est  en  général  une  science 
qui  a  pour  objet  les  lois  de  l'équilibre  et  du  mou- 
vement des  fluides;  la  partie  de  celte  science,  qui 
considère  l'équilibre  des  fluides,  se  nomme  hydros- 
tatique, et  celle  qui  considère  leur  mouvement,  s« 
nomme  hydraulique. 

II.  .  • 

On  appelle  fluide,  un  amas  de  molécules  trè*- 
déliées,  indépendantes  les  unes  des  autres,  et  par- 
faitement mobiles  en  toutes  sortes  de  sens;  tels.sont 
l'eau,  le  mercure  *,  l'air,  la  flamme,  etc. 

Dans  cette  définition,  les  fluides" sont  considérés 
comme  doués  d'une  parfaite  fluidité;  mais  physi- 
quement parlant,  il  n'y  a  point  de  fluides  dont  les 
parties  ne  soient  adhérentes  les  unes  aux  autres 
avec  une  certaine  force  qui  n'est  pas  la  même  dans 


"  Le  mercure  est  réellement  une  substance  métallique  ;  mais 
tomme  -il  est  habituellement  dans  l'état  de  fluidité ,  nous  lç 
regardons,  sous  ce  point  de  vue,  comme  un  vrai  fluide, 
Jomé  I,  i 
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tous,  et  qui  peut  varier  dans  un  même  fluide,  par 
le  chaud,  par  le  froid,  ou  par  d'autres  causes 
physiques.  Nous  avons  sans  cesse  .sous  les  yeux  des 
preuves  de  celle  adhérence  :  si  l'on  jelle  de  l'eau 
sur  le  plancher,  les  molécules-,  en  s'éparpillanf , 
ont  de  la  peine  à  se  séparer;  lorsqu'on  laisse  tomber 
un  fluide  goutte  à  goutte,  on  voit  que  ses  parties 
forment  une  espèce  de  filet  plus  ou  moins  sensible  : 
plusieurs  globules  de  mercure  qui  viennent  à  so 
toucher,  s'unissent  ensemble,  et  paroissent  ne 
former  qu'un  même  tout,  etc."  11  est  vraisemblable» 
que  la  qualité  .dont  il  s'agit,  est  produite  par 
r'aspérilé  des  parties  fluides,  combinée  avec  l'at- 
traction réciproque  qu'elles  exercent  les  unes  sur 
les  autres.  Mon  but  n'est  pas  d'approfondir  cet!» 
question,  ni  d'examiner  en  quoi  consiste  la  nature 
de  la  fluidité,  ni  quelle  peut  être  la  figure  des' 
molécules  fluides,  ni  si  ces  molécules  ont,  par 
quelque  cause  secrette,  ce  qu'on  appelle  un  mou- 
vement intestin;  indépendant  de  ceux  que  la  pe- 
santeur ou  d'autres  forces  connues  peuvent  leur 
communiquer.  J'abandonne  aux  physiciens  et  aux 
chimistes  toutes  ces  recherches,  sur  lesquelles  ou 
ne  peut  guère  proposer  que  des  conjectures.- 

Quelques  auteurs  distinguent  la  liquidité  d'avec 
la  fluidité ,  comme  l'espèce  d'avec  le  genre.  Selon 
<!ux,  un  corps  est  fluide,  lorsque  ses  parties  n» 
sont  pas  liées  entre  elles,  qu'elles  cèdent  facilement 
au  loucher,  et  qu'elles  se  répandent  comme  d'elles- 
mêmes,-  en.  c«  sens,  le  sablç  fin,  la  cendre,  un 
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«mas  quelconque  de  menus  grains,  etc.  sont  des 
fluides;  mais,  ajoutent-ils,  pour  qu'un  corps  soit 
liquide,  il  faut  de  plus  que  ses  parties  soient  telle- 
ment mobiles  et  se  balancent  tellement  par  leur 
poids,  que  si  elles  sont  en  fuJfisànte  quantité,  elles 
se  répandent  et  forment  uni;  surface  horizontale. 
Je  n'admettrai  pas  celte  distinction;  et  pour  me 
conformer  à  l'usage  le  plus  généralement  reçu,  je 
confondrai  la  liquidité  avec  la. fluidité,  de  manière 
qu'ayant  à  désigner  une  liqueur,  je  l'appellerai 
iudistinctemenl//yat?«rou  fluide.  II  n'est  question 
dans  ce  Traité  que  des  fluides  proprement  dits, 
et  nullement  des  iluides  imparfaits,  tels  que  sont 
le  sable,  la  cendre,  etc. 

I  I  I. 

Tous  les  fluides  connus  peuvent  se  diviser  en 
fluides  incompressibles  et  en  fluides  compressibles 
uu  élastiques. 

On  appelle  fluides  incompressibles ,  ceux  dont 
on  ne  peut  augmenter  ni  diminuer  le  volume,  en 
y  appliquant  les  forces  ordinaires  de  pression  ou 
de  percussion;  telle  est,  par  exemple,  l'eau.  En 
effet,  suivant  l'expérience  des  premiers  académi- 
ciens de  Florence,  répétée  depuis  par  tous  les  phy- 
siciens ,  si  on  enferme  de  l'eau  dans  une  boule* 
creuse,  d'or,  d'argent,  de  enivre ,  d'étaïn,  de  plomb; 
qu'ensuite  pour  condenser  l'eau  ou  pour  diminuer 
l'espace  qu'elle  occupe,  on  comprime  fortement  la 
boule  par  le  moyeu  d'une  presse,  qu'on  la  frappe 
Ai) 
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même  à  coups  de  marteau,  on  trouvera  que  l'eau 
lie  peut  être 'réduite  en  un  moindre  volume,  et 
qu'elle  se  fait  jour  en  forme  de  rosée,  à  travers 
l'enveloppe  qui  la  contient,  plutôt  que  (te  .souffrir 
une  diminution  dé  volume.  11  eu  est  de  même  du 
vin,  du  mercure,  etc.  Mais  on  observera  que  cet 
effet  impossible  par  les  moyens  que  nous  venons 
d'indiquer,  ou  qui  du  moins  ne  pourrait  devenir 
sensible  qu'en  employant  des  forces  beaucoup. plus 
grandes  que  ne  le  permettent  la  nature  de  nos 
agens  et  celic  des  matières  dont  on  fait  usage  dans 
ces  sortes  d'expériences,  on  observera,  dis-je,que 
cet  effet  s'opère  très-facilementet  trèy-promptement 
par  l'action  du  chaud  ou  du  froid.  Ainsi,  à  masse 
égale,  l'eau  chaude  occupe  un  plus  grand  volume 
que  l'eau  froide;  le  mercure  qu'on  tealeroit  vaine- 
ment de  condenser  ou  de  dilater  par  -des  poids  ou 
parle  choc,  est  extrêmement  sensible  aux  impres- 
sions du  froid  et  du  chaud  :  il  se  condense  par  l'un 
et  se  dilate  par  l'autre  avec  une  grande  mobilité, 
comme  on  va.  peut  juger  par  les  thermomètres  à 
mercure.  • 

On  voit  par -là  que  relativement  aux  fluides 
incompressibles,  les  forces  ordinaires  de  compres- 
sion ou  de  percussion  doivent  être  regardées  comme 
nulles  par  rapport  aux  forces  d'expansion  ou  de 
contraction,  produites  par  l'action  de  la  chaleur, 
on  du  froid. 

Les  fluides  élastiques  sont  ceux  qui  peuvent  ëlre 
réduïU  ci;  u;i  volume  plus  ou  moins  petit,  scion 
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qu'ils  sont  plus  ou  moins  comprimée.  Par  exemple, 
un  ballon  d'air  que  l'on  comprime  avec  les  mains, 
diminue  de  volume,  puis  s'étend  lorsque  la  com- 
pression cesse  ou  diminue;  sur  quoi  il  faut  observer 
que  l'action  du  chaud  et  du  froid  .est  bien  plus 
puissante  que  la  compression  pour  le  même  effet  : 
ainsi  l'air  qu'on  échauffe  se  dilate  ou  fend  à  se 
dilater  très  -  promptement ,  et  s'il  est  contenu  , 
acquiert  une  plus  grande  force  élastique}  ce  mémo 
fluide  se  condense  par  l'action  du  froid. 

Nous  n'avons  pas  besoin  d'avertir,  puisque  nous 
l'avons  d'ailleurs -insinué,  que  ces  deux  classes  de 
fluides  ne  doivent  pas  élre  regardées  comme  géo- 
métriquement séparées  l'une  de  l'autre.  Il  n'existe 
point  de  fluide  parfaitement  incompressible,  ni  de 
fluide  parfaitement  élastique;  tout  va  par  gradation 
dans  la  nature  :  mais  nous  sommes  quelquefois 
obligés  d'examiner  dans  nos  recherches  les  cas 
extrêmes,  afin  de  mieux  démêler  les  effets  relatif» 
aux  différentes  qualités  qui  peuvent  se  trouver  dan» 
un  corps,  et  d'assigner  à  chacune  de  ces  qualité* 
ses  louchons  propres  et  non  celles  d'une  autre,. 

I  v. 

Un  fluide  quelconque,  qui  a  la  même  densité 
dans  toute  son  étendue,  ou  qui  est  composé  de 
parties  toutes  de  même  nature ,  quand  même  la 
densité  varicroit  d'un  endroit  du  fluide  à  l'autre»- 
s'appelle  un  fluide  homogène.  ïelje  est  une  pièi  st 
d'eau  ;  il  est  vrai  que  les  parties  du  fond  sont 
A  iij 
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plus  comprimées  que  celles  de  la  surface;  mais  cet 
excès  de  compression  ne  diminue  pas  le  volume  ou 
n'angmcnle  pas  la  densité,  c-t  l'eau  est  composée 
d'ailleurs  dans  toute  ton  étendue  de  parties  égales 
et  semblables.  L'air  est  aussi  un  fluide  homogène, 
quoique  dans  les  lieux  bas  il  ail  (  à  raison  d'une  plus 
grande  charge. produite  par  son  poids  même)  une 
plus  grande  densité  que  dans  les  lieux  élevés,  parce 
qu'il  est  composé  de  parties  égaies  cl  semblables  dans 
toute  l'étendue  de  l'atmosphère.  Nous  o!  erverons 
cependant,  que  pour  caractériser  spécialement  ces 
sortes  de  fluides  dont  la  densité  varie ,  sans  que  leur» 
parties  changent  de  nature,  on  devroil  les  appeler 
fluides  homogènes  à  densité  variable. 

Un  fluide  qui  seroit  composé  de  plusieurs  fluides 
diflerens,  comme,  par  exemple,  d'une  couche  de 
mercure  ,  d'une  couche  d'eau  ,  d'une  couche 
d'huile,  etc.  s'appelleroit  un  jluide  hétérogène. 

J*ar  le  simple  mot  Jluide,  je  désignerai  toujours 
un  fluide  homogène;  je  sous-entendrai  même  que 
sa  densité  est  constante,  à  moins  que  le  conlrair* 
ne  soit  énoncé  ou  indiqué. 

V. 

On  doit  se  rappeler  que  la  densité'  d'un  corps 
(  solide  ou  fluide  )  est  la  quantité  de  matière  de 
ce  corps,  comprise  sous  un  volume  donné  qu'on 
prend  pour  unité;  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
le  quotient  de  la  masse  du  corps,  divisée  par  le 
nombre  de  pieds  cubes  ou  de  pouces  cubées  {  selon 
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qu'on  prend  le  pied  cube  ou  le  pouce  cube  pour 
unité  de  mesure  du  volume  ) ,  qui  forment  ^on 
volume  toial.  Ainsi,  en  nommant  M  la  masse ,  - 
G  son  volume  ou  sa  grandeur,  D  la  densité,  on 

a  D—  ~;  et  par  conséquent  M  ~  G  x  D, 
c'est-à-dire,  que  la  masse  est  égale  au  produit  du 
volume  par  la  densité.  On  voit  que  la  densité  d'un 
corps  est  toujours  relative  à  celle  d'un  autre.  Il 
faut  avoir  soin  d'évaluer  les  volumes  des  deux 
corps  en  unités  de  la  même  espèce. 

De  même ,  la  pesanteur  spécifique  d'un  corps 
est  le  poids  de  ce  corps  sous  un  volume  donné  pris 
pour  unité  ;  ou ,  ce  qui  revient  au.  même ,  le 
quotient  d»  poids  absolu  du. corps,  divisé  par  le 
nombre  des  mesures  de  son  volume.  Si  l'on  nomme 
donc  P  le  poids  absolu  d'un  corps,  G  son  volume, 
P 

p  sa  pesanteur  spécifique,  on  a  p  =  —j  et  par 

conséquent  P  =■  G  X  p ,  c'est-à-dire  que  le  poids 
absolu  est  égal  au  produit  du  volume  parla  pesan- 
teur spécifique.  Far  exemple,  soit  le  corps  proposé, 
de  l'eau  douce  j  on  sait  qu'un  pied  cube  d'eau 
douce  pèse  70  livres,  à  très-peu  de  chose  près; 
prenant  donc  le  poids  d'un  pied  cube  d'eau ,  pour 
la  pesanteur  spécifique  de  ce  fluide,  nous  aurona 
p  —  70  livres,  et  P  =  G  X  70  livres;  si  G  est 
de  100  pieds  cubes,  il  viendra  P  =  7000  livres; 
si  G  —  -î5  pieds  cubes,  on  aamP—  1750  livres. 
Dans  un  même  endroit  de  la  terre,  ou  à  de» 
A"iv 
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latitudes  égales,  les  masses  sont  proportionnelle* 
aux  poids;  on  doit  donc  alors  supposer  que  les 
densités  de  deux  corps  sont  proportionnelles  à  leurs 
pesanteurs  spécifiques,  puisque  les  densités  de  ces 
deux  corps  sont  dos  masses  comprises  sous  le  même 
volume,  et  que  leurs  pesanteurs'  spécifiques  sont 
deux  poids  compris  aussi  sous  le  même  yolumo. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

H YD II  OS  TA TI Q  UE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Principes  généraux  de  l'équilibre  clés  Fluides, 


1.  \^}ueï.s  -que.soient  le  nombre,  la  quantité  et  " 
la  direction  des  forces  qui  agissent  sur  un  corps 
solide,  ou  sur  un  système  do  corps  solides,  on  peut 
toujours  représenter  les  conciliions  de  l'équilibre 
ou  du  mouvement,  par  des  formules  analytiques 
plus  ou  moins  simples,  suivant  que  les  conditions 
du  Problème  le  sont  plus  ou  moins;  et  si  dans  un 
grand  nombre  de  cas  ces  formules  se  trouvent  trop 
compliquées,  pour  êlre  susceptibles  d'applications 
satisfaisantes  et  usuelles,  on  doit  imputer  cet  in- 
convénient à  l'imperfection  de  l'analyse,  et  non 
pas  à  la  Mécanique,  qui  a  donné  tout  ce  qu'on 
étoit  en  droit  de  lui  demander.  La  question  n'est 
pas  aux  mêmes  termes  pour  les  fluides  ;  car  nous 
ne  connoissons  point  _le  nombre,  ni  la  masse,  ni 
la  figure,  ni  le  volume  des  atomes  qui  composent 
nn  lluide  ,  et  par  conséquent  nous  sommes  dans 
l'impossibilité  absolue  de  soumettre  directement  au 
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calcul  l'action  et  la  réaction  que  les  molécules  d'urt 
Sluitlc  exercent  les  unes  sur  les  autres  en  vertu  des 
forces  qui  les  pressent.  D'ailleurs,  quand  même 
dn  pourrait  former  les  équations  du  Problème, 
la  pratique,  n'en  retirerait  aucune  utilité,  à  cause 
de  leur  complication  nécessaire  ,  et  absolument 
insurmontable  à  l'analyse.  Il  faut  donc  appeler  ici 
l'expérience  an  secours  de  la  Mécanique,  et  fonder 
les  loix  de  l'équilibre  et  du  mouvement  des  fluides, 
sur  quelque  propriété  primitive  qui  soit  commune 

11  tous,  et  qui  les  caractérise  d'une  manière  spéciale. 
Or,  parmi  les  propriétés  des  fluides,  celle  qui  paroît 
la  plus  simple,  ci  qui  dérive  le  plus  immédiatement 
de  leur  nature,  est  qu'une  masse  fluide  ne  saurait 
demeurer  en  équilibre,. à  moins  qu'une  particule 
quelconque  ,  n'éprouve  en  tous'  sens  une  égale 
pression.  Nous  allons  donc  prendre  ce  principe 
pour  la  base  de  l'Hydrostatique. 

Loi  fondamentale  de  l'équilibre 
uns  Fluides. 

2.  Lorsqu'une  masse  fluide  est  en  équilibre  $ 
de  quelques  foires  que  ses  parties  puissent  etie 
animées,  chaque  molécule  ou  portion  infiniment 
petite  de  la  masse  est  également  pressée  en  toutes 
sortes  de  sens.  Et  réciproquement,  si  chaque 
molécule  est  également  pressée  en  tous  sens  f  tout 
le  système  sera  en  équilibre. 

Car,  i".  puisque  toutes  les  particules  du  fluide 


GhajïtreI.  Il 
sont  indépendantes  les  unes  des  autres,  et  parfai- 
tement mobiles  en  toutes  sortes  de  sens,  il  est 
visible,  que  si  une  molécule  quelconque  éloil  moins 
pressée  d'un  côté  que  d'un  autre,  elle  se  moârroit 
nécessairement  vers"  le  côté  où  seroit  la  moindre 
pression,  et  qu'il  n'y  auroit  plus  d'équibre  dans 
le  système;  ce  qui  est  contraire  à  l'hj-polhése.  . 

Celte  loi  est  démontrée  par  l'expérience;  car  si 
à  la  même  profondeur  d'un  fluide  contenu  dans  un 
vase,  on  fait  aux  parois  une  ouverture,  et  qu'à 
cette  ouverture  on  applique  un  piston  pour  em- 
pêcher l'écoulement,  ce  piston  sera  repoussé  par 
le  fluide,  avec  la  même  force,  soit  que  l'ouverture 
soit  horizontale,  ou  inclinée  d'une  manière  quel- 
conque a  l'horizon.  Tout  cela  est  également  vrai 
pour  les  fluides  incompressibles  et  pour  les  fluides 
élastiques.  Sur  quoi  on  observera  qu'il  peut  se 
faire  physiquement  qu'à  cause  de  l'adhérence  réci- 
proque, des  particules,  l'équilibre  subsistât  qiiand 
même  une  molécule  seroit  un  peu  moins  pressée 
d'un  côté  que  d'autre  :  mais  cette  inégalité  de 
pression  ne  peut  qu'être  extrêmement  petite;  et  la 
proposition  énoncée  est  rigoureusement  vraie  pour 
les  fluide»  dans  l'état  de  fluidité  parfaite ,  tels  que 
nous  les  considérons  ici. 

2°.  Il  n'est  pas  moins  évident  que  si  chaque 
molécule  du  fluide  est  également  pressée  en  tons 
sens,  elle  demeurera  en  repos;  d'où  résultera  do 
proche  en  proche  le  repos  ou  l'équilibre  dans  toute 
l'étendue  de  la  masse, 
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'6.  Remarque.  On  voit  par  celle  propriété  la 
différence  qu'il  faut  inclure  cuire  l'équilibre  des 
solides  et  celui  des  Uuides.  Dans  les  corps  solides  , 
la  connexion  des  parités  lait  qu'une  loi  ce  appliquée 
à  un  point  quelconque,  poussé  parallèlement  ton  le 
la  niasse,  el  que  par  conséquent  il  y  aura  équilibre, 
si  à  celte  ibree  on  en  oppose  directement  une  autre 
qui  lui  soit  égale;  dans  les  fluides,  si  chaque  goulle, 
prise  séparément,  n'est  pas  également  pressée  dam; 
Ions  les  points  de  sa  surface,  suivant  loules  sortes 
de  sens,  elle  s'étendra  vers  les  cotes  où, seront  les 
moindres  pressions.  Supposons,  par  exemple,  qu'à 
une  goulle  fluide  soient  appliquées  deux  forces 
égales,  directement  opposées,  el  deux  autres  forces., 
aussi  égales  enlr'elles,  dirccicmcnl  opposées ,  per- 
pendiculaires aux  deux  premières;  que  les  deux 
premières  soient  représentées  chacune  par  1,  et 
les  deux  autres,  chacune  par  i  :  la  gonllc  ne  sera 
pas  en  équilibre;  elle  s'allongera  dans  le  sens  des 
forces  1,  cUri^applaLîra  dans  le  sens  des  forces  2  ; 
de  plus  ses  parties  s'échapperont  par  les  vides 
compris  cnlrc  les  forces  î  el  2.  Or,  si  la- goutte 
étoil  un  corps  solide ,  elle  scroit  évidemment  en 
équilibre.  Ainsi,  en.  la  regardant  comme  fluide, 
elle  forme  un  amas  de  particules  tlont  le  nombre 
el  la  figure  sont  telles  que  la  goultc  ne  peut  pas 
demeurer  en  équilibre,  si  en» chaque  point,  et  dans 
tous  les  sens,  elle  n'est  pas  également  pressée. 


4.  Théorème  I.  Si  en  un  endroit  quelconque  M 
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f  Fîg.  1  )  d'un  vase  A  B  C  D,  ferme  de  tous  côtés, 
et  plein  d'une  liqueur  considérée  comme  non 
pesante ,  on  fait  une  ouverture  à  laquelle  soit 
appliqué  un  piston  poussé  par  une  forccV;  l'action 
de.  cette  force  se  transmettra  dans  tous  les  sens  à 
travers  la  masse  fluide,  et  chaque  point  d'une 
goutte  quelconque  f  g  k  h  soiijj'rim  là  même  pression 
que  chaque  point  immédiatement  continu  à  la  tête 
du  piston. 

Car  la  pression  que  souffre  chaque  point  fluide 
immédiatement  conligu  au  piston,  se  transmet  aux 
points  voisin:-;  chacun  de  ceux-ci  la  transmet  pa- 
reillement à  ses  voisins;  ainsi  de  suite  dans  toitio 
l'étendue  du  fluide.  La  pression  d'un  point  qucl- 
conquedu  fluide  est  donc  absolument  la  mémo  que 
celle  de  tout  pointsoumis  immédiatement  à  l'action 
du  piston. 

5.  Corollaire  I.  Il  suit  de-là  que  si  l'on  fait  en 
JV  une  seconde  ouverture  à  laquelle  soit  appliqué 
un  piston  poussé  par  une  force  Q,  il  y  aura  équi- 
libre,  ou  ni  l'un  ni  l'autre  piston  ne  pourra  s'en- 
foncer, pourvu  que  les  forces  Pet  Q  soient  cnlrVIles 
comme  les  ouvertures  M  el  N,  c'est-à-dire  pourvu 
qu'on  aUP:  Ql'.M:  N.  Car  la  pression  de  chaque 
point  de  M  se  transmet  à  chaque  point  de  Nj  et 
réciproquement  la  pression*  du  chaque  point  de  iV 
se  transmet  à  chaque  point  de  M ;  donc  ces  pres- 
sions partielles,  qui  sont  contraires,  se  feront  équi- 
libre, si  elles  aont  égales.  Or  la  somme  des  pressions 
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tic  M.  ou  la  force  P  est  proportionnelle  à  211,  et 
la  .somme  des  pressions  Je  iV  ou  la  forée  Q  est 
proportionnelle  à  Nf  d'où  il  suit  qu'on  aura,  pour 
l'équilibre ï  P  :  Q     M  :  N. 

Il  en  serait  de  même  pour  un  plus  grand  nombre 
d'ouvertures.  Quel  que  soit  ce  nombre,  si  l'on 
applique  à  chacune  d'elles  un  piston  poussé  par 
une  puissance  qui  lui  soit  proportionnelle;  toute» 
ces  puissances  se  contre -balanceront  mutuellement, 
et  aucun  des  pistons  ne  pourra  s'enfoncer  et  l'aire 
remonter  les  autres. 

G.  Corollaire  //.  Connoissant  les  deux  ouvertures 
M  et  N ,  et  l'une  des  puissance.1* ,  on  connoîtra 

l'autre,  puisqu  on  a  Q=—       ,  oujP=      y  . 

y.  Corollaire  III.  On  voit  semblablemenl  qu'en 
vertu  de  la  force  P  ou  Q,  la  face  quelconque  f  g 
de  la  goutte  f  g  h  h,  souffre  une  pression  qui  est 

exprimée  par  P  X   -  ou  par  Q  X   ~    car  la 

la  pression  de  chaque  point  de  M  ou  de  JV~  se 
transmet  à  chaque  point  de  f  g;  et  cliaque  point 
<1c ' _f  g  réagit  à  son  tour,  avec  la  même  force, 
contre  ch«<lllt-'  point  de  M  ou  de.-ZV",-  donc  en 
nommant  /;  la  pression  loliile  contre  f  g,  on  aura  - 
P  :  pV.M.f  g,  et  0  :  p  II  N  :  f  g;  donc 

.  8.  Théorème  II-  A  l'on  imagine  que  la  su/Jace 
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d'une  masse  fluide  A  B  C  D  O  (  Fig.  3  ),  non, 
pesante  et  parfaitement  libre,  soit  partagée  en  une 
infinité  d'élémens  A,  B,  C,  D,  et  qu'à  tous  ce» 
élèmens  soient  appliqués  perpendiculairement  des 
.pistons  pousses  par  des  puissances  proportionnelles 
ù  leurs  bases  ;  toutes  ces  puissances  seront  en  cyui- 
lUirc;  de  sorte  que  les  particules  du  fluide  demeu- 
reront en  repos,  et  que  la  totalité  de  lu  masse  n'aura 
mue  un  mouvement  de  translation  ou  de  rotation. 

Pour  démontrer  ce  Théorème  d'une  maniera 
rigoureuse  et  complète  dans  toutes  ses  parties , 
j'aurai  besoin  des  propositions  suivantes. 

g.  Lf-mmc  I.  67  les  côtés  d'un  polygone  inflexible 
A  B  C  D  E  (  Fig.  3  )  sont  poussés  perpendiculaire- 
ment à  leurs  milieux  par  des  puissances  P,  Q, 
lï,  S,  T,  proportionnelles  à  ces  côtés,  et  toutes 
dirigées  du  dehors  au  dedans,  ou  du  dedans  au 
dehors  :  toutes  ces  puissances  seront  en  équilibre. 

Menez  les  diagonales  ^4  C,  j4  D;  il  est  démontré 
dans  la  Mécanique  ,  que  deux  forces  concourantes 
en  un  point,  cl  leur  résultante  qui  passe  nécessai- 
rement par  ce  même  point,  peuvent  être  représen- 
tées par  les  côlés  d'un  triangle,  perpendiculaires 
chacun  à  chacune  des  trois  forces  proposées.  Ainsi 
les  deux  forces  P  el  Q  étant  perpendiculaires  et 
proportionnelles  aux  côlés  si  B ,  B  C  du  triangle 
-A  B  C,  ont  pour  résultante  une  force  (  que  je 
nomme  X)  perpendiculaire  et  proportionnelle  au 
<ïQlé^/C  du  même  triangle.  De  plus,  la  fgree  X 
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est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  C;  car  elle 
tloil  passer  par  le  point  a  de  concours  des  deux 
forces  composantes  P,  Q,  qui  est  évidemment  le 
centre  du  cercle  qu'on  circonscriroit  au  triangle 
^■J  B  C  ;  d'où  il  suit  que  la  force  X  est  perpendi- 
culaire sur  le  milieu  de  la  corde  ^4  C.  On  dé- 
montrera de  la  même  manière  que  les  deux  forces 
A  et  R,  concourantes  au  point  b ,  ont  pour  résul- 
tante une  l'orée  Y  ,  proportionnelle  à  ^4  D ,  et 
perpendiculaire  sur  sou  milieu;  que  les  deux  forces 
Y  et  S,  concourantes  au  point  *,  ont  pour  résul- 
tante une  force  Z ,  proportionnelle  à  ^  JE  cl  per- 
pendiculaire sur  son  milieu;  ainsi  de  suite,  si  le 
polygone  avoit  un  plus  grand  nombre  de  cotés. 
Donc  les  puissances  P,  Q,  R,  S,  oui  pour  résul- 
tante une  force  Z  égale  et  directement  opposée  à 
la  dernière  force  T;  donc  tout  le  .système  des  forces 
P,  Q,  R,  S,  T,  est  en  équilibre. 

10.  Corollaire  I.  La  même  démonstration  aj-ant 
toujours  lieu,  quel  que  soit  le  nombre  des  côtés 
du  polygone.,  et  par  conséquent  aussi  lorsque  ce< 
nombre  devient  infini;  on  voit  que  sî  l'on  a  une 
courbe  rentrante  quelconque,  inflexible,  qu'on  la 
partage  en  une  infinité  d'eiémens,  et  qu'au  milieu 
de  tous  ces  élémeus  ou  applique  perpendiculaire- 
ment des  puissances-  qui  leur  soient  proportion- 
nelles; ces  puissances  seront  en  équilibre. 

11.  Corail.  II.  Considérons  le  polygone  stfBCDE 
comme  la  section  qu'on  fonneroit  en  coupant  un 

prisme 
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prisme  droit  par  lu  milieu  de  sa  hauteur,  et  paral- 
lèlement à  ses  deux  bases  opposées;  il  est  clair  que 
les  milieux  des  côtés  AB,  BC,  etc.  sont  les  centres 
de  gravité  des  faces  rectangulaires  du  prisme,  et 
que  si  à  ces  mêmes  points  on  applique  des  puis- 
sances  perpendiculaires  et  proportionnelles  aux: 
faces  dont  on  vient  de  .parler,  ces  puissances  auront 
entr'elles  les  mêmes  rapports  que  les  puissances 
P,  Q,  B,  S,  T.  Or  les  puissances  P,  Q,  R,  S,  T, 
sont  en  équilibre;  donc  aussi  les  puissances  per- 
pendiculaires aux  centres  de  gravité  des  faces  rec- 
tangulaires d'un  pri.smc  droit,  et  proportionnelles 
à  ces  Faces,  sont  en  équilibre. 

Même  résultat,  lorsque  la- section  el  les  bases 
opposées  du  prisme  sont  des  courbes ,  el  lorsqu'à 
tous  les  points  des  faces  rectangulaires  du  corps 
prismatique  sont  appliquées  perpendiculairement 
des  puissances  égales. 

12.  Le  m  me  II.  Si  au  point  G  (  Fig.  4  )  miliey.  de 
la  largeur  moyenne  E  F  d'un  trapèze  A  C  D  B, 
est  appliquée  une  force  P  perpendiculaire  et  pro- 
portionnelle à  la  Surface'  du  trapèze;  cette  força 
pourra  être  décomposée  en  deux  autres,  l'une 
perpendiculaire  et  proportionnelle  à  la  projection- 
orthogonale  A  c  A  B  *  du-  trapèze,  l'autre  perpen- 
diculaire et  proportionnelle  au.  rectangleLEMNFK, 

"  On  appelle  projection  orthogonale  d'une  figure ,  celle  qui 
est  Formée  sur  un  plan  par  des  perpendiculaires  abaissées  dt 
tous  les  points  de  la  figure  proposée. 

Tome  /,  *  li 
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qui  est  perpendiculaire  aux  deux  plans  parallèles 

A  C  d  B,  MCDN  auxquels  il  se  termine. 

■  Menez  par  la  dircelion  tle  la  puissance  P ,  et 
perpendiculairement  aux  droites  parallèles  si  B, 
CD,  cd,  LK,  EF,  31 N ,  lcplan  SR  T,  qui 
sera  par  conséquent  perpendiculaire  aux  quatre 
plans  si  CD  B,  sicdB,  CDdc,  L  M  &  K  ; 
décomposez  ensuite  la  force  P  en  deux  autres 
y,  77,  dirigées  dans  le  plan  SRTy  la  première 
perpendiculaire  à  .S  T,  la  seconde  H,  perpendicu- 
laire à  R  T.  Cela  posé,  les  trois  forces  P,  P',  ffy 
élnnl  perpendiculaires  aux  trois  côtés  du  triangle 
jRST,  on  aura 

P:  r-.H::  SR-.ST-.R  Ton  ML; 
ou  Lien  (  en  multipliant  la  suite  .des  conséquents 
par  des  lignes  égales), 

Pz^.HllSR  x  EF-.STx  LK-.ML  x  LK 
y.si  C  D  B  :  ^i  c  d  B  :  L  M  N  K. 
Or  la  direction  de  la  force  V  est  perpendiculaire 
à  si  c  d  B,  cl  colle  de  la  force  H  est  perpendi- 
culaire à  L  M  NK ,  puisqu'elles  sont  dans  un  plan 
SR  T  perpendiculaire  aux  deux  plans  si  c  dB, 
L  M  N  K,  et  que  de  plus  la  première  est  per- 
pendiculaire à  S  T,  la  seconde  à  R  T,  qui  est 
parallèle  aux  droites  L  Mi,  K  N.  Donc,  etc. 

i3.  Corollaire  T.  Si  la  haulcur  S  R  du  trapèze 
si  CD  B  est  infiniment  petite,  le  point  G  sera  le 
centre  de  gravité  de  ce  trapèze,  le  point  g-,  situé 
sur  la  ligne  G  F~ ,  sera  le  P  entre  de  gravité  de  la 
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projection  j4  c  d  13  ;  et  comme  le  point  G  est  tou- 
jours le  cenlre  de  gravité  du  rectangle  LMNK, 
il  s'ensuit  que  si  au  centre  de  gravité  d'un  trapèze 
infiniment  petit  est  appliquée  une  force  perpendi- 
culaire et  proportionnelle  à  sa  surface,  celte  force 
pourra  être  décomposée  en  deux  autres,  dont  la 
prcmii-TC  est  perpendiculaire  au  centre  de  gravité 
et  proportionnelle  à  la  surface  du  trapèze  de  pro- 
jection; la  seconde  est  perpendiculaire  au  centre 
de  gravité  et  proportionnelle  à  la  tfUrface  d'un  rec- 
tangle qui  a  une  base  égale  à  la  largeur  moyenne 
du  trapèze,  el  pour  hauteur  la  distance  comprise 
entre  deux  plans  parallèles,  menés  par  les  bases 
opposées  et  parallèles  du  trapèze,  et  sur  l'un  des- 
quels est  faite  la  projection,  orthogonale  de  ce  même 
trapèze. 

i4.  Corollaire  II.  La  même  hypothèse  subsistant, 
imaginons  une  tranche  solide  infiniment  mince,  à 
bases  parallèles,  et  dont  la  surface  convexe  soit 
composée  d'une  infinité  de  trapèzes  tels  que  u4CDB 
poussés  perpendiculairement  parles  forces/*,  toutes 
dirigées  du  dehors  au  dedans,  ou  du  dedans  au 
dehors;  et  qu'on  fasse  les  projections  orthogonales 
de  tous  ces  trapèzes ,  sur  l'une  des  bases  de  la 
tranche-  Cela  posé,  en  substituant  à  la  place  de  la 
force  P ,  les  deux  forces  H  et  V;  1°.  on  voit  (n) 
que  les  forces  H,  dans  tout  le  contour  de  la  tranche, 
se  font  équilibre;  a°.  les  forces  F"  étant  perpendi- 
culaires aux  centres  de  gravité  des  trapèzes  de  pro* 
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jcelion,  cl  proportionnelles  à  ces  trapèzes,  ont  pour 
résultante  une  lbrce  représentée  parla  somme  des 
mêmes  trapèzes,  et  passant  perpendiculairement 
par  le  centre  de  gravité  de  leur  système. 

Démonstration  du  Théorème  II. 

l5.  Imaginons  1".  que  la  masse  fluide  -ABCDO 
(  Fig.  i  )  soit  enfermée  de  tous  côtés  dans  un  vase 
percé  d'une  infinité  de  trous  By  C,  D,  etc., 
auxquels  sont  appliqués  des  pislons  pousses  par  des 
puissances  proportionnelles  aux  étendues  de  ces 
trous  :  alors  on  voit  (5)  que  toutes  ces  puissances 
se  balancent  mutuellement  et  qu'aucun  des  pistons 
ne  peut  s'enfoncer  et  faire  monter  les -autres.  D'où 
il  résulte  que  les  particules  de  la  masse  fluide 
demeurent  dans  une  immobilité  absolue,  et  que  par 
conséquent,  à  cet  égard,  la  masse  totale  peut  être 
considérée  comme  si  elle  forment  un  corps  solide. 

2°.  Partageons  d'abord  ce  corps  en  deux  par- 
tics,  par  un  plan  que  je  suppose  horizontal,  pour 
fixer  les  idées,  et  qui  forme  une  section  que  j'ap- 
pelle ,  par  la  même  raison  ,  section  principale. 
Concevons  ensuite  que  chaque  partie  soit  divisée 
en  une  infinité  de  tranches  par  des  plans  parallèles 
à  la  section  principale,  et  qu'enfin  les  surfaces  con- 
vexes de  toutes  ces  tranches,  soient  partagées 
chacune  en  une  infinilé  de  trapèzes,  par  des  plans 
verticaux.  Les  forces  perpendiculaires  aux  cenlres 
de  gravité  des  trapèzes  latéraux,  toutes  dirigées  du 
dehors;  au  dedans,  et  proportionnelles  à  ces  ira.-- 
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pèzes ,  étant  supposées  décomposées  chacune  en 
deux  autres,  l'une  horizontale,  l'autre  verticale  : 
on  voit ,  par  l'article  précédent,  i".  que  pour  [ou (es 
les  tranches  qui  composent  le  corps  entier,  les  forces* 
horizontales  se  font  équilibre.  20.  H  n'est  pas  moins 
clair,  relativement  aux  deux  parties  du  corps ,  que 
la  résultante  des  forces  verticales,  pour  lit  partie 
inférieure,  est  proportionnelle  à  l'aire  <le  la  section 
principale  ,  passe  perpendiculairement  par  son 
centre  de  gravité,  agissant  de  bas  en  haut;  et  que- 
lle même  la  résultante  des  forces  verticales,  pour 
la  partie  supérieure,  est  proportionnelle  à  l'aire  dé 
la  section  principale,  passe  perpendiculairement 
par  son  cenlre  de  gravité,  agissant  de  haut  en  bas; 
d'où  il  .s'ensuit  que  ces  deux  résultantes  sont  égales 
et  directement  opposées,  et  que  par  conséquent 
elles  se  détruisent.  11  y  a  donc  aussi  équilibre  entre 
toutes  les  forces  verticales.  D'où  il  suit  enfin  quo 
Joutes  les  forct-s  appliquées  à  la  surlace  du  corps 
se  font  équilibre,  et  que  ce  corps  doit  demeurer 
dans  une  immobilité  absolue. 

Ainsi  les  particules  fluides  demeurent  en  repos  „ 
et  la  masse  totale  ne  peut  de  même  prendre  aucun 
mouvement  de  translation  ou  de  rotation ,  puisque 
toutes  tes  forces,  tant  horizontales  que  verticales, 
se  font  équilibre}  ce  qui  revient  à  l'énoncé  du 
Théorème. 

16.  Scholie  général.  On  voit  par  les  deux  Théo 
renies  précédons,  et  les  conséquences  qui  en  soni 
B  iij 
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les  suites,  la  manière  dont  les  forces  extérieures  à 
un  fluide,  agissent  sur  ses  parties  et  sur  les  parois 
du  vase  où  il  peut  être  contenu.  Nous  allons  main- 
tenant examiner  les  efforts  qui  naissent  de  la  pe- 
santeur même  du  fluide,  soit  qu'ils  existent  seuls, 
ou  qu'ils  se  combinent  avec  des  forces  extérieures. 

Je  suppose  toujours  avec  Galilée,  1".  que  la 
pesanteur  d'un  corps  est  une  force  constante  et 
proportionnelle  à  la  masse,  pour  toutes  les  dis- 
tances qui  ne  diffèrent  pas  considérablement  les 
unes  des  autres,  où  ce  corps  peut  se  trouver  du 
centre  de  la  terre.  2".  Que  les  directions  des  pesan- 
teurs des  parties  d'un  même  corps  qui  n'est  pas 
très-élendu  en  largeur,  sont  sensiblement  parallèles 
en  libelles.  Quand  il  s'agira  d'antres  hypothèses  de 
pesanteur,  je  le  dirai  exprssément. 


CHAPITRE  II. 


De  l'équilibre  d'un  fluide  soumis  à  l'action  de 
la  pesanteur;  pression  qu'il  exerce  contre  les 
parois  et  le  fond  du  vase  où  il  est.  contenu. 

17.  '  f  HÉORÈ  aie  I-  La  surface  d'une  liqueur 
abandonnée  à  l'action  libre  de  sa  pesanteur,  et 
en  équilibre  dans  un  vase  A  B  C  D  (  Kig.  5  )  qui  la 
contient,  est  perpendiculaire  en  chacun  de  ses 
points  à  la  détection  de  la  pesanteur. 

Soit  m.  D  la  surface  libre  du  fluide;  rinc  par- 
ticule quelconque  m'est  pressée  par  ia  pesanteur, 
gui  va  ni  la  direction  verticale  m  n;  représentons 
cette  force  par  mn,  et  décomposons -là  en  deux 
autres  forces  m  p,  mq,  dirigées  suivant  les  deux 
éléraens  de  la  courbe  si  m  D,  conligus  au  point  m. 
Pour  que  la  particule  m  demeure  en  équilibre,  il 
faut  que  les  forces  m p,  m  y,  soient  égales  cbàcune 
à  chacune  des  forces  que  les  particules  voisines 
exercent  conlr'elie  dans  les  sens  opposés  p  m,  q  m. 
Or,  ces  dernières  forces  sont  égales  cnti'elies,  pour 
satisfaire  à  la  loi  générale  de  l'article  2-  Donc  les 
forces  m  p  ,  m  q ,  sont  aussi  égales  ;  donc  la  direc- 
tion de  la  force  m  n  partage  en  deux  parties  égales 
l'angle  p  m  q;  donc'  elie  ne  penche  pas  pins  sur 
l'élément  m  p  que  sur  l'élément  m       ou  ce  qui 
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revient  au  même  ,  elle  esl  perpendiculaire  en  m 
à  la  courbe  ^4  m  D.  Et  comme  la  même  perpen- 
dicularité  de  la  pesanteur  aura  également  lieu  dans 
Ions  les  autres  [joints  de  la  courbe  ^4  m  JJ,  con- 
cluons que  réciproquement  la  surface  ^1  m  D  du 
fluide  est  perpendiculaire  en  chacun  de  ces  points 
à  la  direction  de  la  pesanteur. 

18.  Corollaire.  Donc  si  les  directions  des  pesan- 
teurs de  toutes  les  molécules  du  fluide  vont  con- 
courir en  un  même  point ,  la  courbe  ^4  m  D  sera 
un  arc  de  cercle;  ou,  la  surface  du  fluide  fora  partie 
«l'une  surface  sphérique  dont  le  centre  est  le  point 
de  tendance  de  toutes  les  molécules. 

Lorsque  les  dimensions  de  la  surface  d'un  fluide 
sont  très-petites  par  rapport  au  rayon  de  la  Terre, 
cette  surlace  peut  être  regardée  comme  un  plan, 
parce  qu'alors  le  centre  de  la  Terre  où  les  pesan- 
teurs des  molécules  du  fluide  vont  concourir,  peut 
vive  regardé  comme  placé  à  une  distance  iuliuic. 
Telle  est  la  surface  d'une  pièce  d'eau,  celle  du 
bassin  d'un  jardin,  etc.  En  effet,  soit^  (  Fig.  6  ) 
le  centre  de  la  Terre  supposée  spliériqucj  B  C  un 
arc  quelconque  de  sa  surlace  ;  B  D  la  tangente  au 
point  B  ;  j4  D  la  sécante.  Picard  trouve ,  dans  son 
.  Traité  du  nivellement,  qu'en  supposant  le  diamètre 
de  la  Terre ,  de  65385ç)4  toises  (  ce  qui  est  sensi- 
blement vrai  );  à  une  distance  B  D  =  ioo  toises, 
répond  la  dilléreuec  de  niveau  D  C  —  1  \  lignes 
seulement  j  a,  une  distance  B  D  =  200  toises, 
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répond  T>C~5  ^  lignes;  k  une  distance  BD=z 
3oo  toises,  répond  D  C=  i  pouce,  etc. 

i  r).  Théorème  II.  Si  un  siphon  K  M  N  O  (  Fig.  7  ), 
de  figure  quelconque ,  et  dont  les  branches  peuvent 
être  égales  on  inégales,  contient  de  Veau,  oit  tout 
autre  fluide ,  les  surfaces  A  B ,  D  E ,  de  ce  fluide, 
dans  les  deux  branches  du  siphon ,  seront  de  ni- 
veau ,  c'est-à-dire ,  dans  un  même  plan  horizontal. 

Traçons ,  par  la  pensée ,  dans  le  réservoir  FG/TL 
(  Fig.  8  ),  un  siphon  À'  M  NO  parfaitement  égal  k 
celui  qui  est  proposé;  et  imaginons  ensuite  que 
l'eau  du  réservoir,  à  l'exception  de  la  la  pariie 
si  B  MU  E  iVqui  répond  au  siphon  fictif,  vienne 
à  se  durcir  sans  changer  de  place  ni  de  volume} 
il  est  clair  que  la  portion  d'eau  ,  demeurée  liquide, 
sera  dans  le  même  état  de  compression  et  de  stagna- 
tion ,  qu'elle  éloil  avant  que  te  reste  de  la  masse 
se  durcit,  et  que  par  conséquent  les  deux  surfaces 
si  B,DE  demeureront  de  niveau.  Or  tout  esl  lo 
même  dans  ies  deux  siphons  des  Figuras  y  et  8$ 
donc  les  surfaces  si  B ,  T)  E,  étant  de  niveau  dans 
celui  de  la  Figure  8 ,  le  sont  aussi  dans  celui  de  la 
Figure  7. 

20.  Corollaire.  Le  mécanisme  des  siphons  s'ap- 
plique a  une  infinité  de  phénomènes  de  la  Nature. 
Ainsi ,  par  exemple,  si  on  creuse  un  puits  dans  le 
voisinage  d'un  étang,  d'une  mer,  d'une  rivière,  etc., 
l'eau  montera  dans  ce  puits  ,  et  s'y  mettra  de  niveau 
avec  les  eaux,  environnantes ,  parce  que  le  puils 
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et  le  réservoir  voisin  peuvent  èlre  regardés  comme 
les  deux  branches  ascendantes  d'un  siphon,  les- 
quelles communiquent  ensemble  au  moyen  des 
fcnlcs  et  des  crevasses  qui  se  trouvent  dans  l'in- 
térieur de  la  terre.  De  même ,  l'eau  qu'on  amène 
d'un  point  à  un  autre  par  un  long  tuyau ,  comme, 
par  exemple ,  l'eau  destinée  à  former  une  fontaine 
publique ,  se  mettrait  de  niveau  aux  deux  extré- 
mités de  la  conduite,  si  le  point  d'arrivée  étoit 
aussi  élevé  que  celui  de  départ;  mais  le  point 
d'arrivée  étant  plus  bas  que  celui  de  dépari,  l'eau 
coule  et  forme  la  fontaine  désirée. 

21.  Remarque.  L'art  du  nivellement  est  fondé- 
sur  la  proposition  précédente.  Mon  objet  n'est  point 
d'enseigner  ici  cet  art  qu'on  peut  apprendre  dans 
d'autres  ouvrages,  et  en  particulier  dans  le  Traité 
de  Picard;  mais  je  crois  devoir  expliquer  briève- 
ment une  méthode  très -commode  dfi  tenir  l'état 
d'un  nivellement,  el.de  s'épargner  la  peine  de  faire 
une  multitude  de  profils. 

Soient--/,  B,  C,  D,  Ey{I<ig.§)  un  nombre  quel- 
conque d'objets  dont  on  veut  déterminer  la  position 
respective  par  rapport  à  un  même  plan  horizontal. 
Considérons  ces  objets  comme  s'ils  étoient  placés  au 
fond  d'une  mer  dont  Ji  JVseroit  le  niveau;  il  est 
clair  que  la  position  des  points  proposés  sera 
connue  par  rapport  au  plan  horizontal  3ÎN,  si 
l'on  parvient  à  connoitre  les  lignes  verticales  yl  o, 
Bb,  Cc,Dd,  Ee.  Feignons  que  le  plan  MU 
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soît  élevé  au-dessus  du  point  de  départ,  d'une 
quantité  donnée  et  arbitraire,  par  exemple,  de 

100  pieds  :  vous  écrirez  100  au  point  ^4 ,  sur  une 
carie  ou  brouillon  de  carie  qui  sert  à  représenter, 
au  moins  grossièrement ,  le  terrein.  L'instrument 
à  niveller  étant  placé  en  le  premier  coup  de 
niveau  fera  connoitre  de  combien  le  point  est 
plus  élevé  que  le  point  B;  supposons  que  celte 
élévation  soit  de  3  pieds  ;  vous  écrirez  sur  la  carte, 
io3  au  point  B,  ce  qui  veut  dire  que  la  verticale 
^4  a  étant  de  100  pieds,  la  verticale  Bb  est  de 
lo3  pieds.  Transportez  l'instrument  de  ^  en  fl, 
et  regardez  le  point  B  comme  le  point  du  départ; 
le  coup  de  niveau  donné  de  B  en  C,  vous  leva 
connoitre  de  combien  le  point  B  est  plus  élevé  que 
lo  poin!  C;  soit  celte  élévation  de  4  pieds  6  pouces; 
vous  écrirez  sur  la  carte  au  point  C,  107  pieds 
vi  ponces  ponr  la  valeur  de  Ce.  En  continuant  à 
'opérer  toujours  de  la  même  manière,  voul  parvien- 
drez à  déterminer  successivement  les  cotes  des  autres 
points;  je  suppose  que  les  cotes  trouvées  soient  telles 
que  la  Figure  g  les  représente.  Maintenant,  voulez- 
vous  savoir  de  combien  le  point  j4  est  plus  élevé 
que  Je  point  C  ?  Retranchez  la  cote  de  ^4,  de  celle 
de  C,  c'est-à-dire,  100  pieds  de  107  pieds  6  pouces, 
le  reste  7  pieds  6  pouces  est  la  hauteur  demandée. 
Voulez-vous  savoir  de  combien  le  point  est  plus 
élevé  que  le  point  E?  Retranchez  100  pieds  de 

101  pieds,  le  reste  1  pied  est  la  hauteur  demandée,  etc. 
On  ne  se  borne  pas  ordinairement  à  niveller  un 


28  Hydrostatique, 
terrein,  c'est-à-dire,  à  déterminer  la  position  de* 
oljjuls  par  rapport  au  plan  de  l'horizon  ;  on  mesure 
encore  les  distances  des  olijcls  et  les  angles  que  ces 
distances  forment  cntr'elles,  pour  avoir  la  repré- 
sentation complète  du  terrein. 

/ 

11.  Scholic-  On  doit  remarquer  que  la  proposition 
de  l'article  ig,  souffre  une  restriction  dans  l'état 
naturel  et  physique  des  fluides.  Pour  que  la  liqueur 
se  mette  réellement  de  niveau  dans  les  deux  branches 
du  siphon,  il  faut  qu'elles  aient  l'une  et  l'autre  une 
certaine  grosseur ,  sans  que  néanmoins  il  soit  néces- 
saire pour  cela  qu'elles  aient  la  même  capacité,  ni 
Ja  même  figure.  Mais  lorsque  l'une  des  brandies 
est  ibrl  mince,  que,  par  exemple  son  diamètre 
n'excède  pas  2  lignes  environ,  tandis  que  celui  de 
l'autre  est  plus  considérable;  alors  la  liqueur  ne  se 
met  plus  de  niveau  dans  les  deux 'branches.  La 
plupart  îles  liqueurs,  comme  le  vin,  l'eau,  l'huile, 
l'esprit -de- vin ,  etc.  montent  plus  haut  dans  la 
petite  branche  (  qu'on  nomme  capillaire ,  du  mot 
latin  capilhts,  cheveu  ),  que  dans  l'autre;  au  con- 
traire le  mercure  se  tient  plus  bas  dans  la  branche 
capillaire  que  dans  la  grosse  branche.  Ces  phéno- 
mènes ont  une  cause  particulière  dont  la  recherche 
appartient  à  la  Physique  *.  Ici  je  fais  abstraction  de 
celte  cause,  et  je  considère  les  fluides  comme  sim- 
plement soumis  à  l'action  de  la  pesanteur  qui  les 

*  Voyez  ï  ce  sujet  ic  Traité  de  la  figure  de  la  Terre,  de 
Clairaut;  cl  les  Intitulions  ncirtoniennsa ,  de  Sigorgue. 
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pousse  vers  le  eenlre  de  la  Terre;  d'où  il  suit  qu'ai  ors 
ils  doivent  toujours  se  mettre  de  niveau  dans  les 
dieux  branches  du  siphon ,  quel  que  soïl  le  rapport 
des  diamètres  de  ces  branches. 

23.  Théorème  III.  La  liqueur  contenue  dans  le 
vase  ABCD  (Fig.  10  )  étant  en  repos ,  et  soumi.se 
à  la  seule  action  de  la  pesanteur;  une  particule 
quelconque  m  est  également  pressée  en  tous  sens 
avec  une  force  égale  au  poids  de  la  petite  colonne 
o  m  qui  lui  répond  verticalement. 

En  effet,  1".  la  particule  m  est  également  pressée 
en  toutes  sortes  de  sens,  autrement  elle  ne  seroit  pas 
on  équilibre  (1). 

3".  La  pression  qu'elle  souffre  est  égale  au  poids 
absolu  de  la  petite  colonne  o  m,- car  si  l'on  conçoit 
que  la  masse  entière  du  fluide,  à  l'exception  de  la 
colonne  o  m,  vienne  à  se  durcir  sans  pouvoir  chan- 
ger de  place  ni  de  volume,  la  particule  m  demeure 
toujours  dans  le  même  état  de  compression  qu'au- 
paravant. Or,  lorsque  le  lîlel  o  m  est  seul  Huide,  lo 
reste  de  la  masse  étant  durci ,  elle  porte  évidemment 
le  poids  entier  de  ce  iilet  o  m.  Donc  la  mesure  de  la 
pression  qu'elle  souffre  dans  tous  les  sens,  est  le 
poids  absolu  de  la  même  colonne  o  m. 

2-i.  Corollaire  I.  Imaginons  une  courbe  quel- 
conque Frn  Q  (  Fig.  1 1  )  qui  louche  la  particule  m, 
du  coté  de  la  parois/  B,  et  supposons  que  la  portion 
de  liqueur  ^dFmQB  se  durcisse  sans  pouvoir 
changer  de  place  ni  de  volume;  la  particule  m  est 
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toujours  pressée  en  tou.->  sens,  de  la  métnc  manière 
que  si  la  masse  entière  étoil  demeurée  fluide.  On 
peut  aussi  concevoir,  sans  troubler  l'équilibre,  que 
la  portion  quelconque  D  HSC  de  liqueur  est  encore 
durcie.  Donc  si  i'on  a  un  vase  quelconque  FQSH 
{  Fig.  12  ),  tin  point  quelconque  m  de  ses  parois  est 
pressé  par  le  fluide  avec  une  force  égale  au  poids 
absolu  du  petit  filet  vertical  o  m  qui  se  terminerait 
à  la  surface  du  fluide,  prolongée  s'il  est  nécessaire; 
car  on  peut  regarder  la  liqueur  du  vase  FQSH 
(  Fïg.  12  )  comme  la  portion  FQSH  de  liqueur 
du  vase  représenté  (  Fig.  1 1  ) ,  les  deux  portions 
si  F  m  QB,  DHSC,  étant  supposées  durcies, 

i5.  Corollaire  II.  Soit  my  une  partie  quelconque 
infiniment  petite  des  parois  du  vase  FQSH (Fi g.  u); 
la  pression  perpendiculaire  que  cette  partie  souffre, 
est  eu  raison  composée  du  nombre  de  molécules 
qui  couvrent  la  petite  suirfâcc  myt  et  de  la  hauteur 
verticale  o  m  qu'on  peut  regarder  comme  la  même 
(jour  tous  les  points  de  l'élément  m  y.  Ainsi  en 
nommant  p  la  pesanteur  spécifique  de  la  liqueur, 
la  pression  dont  il  s'agit  sera  exprimée  par  p  X  om 
X  m  y ,  puisque  (Not.  géx.  art.  r)  le  poids  absolu 
eslle  produit  le  la  pesanteur  spécifique  parle  volume. 

26.  Théorème  IV-  Xa  liqueur  contenue  dans  le 
vase  ABCD  (  Fig.  \"5)étant  en  repos ,  et  soumise 
à  la  seule  action  de  la  pesanteur  :  la  somme  des 
pressions  perpendiculaires  que  souffrent  tous  les 
élémens  d'une  partie  quelconque  fmieïa  vàu  fond 
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eu  des  parois  du  vase,  est  égale  au  poids  absolu 
d'une  colonne  qui  au. roi}  pour  base  la  surface  f'n  r 
(  convertie  en  une  surface  plane, s' il  est  nécessaire), 
et  pour  hauteur  la  dislance  verticale  GO  du  centre 
de  gravité  G  de  la  même  surface  f  n  r,  à  la  surface 
A  D  du  fluide. 

Partagez  la  surface  f  n  r  en  une  infinité  d'élé- 
mcnsf  g,  g  x,  xy,  etcj  et  menez  les  verticales 
f  t,  g  u,x  z,  etc. ,  terminées  par  la  surface  du  fluide. 
En  nommant  p  la  pesanteur  spécifique  du  fluide , 
les  pressions  perpendiculaires  que  souffrent  les  clé— 
mens  fg>gx>xy>  etc.,  sont  représentées  respec- 
tivement par  les  produits  p  Xf g  Xft,p  X  gx  X 
gu  jp  X  xy  X  x  z ,  etc.  Or,  si  l'on  considère  ces 
produits  comme  les  momens  d'autant  de  petits  poids, 
par  rapport  au  plan  de  niveau  de  la  liqueur,  on 
aura  ,  par  la  Mécanique ,  p  Xf  g  Xf  t-t-p  X  gx 
X  gu-hp  X  xy  X  xz  +  elc.—p  x  (fg-hgx 
-Hxy-helc.)  X  GO  =  p  Xfnrx  GO;  ce  qui 
revient  à  l'énoncé  du  Théorème. 

27.  Corollaire  /.Donc  si  \c  fond  BC{Fig.  i4,'i5, 
iG)  d'un  vase  de  figure  quelconque  est  horizontal, 
la  pression  que  ce  fond  souffre  est  exprimée  par 
P  X  S  C  X  GO,  p  étant  la  pesanteur  spécifique  du 
fl  uide,  GO  la  verticale  élevée  par  le  centre  de  gravité 
G  du  fond  B  C,  et  terminée  par  la  surface  du  fluide , 
prolongés  lorsqu'il  est  nécessaire. 

On  voit  par-là  que  si  les  fonds  des  trois  vases, 
représentés  dans  les  Figures  ii,  i5,  i(3,  sont  égaux, 
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et  que  la  même  liqueur  soi!  à  même  hauteur  au- 
dessus  du  fond,  dans  les  trois  vases,  on  voit,  dis- 
je ,  que  les  fonds  souffriront  des  pressions  égales. 
11  est  en  effet  évident  qnesi  l'on  mène  {11g.  \5,  16) 
les  verticales  B  m,  C  n;  qu'ensuite  on  suppose 
(  Fig.  i5  )  que  les  deux  portions  de  liqueur  ABm, 
VCn,se  durcissent  en  conservant  toujours  la  même 
place  cl  le  même  volume,  cl  que  {Fig.  les  espaces 
B  m,  D  Cn  élan!  supposés  remplis  de  liqueur, 
les  parois  ^4  B,D  C  s'anéantissent,  tout  demeure 
le  même  qu'auparavant,  et  les  trois  fonda  doivent 
être  également  presses. 

28.  Corollaire II.  Il  peut  donc  se  faire  que  la  pres- 
sion du  fond  d'un  vase,  et  le  poids  total  de  la  liqueur 
contenue  dans  ce  vase  soient  des  choses  Irès-diffc- 
rentes.  Dans  le  vase  cylindrique  de  la  Figure  i4, 
la  pression  du  fond  est  égale  au  poids  de  toute 
la  liqueur; mais  dans  les  vases  des  Figures  i5  et  16, 
la  première  force  est  moindre  ou  plus  grande  que 
la  seconde. 

Lorsqu'on  a  un  vase  rempli  d'eau  à  soulever 
verticalement,  ou  à  soutenir  sur  un  plan  incliné, 
il  faut  avoir  égard,  dans  le  calcul  de  la  puissance, 
au  poids  absolu  de  l'eau  et  du  vase,  et  nullement 
à  la  pression  contre  les  fonds  e,l  contre  les  parois; 
car  alors  on  peut  considérer  à  chaque  instant  le 
système  ,  comme  ne  faisant  qu'une  seule  et  mémo 
masse  solide. 

^Corollaire  III.  Soit  DC{  Fig.  1 7  )  une  surface 
rectangulaire 
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rectangulaire  verticale,  comme,  par  exemple:,  une 
vanne  d'écluse,  exposée  à  la  pression  de  la  masse 
d'eaux  donnantes ZÎ-ï/SC, don Q'élendue  horizontale 
D^  ï  est  aussi  grande  ou  aussi  petite  qu'on  voudra , 
car  cela  es!  absolument  indifférent  quant  à  l'effet  de. 
la  pression.  Soit  G  le  milieu  oucenlre  de  gravité  delà 
Surface  DC;  nommons  a  son  colé  horizontal.  Cela 
posé,  1°.  la  pression  perpendiculaire  que  supporte  la 
surface  DC,  est  p  X  a  X  DC  X  GD,  ou  p  Xa 

X  P  étant  la  pesanteur  spécifique  de  l'eau. 

Ainsi  pour  faire  une  application  particulière ,  si 
l'on  suppose  a  —  3  pieds,  DC  =  12  pieds,  et 

conséquemment  a  X  - ° =^=  216  pieds  cubes; 
qu'ensuite  on  se  rappelle  que  le  pied  cube  d'eaux 
doucts  pèse  70 livres,  ce  qui  donne p  =  70 livres, 
en  prenant  le  pied  cube  pour  l'unité  de  mesure  da 
volume  :  on  trouvera  que  la  valeur  de  la  pression 
p  X  a  x  i"?  C*.esi  i5i2o  livres. 

2".  Pour  déterminer  *Ic  centre  P  de  pression  , 
c'est-à-dire  le  point  par  où  passe  la  résultante  de 
toutes  les  pressions  contre  tous  les  points  de  OC, 
je  partage  DC  en  une  infinité  d'élémens  R  r,  et 
j'observe  que  le  moment  de  la  pression  totale  p  X  a 

iX  ^D~C^ .  devant  être  égal  (  par  les  principes  de 

la  statique)  à  la  somme  dos  momehs  des  pressions 
élémentaires  contre  tous  les  Rr,  on  a  l'équation. 
Tome  J.  C 


34  Hydrostatique,. 

p  X  b  x-(-'^-  -  X  PD=  fp>UixRry.DR^DR, 

ou  b*n  '-  %PD  =  f  RrX(Xpy. 

Or  la  somme  des  quantités  Rr  X  (JÏ.ZJ)1,  prise  dans 

loulc  la  hauteur  D  C,  compose  évidemment  nue 

pyramide  donllabase:==(Z>t)3  et  la  hauteur  =*DC. 

ne  >  *  P  O  (PC,* 
Tjoixc  —  :  - — — -j  et  par  conséquent 

p  J)  —  ï  7J  C.  Le  centre  de  pression  est  donc 
placé  aux  deux  tiers  de  la  hauteur  2?  C,  à  compter 
de  la  surface1  du  fluide.  Ce  point  est  celui  du 
p:ns  grand  effort  des  eaux  ,  et  conséquemment 
l'endroit  où  il  faudrait  appliquer  perpendiculaire- 
ment la  fore;  destinée  à  soutenir  la  poussée  des  eaux, 
la  surface  2?Cétant  supposée  d'ailleurs  parfaitement 
libre  el  destituée  de  tout  antre  appui. 

On  trouverait  scmblableraent  la  pression  et  le 
centre  de  pression,  si  la  surface  ZJCétait  inclinée.  . 

(So)  Corollaire  1/^.  On  a  vu  (5)  que  les  deuxpuis* 
BancesPetÇf^-iJappli^uécsàdeux  pistons  qui 
pressent  un  Huidc  contenu  dans  nnvase  fermé  de  tous 
côtés  excepté  en  iUetiV,  doivent  êtreenlr/elles  comme 
les  ouvertures  M  etN,  pour  se  faire  mutuellement 
N 

équilibre;  ce  qui  donne  g  =P  X  Supposons 
maintenant  que  la  puissance  appliquée  enJVaitnon- 
seulement  à  contre-balancer  la  puissance  P,  mais 
encore  la  pression  qui  résulte  contre  N  en  vertu  du 
poids  du  fluide  :  alors  cette  dernière  pression  étant 
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p  X  N  X  NDy  où  p  est  la  pesanteur  spécifique  du 
fluide ,  il  est  clair  que  la  puissance  appliquée  en  iV 
devra  avoir  pour  valeur  P  X  jj-*~P  X  N  X  NZ). 

Quant  à  la  force  nécessaire  pour  soutenir  le  vase  : 
si  on  le  suppose  placé  sur  une  table  horizontale,  cette 
table  supportera  un  effort  égal  à  la  aorome  faite  thi 
poids  du  vase,  du  poids  de  l'eau,  etd'irapoids égala 
la  pxiis.sance  P,  cette  puissance  étant  supposée  agir 
verticalement  de  haut  en  lias.  Déplus,  il  faudra  que 
l'effort  de  la  puissance  Ç.soit  détruit  par  le  frolleniRnt 
An  vase  sur  la  table,  ou  par  un  effort  égal  et  contraire 


Cij 
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CHAPITRE  III. 

De  l'équilibre  et  de  la  pression  des  fluides 
mixtes  ou  des  fluides  dont  la  densité  est 
variable. 

3).Tiikoh£me  I.  Deux  fluides  de  différentes 
espèces  AFIG,  EJJMK  (  Fîg.  18  )f  dont  les  bases 
A  F,  Ei)  sont  dû  niveau ,  cl  dont  les  pressions,  en. 
s' exerçant  sur  le fluide  quelconque  interposé ABCD, 
se  balancent  mutuellement ,  ont  des  hauteurs  A II , 
EK  réciproquement  proportionnelles  à  leurs  pesan- 
teurs spécifiques. 

T.yi  effet,  les  pressions  des  Jeux  fluides  ^4  FI  G  , 
'EDMK,  sur  leurs  bases,  doivent  être  regardées 
comme  des  poids  qui,  en  pressant  la: surface  du  fluide 
'^4BCDi  se  font cquiiibrcjetpar  conséquent  (5) ces 
pressions  sont  entiJellcs  comme  les  bases  jtfF}  ED.- 
Or,  en  nommant  p  la  pesanteur  spécifique  du 
fluide  sdFIG,  Zfsa  hauteur  ^iHt  la  pesanteur 
spécifique  du  fluide  ED3IK,  h  sa  hauteur  EK: 
les  pressions  dont  il  s'agit  sont  respectivement  (27), 
p  X  HyC^fF,  •  X  A  x  ED.  Ainsi  on  a  la  pro- 
portion p  xHx^tF-.vrXhX  ED;;^F:  ED; 
d'où  l'on  tire/)X  Jf=-9  X  h,  ctH:  h::^:p. 

Par  exemple,  si  le  lîuide  ^4 FIG  est  de  l'eau, 
et  le  fluide'  E  D  M  K,  du  mercure,  on  aura  , 
p  ;  *  ::  1  :  i4,  et  par  conséqucqt  II;  h  :;  i4  :  1. 
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D'où  il  Suit  que ,  pour  conlre-balanaer  une  colonne 
d'eau  de  32  pieds  de  hauteur,  il  faut  employer  mie 
colonne  de  mercure,  qni  ait,  à  peu  de  chose  près, 
28  pouces  de  hauteur. 

3a.  Corvltaue  I.  Donc  si  un  fluide,  dont  la  pe- 
santeur .spécifique  est  prcose  sous  une  hauteur 
h,  une  surface,  où  un  autre  fluide,  on  pourra 
substituer  à  celte  pression  la  pression  d'un  fluide 
dont  la  pesanteur  spécifique  suit  p  ,  en  donnant  à 


33.  Corollaire  II.  De-Ià  suit  la  manière  de  détër- 

miner  la  pression  sur  la  base  MN (.  Fig-  îg.)  d'un 

vase  qui  contiendrait  des  couches  horizontales  do 

différens  fluides  MHTK.D,  DKGC,  Ç  G.  F.B, 

BFE^i  car  soient  ML,LPS  PQ,  QII.lcs 

hauteurs  ou  épaisseurs  verticales  de  ces  couches i 

p,  p1,  p",  p"    leurs  pesanteurs  spécifiques  :  la  près-  . 

mou  du  fond  M  N  sera  la  nfème  que  ïi^.â  la 

place  des  couches  supérieures  DKGC,  CGFBt 

BFEAy  on  substitue  d'autres  couches  pareilles 

à  la  couche  inférieure  MNKD,  et  dont  les 

,  ■  .  .  '  .  '  p'  x  L  P  1,"  x  /'  <? 
hauteurs  su. vit!  L'c-nrrlnusienL  -—  -   ,  —    —  , 

\   ....    ..-.„  .■  P..  P 

— — ;  donc  (27)  la  pression  de  M Nr=z 
/  w  *       >>'  x  T.  I*       p"  x  P  Q 
V  P  '  '  P 

C  ïi; 
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/»"  X  Q -h  p".!  X  Q  II)-  C'.YM-à-dire ,  que  pour 
avoir  la  pression  du  fond  M  N  ,  /"/  Jîi  multiplier 
ça  fondpar  la  somme  di  s  pred-  ils  des  hauteurs  et 
des pesante,-- n  sp<  cijiques  des  couches  fluides  con- 
tenues dans  le  vase. 

3*.  Théorème  H.  Le  fluide  A  B  C  (  Fig.  m  ), 
pesant  et  contenu  dans  un  vase,  étant  supposé 
composé  d'une  infinité  de  couches,  dont  la  densité 
varie,  suivant  une  loi  quelconque  ;  il  y  a::ra  équi- 
libre dans  ce  fluide,  si  toutes  les  couches  sont  de 
niveau,  ou  perpendiculaires  à  la  direction  de  la 
pesanteur.  ■, 

Imaginons  d'abord  que  la  couche  In  plus- basse 
MNB,  existe  seule ,  et  qu'elle  soit  tn  équilibre  : 
eu  surface  *M  N  actn  horizontale  (17).  D'un  aulre 
côlé ,  ît  ést  -clair  (  8  )  que  celte  Couche  conservera, 
son  étiit,  si  à  ennemi  de  ses  points  011  applique 
perpendiculairement  des  puissanccséç;ile,<i,  île  quan- 
tités quelconques  ;  car  qu'elle  soit  pesante  on  non  , 
les  cfîorfs  de  ces  puissances  agissent  de  la  même 
manière  les  uns  contre  tes  autres  et  contre  les 
parois  du  vase.  Or  ,  les  puissances  tlonl  il  s'agit 
ïic  sont  autre  chose  que  les  piuwions  résultante* 
du  poids  des  tranches  supérieures  M^/{.  Q  P  , 

PQSS  DE-Csi;  'et  on  woil  que  tous^eh 

points  de  MN  souffriront  des  pressions  égales,  si 

tous  les  plans  P  Q ,  'lt  S.  ï>  E,  *4  C,  sont 

horizontaux.  Par  conséquent;  dans  ccltn  hypo- 
thèse, la  tranche  MNB  est 'en  équilibre.  On 
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proirvera  de  même  que  la  tfancbe  MNQP  est 
'  en  équilibre ,  lorsque  les  plans  RS. , ..  D E ,  j4  C, 
sorti  boiuonlaux ;  ainsi  de  suite.  II  y  a  donc  équi- 
libre dans  toute  l'rlendiie  du  fluide,  lorsque  ses. 
couches  sont  horizontales. 

55.  Problème.  Déterminer  la  pression  que  le 
/Irride  du  Théorème  précèdent  exerce  contre  une 
partie  quelconque  des  parois  du  vase,  ? 
'  Par  le  point  Zï",  le  plus  bas  du  flunle ,  so:.i 
élevée  la  verticale  BIT;  on  voïl,  par  fxn!"|V  , 
que  le  point  B  porte  tout  le  poids  èv.  iî;el  ver- 
tical B  //,  ott  la  somme  des  poids  dos  filets  partiels 
Bè,  bc,  cd,  etc.  Or,  .si  l'on  nomme  resjtccfi- 
vement  **à'*7 ,  etcv  les  densités  on  pèsan leurs 
spécifiques  des  imnchtt  M  N  Ji ,  M  &  Q  P; 
P  Q  R  S\  jstç.  :  le  poidsidii  fflèl  B  V=±  *\C"£  b  ; 
;col(ii  de  tilct  kc  r=  X  £tf  j  celui  du  filet  crf  — 
,<p'  ']  X  c  £,'„  été.  Ainsi 'la  pression  du  peirtt  B  a  podr 
valeur'*, ïcîiB  bM-w)  y.  b  c Xetf  -+-  eic' 
El  comiutv  cette  valeur  est.  la  même  chose  que 

»  .X  /'J3  £-h~-*         H-  -t- «fe.  \  , 

ou  *|  ^  4~™-h  —  +«lç;.^, 

OU*".-*.  [Cd-i  ~y  -r-j  ^-r-y;  -J-tlC.  1» 

.ou  ,  o(çt  :  ou  voit  qu'on  peut  sub-sl'i'iner  au  fltfïdo 
proposé,  un  fluid,e  dont  la  densité,  soil  la  inétue 
sur  toute  la  hauteur  B  v 

(^u'oii  mène  par  les  deux  points  cJucksir^UfeS 
C  <v 
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F,  f,  infiniment  voisins,  les  deux  plans  horizontaux. 
G  T,  g  t ,  lesquels  déterminent  les  deux  éfémens 
G  g,  Tl,  des  parois  du  Yase.  Il  résulte  sur  chaque 
point  de  G  g  ou  de  7*/,  une  pression  perpendi- 
culaire r^ale  à  la  pression  tin  point  F  ;  ce  qui  est 
évident  (a3),  en  substituant  à  notre  fluide  un  fluide 
dont  lu  densité  soit  constante.  Or  la  pression  du 
poïut  i""est  le  poids  absolu  du  filet  vertical  H  F;  et 
comme,  en  faisant  H  F  =  x,  la  densité  ou  la  pe- 
santeur spécifique  du  fluide  enF  =  «,  lepoids  du 
filet  H  F  est  évidemment  _/'<?  d  .t,  il  s'ensuit  que  la 
pression  perpendiculaire  que  soufire  G  g,  est  G  g 
X  fçdxy  et  que  la  somme  des  pressions  contre 
M  G  est  J'G  g  X  ff>  dx.  Faisons  quelques  appli- 
cations particulières  de  celle  formule* 

36.  Exemple  I.  On  demande  la  pression  nue 
supporte  le  fond  horizontal  K  I)  du  vase  AKDC 
(Fig.  21  ),  les  densités  des  tranches  GT,  M  N', 
étant  cntr'elles  comme  les  hauteurs  H  F,  H  b?' 

Soient  II  JB  —  a  f  la  densilé  dit  fluide  en 
K.  O  —  *  j  on  aura  ,  <p  —  ~— ,  f  <p  d  x 

=7"  =  —  =  ---  --  ,  en  faisant  s  =  a. 

a  3  a  3 

Donc  la  pression  du  fond  K  D  sera  —  X  K  D. 

Ce  résultat  peut  se  trouver  par  les  simples  élémens 
de  la  Géométrie,  en  considérant  que  les  densités 
peuvent  être  censées  former  une  progression  arilh- 
metioue ,  dont  le  premier  terme ,  qui  répond  au 
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point  H",  est  zéro,  le  dernier  »,  el  le  nombre  des 
termes ,  HB. 

37.  Exemple II.  Le  vase  AK.DC  (Fig.  22),  étant 
suppose  rectangulaire,  on  demande  la  pression 
que  soitjfrc  la  partie  V  Y  de  la  paroi  verticale  A  K , 
les  densités  da  fluide  étant  proportionnelles  aux 
hauteu  rs ,  comme  dans  l'exemple  précédent  ? 

En  faisant  H B  =  a,  la  densité  du  fluide  en 

K  D  =  *b,  on  aura  ,  $  =    -.*  ,* . }  f  $  dx 

~  f  ****  ==i^"'  etJ'GS/<f  d9  => 

J  — &~a~' ~  ~  ~6~7,  constante  yî  doit 

être  telle  que  l'intégrale  ou  la  pression  s'éva- 
nouisse ,  lorsque  x  =       f;.  ce  qui  donne  ^  = 

'  •  x  l  A  F"f 
 6///j  '  Faisant  ensuite  x  =  ^4  F,  on 

aura  67/5 — —  '  p0Ur  VilIc,ir 

totale  de  la  pression  contre  f  Y. 

On  pourroit  parvenir  au  même  résultat,  sans 
îe  secours  du  Calcul  intégral,  en  considérant  que  1rs 
poids  absolus  des  lilels  H  F,  et  par  conséquent 
aussi  les  pressions  contre  les  élémens  de  V  Y, 
croissent  comme  les  carrés  des  hauteurs  H  F,  ou 
comme  les  élémens  d'un  Ironc  de  pyramide,  lequel 

apour  hauteur  VY^  pour  base  supérieure  —~^Ç~> 


5*1  lï  Y  D  R  0  S  T  A  T  T  Q  V  T.  , 

que  la  valeur  de  et:  Lronc,  ou  d 


C  H  A  PITRE   I  V. 

.Dr  l'épaisseur  une  doivent  avoir  les  tuyaux 
de  conduite,  pour  résister  à  la  pression  des 
fluides  stagnâtes. .  , 

appelle  tuyaux  de  conduite,  les  'tiiyani 
qui  ni'èiicnl  l'cali  d'un  réservoir  à  un  Cncrrôit'pTns 
bas ,  pour  y  fariner  un  je!  d'eau .  une  l'onlaînc^  de 
Leirunc.  Si  à  tous  les  angles  fi  un  polygone 
rjgulicrfîcMÙla  A  B  C  D  E  \'  (  i'ig.  ?'ô  ).  sont-  appli- 
quées des  p:dssa/iîe».V,t.QKl\,  clc  dir^g ces,  du 
centre  O  «  la  ciivoKjeivnce ,  et  en  ca.nilihre  : 
l".  tanks  ces  puissances  sont  égales;  2°.  tans  les 
côtés  du  polygone  sont  également  tendus;  3",  la 
somme' de  ton U  s  les  puissances  est  à  lei  tension  de 
l'un  quelconque  des  rîtes  du  polygone ,  Commets 
contour  dit  polygone  est  au  rayon  (tu  cercle  cir- 
conscrit'. ' 

:    l'reirçz  arbilraii'çmenl",'  sur  ta  dircblioM  de  l'une 
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.Piles  puissances,  4a  partie  ^4  y  pour  la  représenter, 
et  achevez  le  parallélogramme  ^fxyz,  dont  les  eûtes 
^4  x ,  z  tombent  sur  les  côtes  ^4  B ,  ,4  F  dti 
polygone1.  La  puissance  .P,  la  tension  du  cordon 
^4  liy  et  celle  du-  cordon  j4  F  étant  en  équilibre, 
seront  proportionnelles  aux  trois  lignes  -4 y,  j4 
xy,  ou  (  à  cause  des  doux  triangles  isoscèles 
semblable ^4  0B),  aux  trois  lignes  ^4  B, 
O  B,  0^4  ;  de  même  la  puissance  Q,  la  tension 
/lu  cordon  B  C,  et  celle  du  cordon  B  ^4 ,  sont" 
proportionnelles  aux  frois  lignes  B  C,  OC,  OB; 
ainsi  de  suite.  Or,  dans  toutes  ces  suites  de  pro- 
portionnelles, il  règne  évidemment  le  même -rap- 
port, puisqu'on  Vertu  de  l'équilibre,  chaque  côté 
du  polygone  r  it  également  fendu  en  •eus  opposé.-. 
Ainsi  en  nommant  x.  g,  //,  h,  l,  z  les  l'iioions  des 
eôles  ^4B,BC,  CD,  etc.  du  pblygonr,  oji  ."[ira 
P  :  Q:'R:S:'T;Pr:x:'g:h-/iit:z  ::'>/  3 
:  B  C:  CD  :  DE  :  E  F  :  F-4  :  O  B  :  O  C  :  OD  ' 
:  OE  :  O  F  :  O  Jf.  Donc  i".  à  caiisc  de  .4  È 
—  B  C—CSJ—  D  E=  E  F<=  F^f,  on  aura 
P=.Q  =  R  =  S  =  T=F~.  A  cause  de  0  3 
~  O  C  =  6  D  =  O  E  =  O  F^=-  O  .4 ,  o  a .  au  rh 
x=s^li  =  Â-  =  l  =  z.  3".  Ou  aura  P  -4-  <j-i-  M 
T+y-.x  W.4B-Ï-B  C-\-CD^DE 
-h  EF-h  -F-4  :  OB. 

4o.  Théorème.  SI  Von  a  (  Fi  g.  si  et  )  deux 
cylindres  flexibles  A  B  C I) ,  a  b  c  a ,  droite  au  in- 
clines   remplis  de  liqueurs  de  différentes  esjjàces; 


□igil^od  b/  Google 


44  Hydrostatique,' 
les  tcnsioJia  des  deux  circonférences  BMNC? 
l>  m  11  c  des  bases,  suivant-  les  directions  des  tan- 
gentes en  chacun  de  leurs  points ,  seront  entr'cllcs 
en  raison  composée  de  leurs  rayons  lî  1 1,  il  h ,  des 
pesanteurs  spécifiques  des  liqueurs,  etdcs  hauteur  a 
verticales  des  cj/indres.      .  < 

Je  suppose  que  les  bases SJUKC,  hrnnc, sont 
horizontales  ,  ou  que  du  moins  tous  leurs  points 
puissent,  dans  chaque  cylindre,  être  regardée  comme 
également  éloignés  des  surfaces  supérieures  des 
fluides;  ce  qui  a  lieu  dan.s  la  pratique,  puisqu'on 
ne  cherche  les  épaisseurs  des  tuyaux ,  que  pour 
des  tuyaux  dont  les  hauteurs  sont  c o ns -d érables  eu 
comparaison  de  leurs  diamètres. 

Soient  B,  a  b  les  hauteurs  verticales  de  nos 
deux  cylindres;  p  et  *  les  pesanteurs  spécifiques 
des  deux  liqueurs;  F  cl  f  les  tensions  des  deux 
circonférences  B  M N  C ,  h  m  ne.  Il  est  clair  quo 
les  sommes  des  pressions  exercées  du  dedans  au- 
dehors,  suivant  les  directions  des  ravons,  sur  tous 
les  points  des  deux  circonférences  BMNC,  bmne, 
par  les  fluides  j^BCD,  qbcd,  sont  exprimées 
par  les  produits  p  x  BMN C  X  -4  B,  et  w  X 
b  m  n  c  y.  a  b.  Or ,  par  l'article  précédent,  on  a  ies 
deux  proportions  : 

p  x  BMNC  X  ^B:F::BMNCi  B  IT, 

*  X  b  m  n  c  X  a  b  ;  f;;b  m  n  c  :  b  h. 
Mais  les  circonférences  BMNC,  b  m  n  c ,  -  sont 
entr'cllcs  comme  leurs  rayons         bHt  c'est-à-dire, 
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B  MN  C  :  B  H  ::  bmnc  ;  bh.  Donc  on  aura 
p  X  BMNCXs?  B:F;;  •  X  bmncXabif;  on 
bien  F  :f\\pxB  M  NCx^it  B  X  b  m  n  c  X  „b; 
ou  bien  encore  (en  mellantpour  la  raison  dcBJilJVC 
kbmncceHeAeBïïkb£), 

F:f::p  X  BHX  si  B  :**'X  bhxab. 
i\.  Probîème.  Déterminer  le  rapport  des  épais- 
seurs qiie  doivent  avoir  deux  cylindres  composés 
d'anneaux  flexibles  pour  résister  aux  efforts  de 
deux  fluides  qui  tendent  à-les  rompre? 

Coupons  les  Jeux  cylindres  de  l'article  précédent 
suivant  Irurs  bases  BMNC,  bmnc;  et  soient 
{F/g.  26  etïj),  les  deux  couronnes  ou  anneaux 
B  S  E  R  K  M,  bserim,  les  sections  résultantes. 
Imaginons  que  ces  anneaux  soicînt  composés  d'une 
infinité  de  filets  représentés  par  les  circonférences 
XYf^Z,  xyvz;  les  résistances  qu'ils  opposent 
àlcurrupiurc,  sont  évidemment  en  raison  composée 
des  nombres  de  iïîcls,  ou  des  épaisseurs  BS,  bs  , 
et  des  ténacités  des  matières  qui  forment  les  tuyaux. 
Donc  ,  en  nommant  R  et  r  les  deux  résistances 
dont  il  s'agit;  £  et  e  les  épaisseurs  BS  et  is; 
T  et  /  les  ténacités  des  matières  dont  les  tuyaux 
sont  faits  :  on  aura  R  :  r  ::  ET:  et.  Or,  pour 
qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  que  les  forces  R 
et  r  soient  égales  respectivement  aux  forces  F 
et  f  dont  il  a  été  parlé  dans  l'article  précédent. 
Donc  ,  en  nommant  H  et  A  les  hauteurs  des 
liqueurs  -  dans  les  deux  cylindres  ,  -O  et  tes 
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diamètres  des  ba*rt  des  mêmes  cylindres  :  on  aura 

et-..,  ,  «^.d^x:,,.. 

pxFTxD      «xAxd     ,   ,  ,  ,.  ,    ,  . 

 - — -  :  — — — ■  ,  c/est-a-ture  que  lesepaisscurs 

des  deux  anneaux  proposés,  sont  comme  les  pro- 
duits des  pesanteurs  spécifiques  des  liqueurs,  des 
hauteurs  des  liqueurs ,  des  diamètres  des  tuyaux  , 
divisés  par  les  ténaciLés  des  matières  dont  les  tuyaux 
sont  composés. 

ki.Cowîlaiix'I.  Lorsque  les  liqueurs  sont  de  même 
espèce  aussi  bien  que  les  matières  dont  les  tuyaux 
sont  faits,  on  a  p  —  *s,  T==t,  et  la  proportion, 
précédente  devient  E  :  c  M  H D  :  kd. 

43.  Corollaire  H.  Si  on  a p  —  -*,  T=t,D~  d, 
on  aura  E  :  e  \iH:k.  Par  où  l'on  voit  que  toute» 
choses  d'ailleurs  égales ,  l'épaisseur  d'un  anneau  doit 
élre  d'autant  plus  grande  que  la  hauteur  du  fluidu 
placé  au-dessus  est  plus  grande. 

Ainsi  on  se  jéle  dans  une,  dépense  superflue  et 
absolument  inutile,  en  donnant  ia  même  épaisseur 
à  tous  les  tuyaux  d'assemblage  qui  doivent  Xonner 
une  conduite  destinée;!  soutenir  l'eau  à  une  hauteur 
considérable;  car  si  les  parties  inférieures  ont  une 
épaisse*»-  suffisante,  comme  elles  dojvent  l'avoir  en 
effet,. les  parties  supérieures  ont  nécessairement 
trop  d'épaisseur.  On  fait  cette  faute  en  une  infinité 
d'occasions  :  on  l'a  faite  notamment  dans  les  anciens 
tuyaux  de  la  Machine  de  Marly.  U  seroit-pourlaut 
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bien  aisé  d'avoir  des  tuyaux  d'assemblage  de  même 
diamètre  inférieur,  ;-L  do  trois  ou  quatre  épaisseurs 
différentes;  de  placer  eu  bas  les  tuyaux  les  plus  1 
épais,  et  successivement  les  autres,  à  raison  des 
différentes  hauteurs  de  l'eau. 

M.  Scholie.  Pour  pouvoir  appliquer  la  Jlréorie 
précédente  à  la  pratique,  il  faut  connaître,  par 


une  expérience  nnmea-nie,  i  épaisseur  qn  un  cerlam 
tuyau  doit  avoir  pour  résister  à  la  pression  d'un 
fluide  donné;  il  faut  de  plus  connoitre  les  ténacités 
des  matières  dont  les  tuyaux  peuvent  être  composés. 
Les  auteurs  qui  ont  lait  tics  expériences  de  ce  genre  , 
donnent  des  résultais  quelquefois  Irès-diffërcns  les 
uns  des  antres.  Je  vais  déterminer  les  épaisseurs  des 
tuyaux  de  plomb  et  de  cuivre,  d'après  une  expé- 
rience faite  autrefois  à  Versailles,  et  une  proposition 
de  Mariotlc,  rapporté™  l'une  et  l'autre  dans  un 
recueil ,  qui  a  pour  liire  :■  Divers  ouvrages  de 
Mathématiques  et  de  Physique  ,  par  MM.  de 
l'académie  des  Sciences  j  Paris,  1693. 

L'expérience  est  qu'un  tuyau  de  plomb  de  16 
pouces  de  diamètre ,  épais  de  G  \  lignes,  a  soutenu 
5o  pieds  de  charge  d'eau  (  p.  5i6de  l'ouvrage  cité  ). 

La  proposition  de  Mariette  est  qu'un  tuyau  de 
cuivre  de  h'  poupes  de  diamètre,  soit  s  3o  pieds  de 
charge  d'eau ,  doit  avoir  i  ligne  d'L;pai^set/r[p.5iS), 

Il  peut  sa  faire  que  les  épaisseurs  dont  il  s'agit 
soient  plus  grandes  qu'il  ne  le  faudrait  pour  le  simple,. 
iUtd'cquUibre  jcariln'est  point  dit dansFexpérienca 
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cilt'tc,  qu'on  ait  diminué  l'épaisseur  du  plomb  jusqu'à 
ce  que  le  tuyau  vint  à  crêrer;  ni  dans  la  proposition 


de  porter  ainsi  les  mesures  au-delà  des  limites  do 
l'équilibre. 

En  appliquant  aux  deux  hypothèses  précé- 
dentes,   la  proportion  •  générale  de  l'article  4i  , 


E  :  e  :  :  - — - —  :  j~  ,  elle  deviendra  6  ;  :  ; 


port  de  la  ténacité  du  plomb  àcelle  du  cuivre,  est 
fort  diffèrent  de  celui  qu'on  trpuveroit  en  comparant 
ensemble  les  poids  que  deux  fils,  l'un  de  plomb  , 
l'autre  de  cuivre,  peuvent  soutenir  sans  se  rompre. 
Mais  je  crois  que  dans  les  applications  qu'on  peut 
faire  de  nos  formules  ,  il^t  à-propos  d'employer 
l'expérience,  de  Versailles,  et  la  proposilion  de 
Mariolle,  comme  étant  immédiatement  fondées  sur 
des  élémcns  semblables  à  ceux  des  formules  dont  il 
s'agit.  1  , 

D'après  ces  bases,  si  on  propose  de  déterminer 
l'épaisse}/ r  que  doit  avoir  un  tuyau  de  plomb  de  h 
pouces  de  diamètre,  et  oui  doit  soi/l'cnir  l'effort 
d'une  colonne  d'eau  de  ioo  pieds  de  hauteur: 
On  trouvera  (  en  nommante  l'épaisseur  cherchée  ) 
5o  X  16  :  îoo  X  G  ::  6  ~  lignes  :  #=4  \  lignes. 

Dcrnémc^,  si  on  demande  Fépaisseur  que  doit 
avoir  un  tuyau  de  cuivre  de  &  pouces  de  diamètre 


de  Mariotte,  qu'on 
épreuve.  Mais  on  fa 


m  ait  soumis  le  cuivre  à  la  mèmt 
fait  très-sagement  dans  la  pratique 


-™  ;  d'où  résulte  ~  =  fâ.  Ce  rap- 


pour; 
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pour  sciutcr.irV  cjfori  d' une  colonne  de  mercure  de  5o 
pieds  de  hauteur  :  on  se  rappellera  d'abord  que  la 
pesanteur  spécifique  de  l'eau  est  à  celle  du  mercure, 
comme  1  esta  ]4j  ainsi  en  employant  la  proposition 
de  Mariotle  ,et  nommant  x  l'épaisseur  cherchée,  on 
aura  3o  x  6  X  i  :  5o  X  4  X  i4  ::  '-  :x—y  \ 
lignes. 


CHAPLT  RE  V. 

De  l'Equilibre  des  Fluides  dans  des  vases 
flexibles. 

45.  Lorsqu'un  vase  est  solide,  le  fluide  qu'il 
confient  s'adaplc  à  sa  forme  intérieure,  et  la  surface 
de  ce  fluide,  supposée  libre,  est  toujours  horizontale; 
mais  quand  les  parois  du  vase  sont  flexibles ,  ce  vase 
prend  une  figure  particulière,  telle  que  la  demande 
l'équilibre  des  forces  auxquelles  le  fluide  eslsoumis; 
avec  celte  condition  généralementnécessaire,  que  si 
la  partie  supérieure  du  fluide  en  a  la  liberté,  elle  se 
met  de  niveau,  comme  si  le  vase  éloil  solide,  car 
aussitôt  que  l'équilibre  est  établi  dans  un  vase  flexible, 
rien  n'empêche  de  regarder  ce  vase  comme  solide. 
Voici  les  principes  d'après  lesquels  on  peut  déter- 
miner en  général  la  figure  d'un  vase  flexible. 

46.  Letnme.  Déterminer  les  conditions  déséqui- 
libre d'un  polygone  Jlcxible,  à  chacun  des  angles. 
Tome  I.  D 
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duquel  sont  appliquées  deux  sortes  île  forces, 
dirigées  du  dedans  au  dehors,  les  unes  qui  divisent 
les  ang'cs  du  polygone  en  deux  parties  égales,  les 
autres  qui  sont  toutes  parallèles  à  une  ligne  donnée 
de  position  ? 

Soient  (Fig.iS)  ^B,'BC,  CD,  trois  côtés 
consécutifs  du  polygone  proposé;  P  et  P'  les  puis- 
sances qui  divisent  en  deux  parties  égales  les  deux 
angles  j4BC,  BCJD  du  polygone;  p  et  p'  les 
puissances  parallèles  en tr1  elles  et  à  une  ligne  donnée 
de  position.  Ayant  pris  BM  et  BiVpour  représenter 
les  deux  forces  P  et/j,  j'achève  le  parallélogramme 
B  MON,  afin  de  réduire  ces  deux  forces  à  une  force 
unique ,  représentée  par  la  diagonale  B  O.  Je  forme 
le  second  parallélogramme  BOKIÏ,  dont  B  O  est 
un  coté,  la  diagonale  BK  tombe  sur  le  côté'CB 
prolongé,  elle  cote  B  H  tombe  sur  le  côté  B  du 
polygone.  Alors  il  est  évident  que  BK  exprime  la 
tension  du  colé  C B ,  dans  le  sens  CB.  En  faisan  t  la 
même  opération  pour  l'angle  C  que  pour  l'angle  B, 
c'est-à-dire  le  parallélogramme  Cïn o  n  analogue  au 
parallélogramme  BMON,  elle  parallélogramme 
Coth  analogue  au  parallélogramme  B  OKH;  on 
voit  que  Ck  exprime  la  tensiondu  côté  B  C,  dans  le 
Ecns  BC.  Or ,  pour  qu'il  y  ait  équilibre ,  il  faut  qu© 
le  côté  B  C  soil  également  ïendu  dans  le  sens  CB  et 
dans  le  sens  opposé  B  C.  Reste  donc  seulement  à 
trouver  les  expressions  des  lignes  B  K7  Ci,  etilca 
égaler  enlr'elles. 
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Le  triangle  B  O  K  donne  B  O  :  B  K  :  :  sin.  BK  O 

:  sin.  CGJCjel  par conséquent BK  =  "°X  ,;nj£gg 
sm.HXO  " 

Or,  ang.  BKO  =  ang.  _4BK;  cl  ang.  BOK 
■    ang.  B  OM  -+-  ang.  MO  K  =  ang.  Or3p 

-f-ang.  ^2?.Z.  Ainsi  BK=  ™x±-<OBr+jBZ) . 

•in.  ^«A-  ' 
„„  pK_X<>X(™.  JBZ.co,.  OSp+co,.  abz.;„.  onp) 
lin.  AB  K  * 
le  sinus  lotal  étant  pris  pour  l'unité.  Mais,  si  du 
point  O  on  abaisse  OR  perpendiculaire  sur Bp, 
en  aura  sin.  OBp  =  2*  -  OjVxji.^WÏX 
1  BO  BÔ 

B  O  1        BO  BO 

—  .    Donc    B  K  =  

«in.  ^flZ  (g-j-P^cw^Pgpj  +      cos.  ABZ.  sïn.  PBp  ^ 

sin.  ^î/a:  — 1 

/>.5in.^gZ4-/Jfsin .  ^flZ.  cos.  J>jfr  j- cos.  ABZ.  rin.  Pgp) 
sin.  ^  à: 

_  j>  .  sin.  ^JZ    +    P  .  ajn.  f  ABZ  +  f  af  ) 
sin. 

/>.sin.  >tfZ  -f  -P.sïn.  AB  Y  n 
=  ^rA~BK  •  On  trouvera  de 

|mèrae  Ck=  Ù^J^^ll,  Éga]ant 

cette  valeur  à  celle  de  BK,  on  aural'équalion  (sf) 
p.ùn.ABZ+P .ùn.ABY _p>.  3jn.  DCZ'+P'.  ain.  Z»Cy' 

ein.  ^tfi  —  oin.  UCÏ 

qui  exprime  les  conditions  de  l'équilibre  pour  trois 
côtés  contigus  quelconques  du  polygone. 

Bi; 
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47.  Remarque.  On  comprend  assez  que  les  rondi- 
;,ons  do  l'équilibre  sont  les  mêmes  ,  et  doivent  par 
conséquent  s'exprimer  delà  même  manière,  soit  que 
ic  polygone  forme  une  figure  continue,  soit  que,  par 
exemple,  on  suppose  que  les  côtés  AS,  DX  sont 
Attachés  i't  des  points  fixes  S,  JC,  et  que  la  partie 
SfX&a  polygone  n'existe  point;  carie  polygone 
étant  flexible,  l'équilibre  doit  avoir  lieu  séparément 
dans  toutes  ses  parties,  n'importe  comment  le» 
oiïbrls  des  points  extrêmes  d'une  partie  quelconque 
soient  contre-balancés. 

48.  Problème.  Déterminer  la  courte  que  doit 
former  Un  t'axe  flexible,  chacun  de  ses  points  étant 
suppose'  sollicité  par  deux  forces*  l'une  perpendi- 
culaire à  la  courbe,  l'autre  parallèle  à  l'axe  des 
abscisses  ou  à  celui  des  ordonnées  ? 

La  solution  de  ce  problème  se  tire  du  km  me 
précédent,  en  supposant  que  le  polygone  dont  il 
y  est  question  a  une  infinité  des  cillés,  on  forme 
une  courbe  {Fig.  29). 

Que  A  B,  B  C,  C D  soient  trois  clémens  consc  • 
cutifs  de  celte  courbe;  Oy,  ON  les  deux  axes  des 
coordonnées  perpendiculaires  ;  et  que  les  forces 
P,  P1  étant  perpendiculaires  à  la  courbe,  les  forces^ 
p ,  p'  soient  parallèles  à  l'axe  QF".  Ayant  mené  à 
l'axe  OjVlcs  ordonnées  AL,  BU,  CL",  supposons 
OL  =  Xj  OIJ  —  xi,  ODi  =  x"  ;  AL  z=  y ,  BD 
=  y!,  C&<=yl>i  un  élément  quelconque  de  la 
courbe  =^5,  différentielle  que  je  regarderai  connus 
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constante;  nommons  de  plus  R  le  rayon  de  la  déve- 
loppée qui  répond  au  pointé,  et  R'  celui  qui  répond 
au  point  C.  Il  est  clair  qu'on  aura  ici  sin.  .A  B  Z 
dx 

=  - — ,  sin.  j4BY~ sinus  total  =  r;  ->in.  ^4BK=z 
a* 

^  ;  sm.  DCZI  =-^j  si*.  DCi  ;  Pi 

=  P  -hdP ;  pi  =p  -h  dp  :  par  conséquent  l'éqna- 
■  lion  {^)  de  l'article  46  deviendra  II  (pdx-+-  Pds  ) 
~  R'  [(p+-dp}dxi'-hlP-l-dF)ds],  ou  bien- 
(  en  observant  que  dx"  ^sd  dx>)  =  d  -fc- 

^dx-\-ddx)  =  dx^-2ddx-hd5x;  RI=R-+. 
d  R;  effaçant  les  termes  qui  se  détruisent,  et  né- 
gtigeant  les  infiniment  petits  qui  passent  le  second} 
ordre  ) , 

(B)  pdx  dR-\-  Rdxdp-\-iRpddx 
-i-RdPds  +  PdRds  =  n: 
équation  que  Ton  intégrera,  s'il  est  possible,  lorsque 
l'on  connaîtra  la  loi  des  forces  P  etj»,  comme  oit 
va  le  voir  par  quelques  exemples. 

ity.Carollaire  I.  Supposons  que  la  courbe  M^-ÎNG 
soit  posée  sur  un  plan  horizontal,  que  tha  forces  p 
s'évanouissent,  et  que  les  forces  P,  perpendiculaires 
à  la  courbe,  soient  constantes.  Alors  on  aura  p=o  > 
dp—o ,  P=C,dP  ~  o;  et  l'équation  (B)  deviendra 
simplement  CdR  =  o;  ce  qui  donne  pour  R  une 
quantité  constante ,  et  fait  voir  que  dans  cette  hypo- 
thèse la  courbe  demandée  est  un  cercle. 

II  suit  de-lâ  que  si  l'on  emplit  de  liqueur  un 
vase  prismatique  vertical ,  et  dont  les  parois  .sont 

1)  Uj 


Si  Hydrostatique, 
parfaitement  flexibles,  sans  être  extensibles,  le 
vase  prendra  la  ligure  d'un  cylindre  droit;  car  si 
l'on  décompose  sa  surface  convexe  en  une  infinité 
d'anneaux  par  des  plans  horizontaux  ,  chaque 
anneau  sera  pressé  perpendiculairement  en  chacun 
de  ses  points  par  le  fluide ,  avec  une  force  cons- 
tante ,  et  prendra  par  conséquent ,  dans  l'étal  d'équi- 
libre ,  la  ligure  d'un  cercle. 

5o.  Corollaire  II.  Que  la  courbe  RLAN ,  consi- 
dérée comme  uniformément  pesante  ,  soit  située 
dans  un  plan  vertical,  et  attachée  en  M.  et  N  à 
deux  points  fixes'  de  niveau ,  la  partie  MGN  étant 
supprimée.  La  surface  MN  du  fluide  est  horizontale; 
les  forces  P,  qui  expriment  les  pressions  perpen- 
diculaires de  ce  fluide  en  chaque  point  des  parois  du 
vase,  sont  proportionnelles  aux  lignes  verticales 
BU y  et  les  forces  p  sont  les  poids  des  élémena  de 
la  courbe.  Nommons  g-  la  gravité,  b  la  largeur  de  la 
surface  sur  laquelle  s'exerce  la  pression  du  fluide; 
c1  l'aire  de  la  section  perpendiculaire  à  la  corde 
regardée  comme  cylindrique.  On  aura  P—gby'  ds 
~gb  {y+dy  )  ds,  dP=gb{dy-\-ddy)d  n,  z>= 
gc*ds,  dp~o.  Substiluantc.es  valeurs  dans  l'équa- 
tion (B),  elle  deviendra,  c*  d x  dR  -)~2  Rc*  ddx-^- 
bRdyds  -t-  bydR  d  s  =  o,  ou  bien  c5  dx  dR-i~ 
c*Rddx-hbRdyds-hbydRds~  —  c*Rddx, 

ou  (  en  mettant  pour  R  sa  valeur  —jj—  dans 

le  second  membre  ),c*dxdR~±-c*Rddx 
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-t-bRdyds-i-bydRds~  —  cydsdyt 
dont  l'intégrale  eatc'Rdx  ~i- b  y  Rds  =  si  ds 

—  y  d  s.  Eliminant  iî,  on  aura  c3  d  x  dy  d  s 
->c-v^ydsddx  =  si  d  s  d  dx  —  b  y  dy  d  s1, 
dont  Vin\i-gT3.\cKf,ic'1ydxds~Bds'l  +  ^dxds 

h  y'  d  «■  , 

—  ■ — — — ,  équation  d  ou  l'on  tire  enfin  celle-ci  : 
dx=  [*B-by)dy  

lS[(lc*y~  2^)'  —  (a  b  —  by')']  ' 
laquelle  s'intègre  en  général  par  les  quadratures 
des  courbes.  Cette  intégration  introduira  dans  le 
calcul  une  Iroisièmc  constante  C.  Pour  déterminer 
les  trois  constantes  si,  B,  C,  on  observera  i°.  que 
y  —  0,  donne  a;  =  o,  ou  x  =  une  quantité  dé- 
terminée, puisqu'un  e.st  maîlrc  de  placer  à  volonté 
l'origine  dé  la  courbe;  i°.  que  les  points  extrêmes 
jSfet  N sont  donnés  de  position  ;  3".  que  la  longueur 
de  la  corde  M  si  N  est  donnée;  ou  que  la  courbe 
fait,  par  exemple,  en  M  un  angle  donné  avec 
l'axe  M  N;  ou  qu'elle' satisfait  à  quelque  condition 
équivalente. 

5 1 .  Corollaire  III:  Si  dans  III  ypolhèsc  de  l'article 
précédent,  ona^=o,  B  =  o,  on  trouvera  x  =; 
C+  l/*(^—çt  -y*  ^  ,  équation  au  cercle. 

52.  Corollaire  If.  La  même  hypothèse  de  l'ar- 
ticle 5o  étant  d'abord  reprise  en  général  ; 

1°.  Si  l'on  fait  C1  =.  q,  ou  si  la  conrbe.lf  si  iï 
1)  iv 
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peut  être  regardée  comme  non  pesante,  on  aura 

d  *  =  yxl'Jl^B^YT'  6qu,"ion  dr  la 

lintéaire  commune. 

■2°.  Si  l'on  l'ait  b  =  a  ,  ou  qne  la  liqueur  puisse 
tire  regardée  comme  non  pesante,  on  aura  d  x 

Bdy  , 
=  —z — — — —  —  , équation  de  iac/iam-ctle. 

53.  Scholie.  11  scroit  facile  d'appliquer  cette 
théorie  à- la  recherche  de  la  figure  d'une  vessie 
gonflée  par  l'air,  d'un  autre  rempli  de  vin,  etc.  , 
si  l'on  coijnoissoif  la  loi  .suivant  laquelle  s'étendent  . 
les  fibres  dont  ces  sortes  de  vases  sont  composés. 
Les  conditions  de  l'équilibre  s'établissent  toujours 
de  laméme  manière,  quelle  que.  puisse  élre  la  nature 
de  la  surface  du  vase  llexible.  La  seule  difficulté  est 
d'intégrer  les  équations  auxquelles  on  est  conduit. 
Comme  tous  les  calculs  de  celle  espèce  portent  sur 
des  principes  un  peu  hypothétique»,  et  qu'ils  n'ap1 
par  tiennent  pas  proprement  à  l'Hydrostatique,  je 
ne  m'y  arrêterai  pas  davantage. 

Le  premier  problème  qu'on  ait  résolu  sur  cette 
matière,  est  celui  d'un  vase  flexible  soumis  a  la 
pression  d'un  fluide  pesant  :  il  le  fut ,  en  i(5(]3  ,  par 
les  deux  illustres  frères  Jacques  et  Jean  Bernoulli. 
Depuis  ce  temps-là,  Dan.  Eerno.ulli,  Lulcr  et  d'au- 
tres Géomètres,  ont  étendu  et  généralisé  les  mêmes 
questions,  dans  les  Mémoires  des  Académies  de 
ïélersbourg,  de  Berlin,  etc. 
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CHAPITRE  VI. 

Des  Fluides  élastiques  ,  et  en  particulier  de 
l'équilibre  de  l'air;  principes  d: 'expérience > 
sur  lesquels  cet  équilibre  est  fondé. 

5!'i.  Les  fluides  élastiques  onl ,  comme  fluides, 
toutes  les  propriétés  de  ces  sortes  de  corps;  et  on 
peut,  à  cet  égard,  leur  appliquer  les  propositions 
générales  que  nous  avons  'établies  sur'  l'équilibre  des 
fluides.  Mais  ils  ont  de'plus  d'antres  propriétés 
particulières,  dépendantes  de  la  vérin  élastique, 
ou  de  celle  faculté  pltr  laquelle  ils  diminuent  ou 
augmentent  de  vo!ui#,  scion  qu'ils  sont  plus  ou 
moins  comprimés. 

De  tous  les  fluides  élastiques,  l'air  est  le  plus 
connu,  le  plus  répandu,  l'agent  le  plus  universel 
dans  la  Physique  et  la  Mécanique.  Nous  allons 
donc  examiner  ici  les  propriétés  dont  il  est  doué, 
tant  parce  qu'il  mérite  par  lui-même  celte  distinc- 
tion ,  que  pour  fixer  les  idées  j  et  que  d'ailleurs  on 
appliquera  facilement  la  même  théorie  aux  autres 
espèces  de  fluides  élastiques. 

55.  Théorème  J.  L'air. est  un Jlu'tdc pesant. 

En  effet,  la  pesanteur  est  une  force  universelle 
répandue  dans  la  Nature,  et  il  n'y  a  point  de  corps 
qui  né  lui  soit  soumis.  Tous  les  phénomènes  1er- 
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rostres  el  célestes  prouvent  cette  vérité.  La  pc^nrH 
leur  tic  l'air,  dont  il  s'agit  ici,  est  démontrée  à  tous 
lesycnx,  par  la  suspension  de  la  colonne  de  mercure 
dans  le  IuLe  d'un  Baromètre. 

Les  anciens  Philosophes  ne  connoissoient  point 
la  pesanteur  de  l'air.  Us  admettaient  dans  la  Nature 
deux  sortes  de  corps,  les  corps  pesons,  tels  qu'une 
pierre,  un  morceau  de  plomb,  et  en  général  tous 
les  corps  qui  étant  abandonnés  à  eux-mêmes,  des- 
cendent vers  la  terre;  elles  corps  Irgcrs ,  comme 
l'air  ,  la  flamme ,  etc.,  parce  que  ces  corps  semblent 
s'éloigner  de  la  terre  et  s'clcvor  dans  les  parties 
supérieures  :  on  ignoroil  alors  que  celte  ascension 
est  produite,  ou  par  leur  élasticité,  ou  par  l'action 
d'autres  corps  plusmnssifs  etpluspesans,qui  tendent 
à  gagner  le  bas  et  à  repousser  en  haulles  fluides  dont 
ils  viennent  occuper  la  place* 

On  doit  à  Galilée  l'opinion  ou  la  pensée  ,  que  l'air 
est  un  fluide  pesant  ;  mais  son  disciple  Toricclli  est 
le  premier  qui  ail  démontré  relie  proposition  parla 
voie  de  l'expérience.  Déjà  porte  à  croire ,  d'après  les 
principes  de  Galilée,  que  l'eau  s'élevoit  dans  les 
pompes  en  vertu  de  la  pression  de  l'alhmosphére ,  et 
jugeant  en  conséquence  qu'un  fluide  plus  dense  on 
plus  pesant  que  l'eau  s'éleveroit  moins  liant  à  pro- 
portion, dans  un  tube  vide  d'air,  il  prit  un  tuyau 
de  verre  B  (  Fig.  3o  ) ,  d'environ  trois  pieds  de 
longueur,  ouvert  par  le  bout  et  fermé  parle 
tout  B  ;  il  le  remplit  de  mercure  :  ensuite  ayant 
bouché  le  baul-^  avec  le  doigt,  il  renversa  le  tube. 


Di-gitizod  b/ Google 


Chapitre   VI.  5g 

de  manière  que  le  bout  B  éloit  en  haut,  le  bout^ 
en  bas,  et  plongé  dans  une  cuvette  MCN  qui 
conlenoit  déjà  du  mercure;  enfin  il  relira  son  doigt, 
pour  abandonner  la  colonne  de  mercure  à  l'action 
de  la  pesanteur.  Alors,  après  quelques  mon ,  t. mens 
d'oscillation,  la  colonne  de  mercure  ^4E,  se  tint 
immobile ,  à  la  hauteur  d'environ  28  pouces  au- 
dessus  de  la  surface  du  mercure  de  la  cuvette  MCN. 
Dc-là  Toricelli  conclut  avec  raison  que  la  colonne 
de  mercure  demeure  ainsi  suspendue  dans  le  tube, 
en  vertu  de  la  pression  de  l'air  extérieur  sur  la 
surface  du  mercure  conlenu  dans  la  cuvelle  MCNy 
pression  qui  n'a  pas  lieu  sur  la  colonne  contenue 
dans  le  tube  dont  le  bout  supérieur  B  est  fermé 
hermétiquement.  En  effet,  si  l'on  ouvre  ce  bout, 
pour  permettre  à  l'air  d'entrer  dans  le  tube  ,  'la 
colonne  tombe  aussi-tôt  et  se  répand  dans  la  cuvette. 
Nos  Baromètres  ordinaires  ne  sont  autre  chose  que 
li'  lube  de  Toricelli  en  expérience  continuelle.  Je 
n'ai  pas  besoin  de  faire  observer  que  la  conclusion 
est  la  meinc  ,  soit  qu'on  suppose  que  l'air  agisse 
immédiatement  par  son  poids  sur  la  surface  du 
mercure  de  la  cuvette ,  ou  qu'il  agisse  par  son  res- 
sort, puisque  dans  ce  dernier  cas  l'élasticité  est 
produite  par  la  compression  ou  le  poids  de  l'air 
supérieur. 


56.  Remarque  I.  La  hauteur  du  mercure  dans  le 
iube  du  Baromètre  est  différente  et  plus  ou  moins 
grande,  seluu  que  les  lieux  sontmoins  ou  plus  élevés 
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par  rapport  à  un  même  niveau,  tel,  par exempïe 
que  celui  de  la  mer.  La  première  expérience  de  ce 
genre  est  cellcquc  IVscalfitexécuIer.siirlamonlagne 
du  Puy-de-Dôme,  voisine  de  Gcrmonlon  Auvergne. 
Du  pied  au  sommet  de  celte  montagne, qui  eslélevée 
d'environ  5oo  toises  au-dessus  de  Germon l,  le  mer- 
cure baissa  dans  le  cube  de  trois  pouces  une  ligue  et 
demie.  Nous  indiquerons  ci-dessous  la  cause  de  cette 
variation. 

5y.  Remarque  II.  Dans  un  même  lien,  la  hauteur 
dit  mercure  dans  le  Baromètre  n'est  pas  constante  : 
elle  change  à  raison  des  eliangcmcns  qui  arrivent 
dans  le  poids  ou  le  ressort  de  l'atmosphère,  par  la 
pluie,  parlcsvcnLs,  etc. Nous reviendrons sur  cet 
objet.' 

58.  Corollaire  I.  L'air  étant  ainsi  pesant,  et  sa 
pression  stir  chaque  point  delà  surface  de  la  Terre 
étant  équivalente  au  poids  d'un  filet  de  mercure, 
dont  je  suppose  qu'on  connaisse  la  hauteur  moyenne, 
il  est  facile  de  trouver  ïe  poids  de  ton  (clamasse  d'air 
qui  environne  le  globe  terrestre.  Car  soient  Blé  rayon 
du  globe  terrestre;  r  la  hauteur  donnée  du  filet  de 
.mercure  dont  on  vient  de  parler  ;  n  le  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre  ;  wla  pesanteur  spécifique 
du  mereure,  c'est-à-dire,  par  exemple,  le  poids  d'un 
pied  cube  de  mercure ,  en  prenant  le  pied  cube  pour 
l'unité  de  volume.  On  cherchera  les  solides  de  deux 
sphères,  dont  l'une  a  pour  rayon  /ï  -i-  r}  l'autre  iij 
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et  on  retranchera  le  second  solide  du  premier ,  ce  qui 

donnera  —  —  ou  4  n  (fr  r-h^Jl 

-+-  y  )  pour  reste ,  qui  étant  réduit  en  pieds  cubes  , 
et  puis  multiplié  par  «  ,  ou  par  le  poids  d'un  pied 
cube  de  mercure,  donnerait  poids  do  l'atmosphère. 

Dans  ce  calcul ,  on  peut  négliger  ,  pour  abréger , 
les  termes  qui  contiennent  f1  et  r5 ,  comme  très-petits 
par  rapport  au  premier. 

Par  exemple,  soient  r  =  78  ponces;  le  poids  d'un 
pied  cube  de  mercure  =  980  livres.  Supposons  de 
plus,  suivant  les  observations,  que  chaque  degré 
d'un  grand  cercle  de  la  Terre  est  de  57000  toises.  On 
trouvera,  en  effectuant  les  calculs  indiqués  par  la 
formule  4  nR*r,  que  le  poids  tolal  de  l'atmosphère 
est  denviron  1 1028982 1 40,8181818] 8  livres. 

5g.  Corollaire II.  Deux  colonnes ,  l'une  de  mer- 
cure, l'autre  d'eau,  qui^e  font  mutuellement  équi- 
libre ,  ont  des  hauteurs  réciproquement  proportion- 
nelles à  leurs  pesanteurs  spécifiques  (3i),  en  sorte 
que  si  Ja  colonne  de  mercure-&28  pouces  de  hauteur, 
celle  d'eau  doit  avoir  environ  3s  pieds  de  hauteur. 
Or,  la  pression  de  l'atmosphère  contre-balance  la 
première  de  ces  deux  colonnes,  comme  nous  venons 
de  le  voir;  donc  elle  contre  -  balancera  aussi  la 
seconde.  Ainsi,  dans  le  vide,  la  pression  de  l'atmos- 
phère doit  soutenir  une  colonne  d'eau  d'environ  3a 
pieds  de  hauteur. 

Si  vous  en  voulez  directement  la  preuve  par 
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l'expérience,  ayez  un  tuyau  ou  corps  de  pompe 
vertical  QH  {Fig.  3i  ), plongé  dans  l'eau  M  CD  If 
par  le  bout  Q  qui  est  ouvert;  faites  glisser  de  bas  en 
haut,  le  long  de  ce  luyau,  un  piston  massif  K  O  , 
qui  en  remplisse  exactement  la  capacité  :  l'eau  mon- 
tera dans  le  tuyau,  jusqu'à  ce  qu'elle  soït  élevée  au- 
dessus  du  niveau  MNy  d'environ  3-2  pieds;  après  quoi, 
elle  s'arrêtera,  quoique  le  piston  continue  de  monter. 
On  en  voit  la  raison.  Le  pislon  en  montant  laisse' 
après  lui  un  vide  dans  lequel  l'air  extérieur  ne  peut 
pas  entrer;  et  la  pression  libredeeelair,  sur  la  surface 
jï/JVdu  réservoir,  force  l'eau  à  passer  par  l'ouver  ■ 
tare  Q,  et  à  s'élever  dans  Je  tuyau.  L'eau  .s'arrête  à 
la  hauteur  de  37  pieds,  parce  qu'alors  son  poids  est 
en  équilibre  avec  la  pression  de  l'atmosphère. 

60.  Corollaire  III.  Supposons  que  dans  l'expé- 
rienceprécédenle,reau  soit  parvenue  à  sa  plus  grande 
hauteur  j4  B;  qu'ensuite  on  élève  encore  le  piston  , 
et  qu'il  se  fasse  entre  la  surface  B  T  de  l'eau  et  la. 
base  du  piston,  un  vide  tel  que  BP.  Alors,  si  l'on 
fait  entre  les  points  ^4 et  B  une  ouverture  latérale  E 
au  tuyau,  l'air  extérieur  entrera  avec  force  parcelle 
ouverture  ,  et  divisera  en  deux  parties  ^tF,  E  !T,  la 
colonne  T  qui  est  composée  de  molécules  très- 
mobiles.  La  première  ^4  F  retombera ,  par  sa  pesan- 
teur, clans  le  réservoir  MCDN,  parce  que  la  pression 
de  l'air  qui  entre  par  E  est  en  équilibre  avec  la 
pression  de  l'air  qui  tend  à  faire  monter  l'eau  par  le 
bout  Q  du  tuyau.  Mais  la  seconde  partie  E  T  étant 
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poussée  par  l'air  qui  entre  par  E  et  qui  agit  en  (ouïes 
sortes  de  sens,  de  bas  en  haut  comme  de  haut  en 
l>as  ,  montera  nécessairement  dans  l'espace  vide  BP 
qui  est  au-dessus.  Il  en  est  de  cette  élévation  de  la 
colonne  E  T,  comme  de  la  suspension  de  l'eau  con- 
tenue dans  une  bouteille  renversée donllcgoulolo.st 
ouvert.  L'eau  est  soutenue  dans  la  bouteille  par  la 
pression  de  l'air  extérieur  contre  le  goulot. 

Par-là  on  explique  l'expérience  de  la  pompe  de 
Séville,  faite  eu  1766.  Un  Ferblantier  de  celte  ville, 
ayant  entrepris  défaire  monter  l'eau  à  la  hauteur  de 
Go  pieds,  par  le  moyen  d'une  pompe  aspirante  ordi- 
naire, et  ne  pouvant  réussir  à  obtenir  cet  effet, 
donna  de  dépit  un  coup  de  marteau  au  tuyau  d'aspi- 
ration, et  y  lit  un  trou  d'environ  une  ligne  de  dia- 
mèfrCjà  10  pieds  au-dessus  du  réservoir.  Alors  l'eau 
monta  rapidement  à  la  hauteur  de  60  pieds.  En  con- 
tinuant de  pomper  ,1e  trou  latéral  étant  fermé,  puis 
d'ouvrir  ce  trou,  ainsi  de  suite  alternativement,  on 
formera  un  jet  d'eau  intermittent,  à  une  hauteur  qui 
pourroit  excéder  considérablement  60  pieds,  comme 
on  le  verra  ci-dessous.  Celle  expérience  a  été  répétée 
et  variée  de  plusieurs  manières  en  France;  on  y 
a  subsitué  du  mercure  à  l'eau,  afin  de  pouvoir 
employer  des  tuyaux  plus  courts  et  faciliter  ]pi 
manœuvres.  (Mdm.  de  l'^cad.  des  ùc.  de  Paris, 
an  1766,  page  43t  ). 

Les  pompes  de  cette  espèce,  et  toutes  celles  qui 
tiennent  au  même  principe,  ont  l'inconvénient  de 
demander  une  mécanique  particulière  pour  la  ma- 
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ïiœuvrc  du  robinet  destiné  à  fermer  cl  à  ouvrir  le 
trou  E,  et  de  donner  (  à  force  motrice  égale)  moins 
d'eau  que  les  pompes  ordinaires.  On  conçoit  en  effet 
qu'à  l'air  déjà  contenu  dans  la  colonne  d'eau  E  T,  il 
se  mêle  encore  des  globules  provenans  de  celui  qui 
entre  par  l'ouverture  E-7  que  tout  e.3i  air,  parsa  force 
expansire  qui  agit  en  tous  sens,  détache  une  partie 
«le  la  colonne  d'eau  ET,  et  la  livre  à  l'action  de 
la  pesanteur  dirigée  de  haut  eu  bas;  cl  que  cet 
effet,  nuisible  au  produit  de  la  pompe,  sera  d'autant 
plus  sensible,  que  la  pompe  aura  un  plus  grand 
diamètre. 

fii.  Corollaire  ir.  Soit  ABHO  {  Fi  g.  7>i  ) ,  un 
siphon  recourbé  et  composé  de  deux  branches 
d'inégale  longueur;  qu'on  plonge  la  plus  courte  B^ï 
dans  la  liqueur  CJVd'un  tonneau  CD,  et  qu'on  oie 
l'air  contenu  dans  l'intérieur  du  siphon,  en  le  suçant 
par  le  bout  O  :  alors  la  liqueur  du  tonneau  montera 
dans  le  .siphon  et  sortira  par  le  bout  O,  pourvu  que 
ce  bout  soit  au-dessous  de  la  surface  M  N  de  la 
liqueur  du  tonneau. 

Ce  phénomène  est  le  même  que  celui  du  Baro- 
mètre. En  effet,  imaginons  que  le  bout  O  du  siphon 
est  plongé  dans  un  vase  E  F  qui  contient  de  la 
liqueur.  On  voit  que  chacune  des  parties  ^/B,  OH 
du  siphon  peut  élrc  regardée  comme  un  tube  parti- 
culier, pareil  à  celui  de  Torîcelli.  Ainsi  en  repré- 
sentant la  pression  de  l'a  th  ni  o  sphère  par  K  X,  le 
poids  de  la  colonne  fluide  siB  par  KJ^,  celui  de  la 
colon 
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colonne  HO  parKZ;  il  est  clair  que#"Xexprimo 
la  force  qui  soulève  le  fluide  dans  le  tuyau  ^4  B, 
et  que  Z  X  exprime  la  force  qui  tend  à  soulever  le 
fluide  dans  le  tuyau  OH.  Or,  comme  ces  deux 
dernières  forces  sont  contraires,  la  plus  foiblc  est 
détruite}  et 'ZV  est  la  force  restante  qui  produit 
l'écoulement  dans  le  sens  si BHO. 

On  voit  par-là,  1°.  que  si  KPr= KZ ,  il  ne  peut 
pas  y  avoir  d'écoulement.  7".  Que  si  le  poids  delà 
plus  courte  branche  est  plus  grand  que  celui  de 
l'atmosphère,  il  n'y  aura  pas  d'écoulement,  parce 
qu'alors  la  pression  de  l'atmosphère  n'a  pas  la 
force  suffisante  pour  soulever  la  liqueur  jusqu'en  B. 
Ainsi,  par  exemple,  si  la  liqueur  est  de  l'eau,  il 
faut  que  la  hauteur  de  la  plus  courte  branche  ^4B 
soi!  de  moins  de  32  pieds;  pour  le  mercure,  _^  B 
doit  être  moins  de  28  pouces ,  etc. 

62.  Remarque.  Ce  mécanisme  dusiphon  recourbé, 
à  branches  inégales ,  sert  à  expliquer  le  jeu  de'  cer- 
iaines  fontaines  intermittentes  ou  réciproques. 

On  sait,  en  général',  que  les  fontaines  et  les 
rivières  ont  leurs  sources  dans-  de  vastes  réservoir* 
d'eaux ,  creusés  par  la  Nature  dans  l'intérieur  et 
au  pied  des  montagnes ,  lesquels  sont  alimentés  par 
les  eaux  pluviales  qui  tombent  sur  la  croupe  de 
la  montagne  et  dans  les  environs ,  et  qui  pénètrent 
par  les  crevasses  du  (evrein  jusqu'au  réservoir,  d'oà 
elles  s'écouIenlpourformerlafonlaine,1arivièrc,elc. 
Si  les  eaux  pluviales  recueillies  dans  le  réservoiff 
Tome  J.  E 
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so»l  en  quantité  suffisante  pour  fournir  toujours  à 
cette  dépense,  le  cours  delà  fontaine  ou  de  la  rivière 
sera  continuel;  sinon  il^era  in  terminent  et  subor- 
donné aux  temps  de  pluie  et  de  sécheresse.  Mais  les 
fontaines  réciproques  dont  il  est  ici  question,  ont 
une  autre  cause. 

Soit  Msi  NE  (  Fig.  33  J,  un  réservoir  placé 
au  pied  d'une  montagne,  c!  nourri  par  les  eaux 
pluviales;  à  la  place  du  produit  de  ces  eaux,  je 
substitue,  par  la  pensée,  celui  d'un  tuyau  KS,  qui 
en, verserait  fa  même  quantité  par  l'ouverture  c?  dans 
le  réservrir  11  si  NE.  Supposons  que  les  eaux  de 
ce  réservoir  s'échappent  par  l'endroit  si ,  d'où  part 
une  décharge  si  B  H  O ,  semblable  à  un  siphon 
recourbé,  dont  la  plus  petite  branche  est  siB-, 
comme  dans  la  Figure  32.  L'eau  versée  par  le 
tuyau  K  lîdans  le  réservoir  M  si  NE,  s'y  élèvera 
successivement  ;  elle  montera  aussi  dans  le  tuyau 
jiB,  d'où  elle  chassera  l'air:  quand  son  niveau  JMN 
sera  -arrive  à  la  hauteur  du  point  B ,  elle  s'écoulera 
par  la  branche  BHO;  et  on  voit  que  cet  écoulement 
serait  continuel,  si  la  quantité  d'eau  fournie  par  KS 
.était  supérieure  ou.  au  moins  égale  à  la  quantité 
débitée  par  HO.  Mais  supposons  que  la  première 
quantité  soit  inférieure  à  la  seconde;  alors  le  niveau 
MN s'abaisse  progressivement,  et  néanmoins  l'écou- 
lement par  HO  continue  d'avoir  lieu ,  comme  celui 
du  siphon  de  la  Figure  3s,  tant  que  l'eau  couvre 
le  trou  si  ;  mais  quand  le  trou  si  est  enfin  décou- 
vert, et  quand  l'air  s'est  introduit  par  ce  trou  daiuj 
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Je  siphon  j4 SHOy  "écoulement  en  O  cesse.  Mais 
le  tuyau  KS  continuant  à  verser  de  l'eau  dans  le 
réservoir,  elle  s'y  élève  de  nouveau  à  la  hauteur 
du  point  B;  d'où  résulte  un  nouvel  écoulement 
semblable  au  premier,  et  qui  finit  de  même;  ainsi 
de  suite.  Le  cours  de  la  fontaine  est  donc  inter- 
mittent ou  réciproque. 

On  voit  que  ces  sortes  de  fontaines  peuvent  être 
susceptibles  de  plusieurs  variétés ,  par  la  combi- 
naison de  plusieurs  réservoirs  et  de  plusieurs  siphons 
recourbés.  •         .  J 

63.  Théorème  II.  L'air  est  un  fluide  élastique. 
Qu'on  prenne  une  vessie  et  qu'on  la  gonfle  en 

y  introduisant  de  l'air ,  on  aura  un  ballon  qui  se 
comprime  lorsqu'on  le  presse,  et  qui  se  dilate  lors- 
qu'on cesse  de  le  presser.  Donc,  etc. 

64.  Théorème  III.  La  force  élastique  de  l'air  com- 
primé est  égale  à  celle  qui  produit  la  compression. 

La  fontaine  de  Héron  en  fournit  la  preuve.  Cette 
machine  (  Fig.  34  ),  qu'on  fait  ordinairement  avec 
du  fer-blanc,  est  composée  d'une  caisse  j4 B  CD, 
fermée  de  tous  côtés,  pleine  d'eau  jusqu'en  EFy  un. 
peu  au-dessous  de  j4B;  d'une  antre  caisse  G  H  Kl, 
aussi  fermée  de  tous  côtes,  égale  à  la  première,  et 
pleine  d'air  ;*d'un  tuyau  O  T  soudé  exactement 
avec  les  platines  ^4  B,  DC,  G  H,  lequel  commu- 
nique au-dehors  par  le  bout  O,  et  avec  la  caisse 
inférieure  par  le  bout  T  qui  est  très-près  du  fond 
JKj  d'un  tuyau  XX  soudé  aux  deux,  caisses,  et 
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dont  le  bout  supérieur  X  est  près  du  fond  j4  B  f 
■d'un  tuyau  Q  J3  dont  'e  D(*ut  inférieur  P  est  proche 
le  fond  D  C,  et  le  bout  supérieur  soudé  avec 
le  fond  si  B,  est  garni  d'un  ajutage.  Cela  posé, 
Jerln.cz l'ajutage  Q  avec  le  doigt,  ou  avec  un  robinet; 
versez  un  peu  d'eau  par  le  bout  O  du  tuyau  OT; 
elle  descendra  jusqu'en  IK,  et  montera ,  par  exem- 
ple, en  y  S.  Alors  il  n'y  aura  plus  aucune  com- 
munication de  l'air  extérieur  avec  celui  qui  reste 
dans  les  deux  caisses  Continuez  à  verser  de  l'eau  j 
l'air  contenu  dans  les  espaces  GHSK,  J7, 
BFE,  se  condensera  pou-à-peu  jusqu'à  ce  que 
sa  force  élastique  soit  en  équilibre  avec  la  pression 
tle  l'eau  versée  par  OT.  Si  la  surface  de  l'eau  dans 
la  caisse  GHKI  est  MN,  l'air  dont  on  vient  de. 
parler  pressera  perpendiculairement  chaque  partie 
de  la  surface  qui  l'environne  avec  une  force  égale 
au  poids  d'une  colonne  d'eau  qui  auroit  pour  base 
la  partie. pressée,  et  OI  pour  hauteur.  Ainsi  la 
surface  £/*de  l'eau  contenue  dans  la  caisse  supe-  - 
rieurs,  est  poussée  de  haut  en  bas  par  ce  même  air, 
et  l'eau  tend  à  s'élever  par  le  tuyau  PQ;  de  sorte 
que  si  on  vient  à  ouvrir  l'ajutage,  ii  sortira  un  jet 
d'eau  qui  s'élèvera  à  la  hauteur  HZ  égale  à  Ol, 
Celle  hauteur  produite  par  le  ressorl  de  l'air,  est 
celle  que  produirait  le  poids  de  la  colonne  OLy 
comme  on  4e  verra  dans  l'Hydraulique. 

On  peut  remarquer  qu'en  faisant  rentrer  par  O 
l'eau  qui  tombe  du  jet,  cette  eau  passe  dans  la  caisse 
inférieure,  et  que  par  conséquent  le  jet  durera 
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jusqu'à  ce  que  toute  l'eau  comprise  depuis  le  point/* 
jusqu'en  E  /'soilsorlie  en  jaillissant. 

65.  Théorème  IV.  L'air  se  comprime  lui-même 
par  son  propre  poids. 

Car  l'air  étant  un  fluide  pesant,  si  l'on  conçoit 
l'atmosphère  partagée  en  une  infinité  de  tranches, 
ou  plutôt  de  couches  perpendiculaires  à  la  direction 
de  la  pesanteur,  il  est  évident  que  les  couches  infé- 
Heures  seront  chargées  du  poids  des  supérieures? 
â'où.  résultera  nécessairement  une  compression  qui 
sera  plus  grande ,  toutes  choses  d'ailleurs  égales  > 
A  mesure  que  la  couche  comprimée  sera  placée  plus 
has  dans  l'atmosphère. 

Je  dis  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  car  il  y  a 
d'autres  causes,  comme  le  froid  et  le  chaud,  qui 
concourent  à  comprimer  et  à  dilater  l'air.  La  densité 
de  ce  {laide  est  extrêmement  variable;  elle  est  eu- 
virou  huit  ou  neuf  cents  fois  moindre  que  celle  de 
l'eau  ordinaire.  Le  rapport  moyen  de  ces  densités, 
dans  nos  climats ,  peut  s'exprimer  sensiblement  par 
Ja  fraction  j^. 

66.  Corollaire.  Dc-là  et  de  l'article  64 ,  n  suit  qu© 
si  l'air,  après  s'élre  comprimé  lui-même  par  son 
propre  poids,  vient  à  agir  par  son  seul  ressort, il 
produira  le  même  effet  qu'il  produisoit  par  son 
poids.  Cela  est  confirmé  par  l'expérience  que  voici. 

Prenez  une  bouteille  de  verre  ^tBCD  (  Fig.  35  >, 
de  figure  cylindrique;  versez-}'  du  mcxcnrc^EFT) ; 
JaiLcA-y  entter  un  petit  tuyau  de  verre  K ,  de  29  qui 
E  iij 
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3opouces  de  hauteur,  ouvert  par  les  deux  boots , 
et  dont  celui  d'en  bas  Irempe  de  quelques  lignes 
dans  Je  mercure;  scellez  ce  tuyau  exactement  au 
col  de  la  bouteille,  de  manière  que  l'air  contenu 
dans  l'espace  JLBCF  n'ait  aucune  communication 
avec  l'air  extérieur;  mettez  ensuite  cetle  bouteille 
Cl  son  tuyau  sous  le  récipient  LIHJSl  de  la 
machine  pneumatique;  pompez,  autant  qu'il  sera 
possible ,  i'air  contenu  dans  ce  récipient  :  alors  le 
mercure  s'abaissera  en  NO,  et  il  s'élèvera  dans  le 
tuyau  au-dessus  de  JVO ,  a  peu-près  à  la  même 
hauteur  qu'il  se  soutient  dans  le  lîaromélrc ,  dans 
l'endroit  où  l'on  fait  l'expérience.  La  raison  en  est 
évidente;  car  avant  que  de  commencer  à  faire  le 
vide  dans  la  machine  pneumatique  ,  l'air  contenu 
dans  l'espace  EU  CF  est  dans  le  même  état  que 
l'air  extérieur;  lorsqu'ensuite  on  vient  à  faire  le 
vide  sous  le  récipient,  le  même  air  EBÇF  déploie 
eon  ressort ,  force  en  conséquence  le  mercure  à 
s'abaisser  en  NO  et  à  monter  dans  le  tuyau  videj 
et  cetle  ascension  est  à  peu-près  égale  à  celle  qui 
est  produite  dans  le  Baromètre  par  le  poids  de  l'air. 
Je  dis  à  peu-près,  parce  qu'il  n'est  jamais  possible 
de  vider  parfaitement  d'air  le  récipient  delà  machine 
pneumatique. 

67.  Théorème  V.  Sironccmprimeunemémem,assf 
au  quantité  d'air,  et  qu'on  la  réduise  à  occuper 
différons  espaces  ou  volumes,  ces  volumes  seront 
gntr'eux  en  raison  inversa  des  forces  comprimantes* 
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Celte  proposition  se  prouve  par  l'expérience  sui- 
vante, qui  est  très-connue  des  Physiciens,  et  que 
Mariolte  a  faite  le  premier. 

Soit  ^4BC (Fi g.  56) ,  un  tuyau  de  verre  recourbé, 
fermé  hermétiquement  par  le  bout  C,  et  ouvert  par 
le  bout  Les  deux  branches  D j4 ,  .EC'sont  ver- 
ticales; mais  la  branche  DE  de  jonction  est  "hori- 
zontale. On  donne  ordinairement  trois  ou  quatre 
lignes  de  diamètre  intérieur  à  ce  tuyau.  La  petits 
branche  iÊCdoit  être  parfaitement  cylindrique  pour 
pouvoir  comparer  exactement  entr^eux  les  différens 
volujnes  de  la  masse  d'air  qu'on  y  condense.  Nous 
supposons  qu'elle  ait  11  pouces  de  hauteur;  l'autre 
D^4  est  beaucoup  plus  haute.  Versez  légèrement 
dans  le  tube  un  peu  de  mercure  pour  remplir  la 
branche  horizontale  >-et  faites  en  sorte  que  les  deux: 
surfaces  Df^,  IE  de  ce  fluide,  dans  les  deux 
branches  verticales,  soient  de  niveau,  afin  que  l'aie 
enfermé  dans  l'espace  EC  soit  dans  le  même  état 
qje  l'air  extérieur;  car  il  est  évident  que  si  le  ressort 
de  l'air  intérieur  EC  étoït  plus  ou  moins  tendu  que 
celui  de  l'air  extérieur,  les  surfaces  IE?  Df~ 
seroient  inégalement  pressées,  et  que  par  consé- 
quent elles  ne  pourroienl  pas  être  do  niveau.  Conti- 
nuez ensuite  à  verser  du  mercure  dans  la  branche 
Duii  et  vous  verrez  qu'à  mesure  qu'il  s'élèvera  en 
H,  la  surface  fi /s'élèvera  en  F.  En  supposant  que 
la  pression  de  l'atmosphère  soit  équivalente  au 
poids  d'une  colonne  de  mercure  de  ï8  pouces  d« 
E  rv 
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hauteur,  vous  trouverez  que  si,  ayant  mené  Hiori- 
ïonlalei^G,  la  hauteur  GH  ~  i4  pouces,  la  hauteur 
FC  de  l'espace  occupé  par  l'air  sera  =  8  pouces; 
si  Gîl=  28  pouces,  FC  sera  =^  6  pouces,  clc.  Or 
il  suit  de-là  que  les'  iliil'ércns  volumes  de  l'air  en- 
fermé d'abord  clans  EC,  suivent  la  raison  inverse  de* 
poids  comprimant  ;  car  au  premier  instant  où  cet 
air  ne  supporte  que  la  pression  de  l'atmosphère, 
il  peut  être  regardé  comme  chargé  du  poids  d'une 
■  colonne  de  mercure,  haute  de  28  pouces;  lorsqu'on 
met  ensuite  dans  la  branche  D^4 ,  du  mercure  à  la 
hauteur  de  i4  pouces  au-dessus  de  la  ligne  de  niveau 
FG,  la  pression  que  souffre  noire  masse  d'air  est 
égale  au  poids  d'une  colonne  de  mercure,  qui  a 
28  pouces  -+-  1 4  ponces,  ou  \i  pouces  de  hauteur; 
lorsque  la  hauteur  du  mercure  dans  la  branche  Dsi, 
au-dessus  de  FG,  est  28  pouces,  la  pression  de 
la  même,  masse  d'air  est  égale  au  poids  d'une  co- 
lonne de  mercure  qui  a  28  pouces  -+-  i4  pouces  -+- 
i4  pouces,  ou  en  tout  56  pouces,  de  hauteur,  #tc. 
D'où  l'on  voit  que  les  poids  comprimant  étant  re- 
présentés par  les  nombres  28,  42,  56,  les  volumes 
de  la  masse  d'air  sont  exprimés  par  les  nombres 
12,  8,  6.  Or,  on  a  ces  différentes  proportions,  12  : 
8::Ai  :  28;  13  :  6::56:  28;  8  :  6  ::  56:  42.  Donc 
les  volumes  suivent  la  raison  renversée  des  poids 
comprimant. 

On  Jéra  des  raisonnemens  analogues  pour  des 
hauteurs  de  mercure  qui  suivroient  tout  autre 
rapport  dans  les  deux  branches  du  tube;  et  ces 
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rai<»onnemens,  fondés  sur  l'expérience,  aboutiront 
à  la  même  conclusion  finale* 

Toutes  ces  expériences  doivent  être  faites  do 
manière  que  Fàir  enfermé  en  JECait  la  même  tem- 
pérature que  l'air  extérieur,  et  que  par  conséquent 
son  volume  ue  varie  qu'à  raison  des  poids  compri- 
mant Sans  cette  précaution,  le  chaud  et  le  froid 
n'agissant  pas  de  même  sur  les  deux  airs,  change- 
roienl  les  résultats,  et  il  seroit  difficile  de  séparer, 
par  urîejnéthode  sûre  et  non  hypothétique,  leurs 
elfe'a  d'avec  ceux  des  poids- comprimais. 

68.  Corollaire  I.  Puisque  la  force  élastique  de 
l'air  est  égale  à  la  force  qui  ic  comprime  (64) ,  il 
s'en.suit  que  les  différentes  forces  élastiques  d'une 
même  niasse  d'air,  à  laquelle  on  fait  occuper  différais 
volumes ,  sont  en  raison  inverse  de  ces  volumes. 

Gg.  Cofbllaire  II.  On  voit  par  l'article  V  des 
Nqtioxs  générales ,  que  sous  même  masse,  les 
densités  sont  en  raison  inverse  des  volumes.  Ainsi, 
quand  uneméme  masse  d'air  occupe  successivement 
diff'crens  volumes,  les  forces  qui  la  compriment,  ou 
les  forces  élastiques  qu'elle  a  en  conséquence,  sont 
proportionnelles  à  ses  densités  dans  ces  différons 
étals.  Il  existe  donc  toujours ,  pour  une  même  masse 
d'air,  cette  loi  générale  entrfl  les  volumes,  les  focces 
élastiques  et  les  densités,  que  les  volumes  venant  à 
diminuer  ou  à  augmenter,  parunmoyen  quelconque, 
les  forces  élastiques  et  les  densités  augmentent  ou 
diminuent  proportionnelle  nient. 
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70.  Corollaire  III.  Par-là  ou  trouve  la  loi  qne 
suivent  les  dilatations  de  l'air  dans  la  machine 
pneumatique. 

On  sait  que  les  principales  pièces  de  la  machine 
pneumatique  ordinaire ,  dont  il  est  ici  question,  et 
à  laquelle  on  peut  rapporter  toutes  les  autres,  sont 
le  récipient  ,1a platine,  le  corps  de  pompe,  le  piston 
qui  se  hausse  et  se  baisse  le  long  du  corps  de  pompe, 
et  un  robinet  percé  de  manière  qu'étant  tourné  dans 
un  certain  sens ,  il  permet  la  communication  du 
récipient  avec  le  corps  de  pontpe ,  sans  ]a  permettre 
àvec  l'air  extérieur;  et  qu'étant  tourné  dans  un 
autre  sens,  il  permet  la  communication  de  l'air 
extérieur  avec  le  corps  de  pompe ,  sans  la  permettre 
avec  le  récipient. 

Cela  posé,  nous  pouvons  résoudre  le  problème 
suivant  : 

71.  Problème.  Former  une  et/ nation  ■  entre  la 
somme  A  des  capacités  du  récipient  et  de  la  partie 
supérieure  du  corps  de  pompe  qui  demeure  vide 
lorsque  le  piston  est  haussé  ;  la  somme  B  des  capa- 
cités du  récipient  cl  du  vide  du  corps  de  pompe, 
lorsque  le  piston  est  baissé;  le  nombre  n  de  fois 

qu'on  fait jouerle  piston;  le  rapport  —  de  la  densité 
de  Vairextérieur  à  celle  de  l'air  in  térieur  et  raréfié- 
après  le  nombre  n  de  coups  de  piston. 

■Supposons  qu'au  premier  instant  ]e  piston  soit 
haussé,  le  robinet  ouvert  en  dehors  et  fermé  du 
côté  du  récipient  j  qu'alors  on  applique  le  récipient 
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»ur  la  platine.  Il  est  clair  qu'en  ce  moment,  la 
densité  de  l'air  contenu  dans  l'espace  ^/  eslla  même 
que  celle  de  l'air  extérieur;  je  la  représente  par  D. 
Maintenant  si  l'on  ferme  le  robinet  en  dehors,  qu'où 
l'ouvre  du  côlé  du  récipient ,  et  qu'on  baisse  le 
piston  ;  l'air  contenu  dans  l'espace  ^4  se  dilatera  en 
vertu  de  sa  force  élastique ,  et  se  répandra  unifor- 
mément dans  l'espace  B.  De  plus,  la  densité  qu'il 
aura  dans  l'espace  B,  sera  à  la  densité  qu'il  avoit 
dans  l'espace  réciproquement  comme  -rff  est  ù 
B,  pi^que *la  masse  demeure  la  même.  Faisant 
donc  celle  proportion  B  :      \  :  D  :  un  quatrième 

terme;  ce  quatrième  terme  D  X  -g-  exprime  la 

densité  de  l'air  intérieur  après  le  premier  coup  do 
piston.  Pareillement,  si  après  avoir  fermé  le  robinet 
du  côté  du  récipient,  ouvert  le  robinet  en  dehors 
et  élevé  le  piston,  on  ferme  le  robinet  en  dehors, 
qu'on  l'ouvre  du  côté  du  récipient  et  qu'on  abaisse 
une  seconde  fois  le  piston,  l'air  contenu  dans  l'es- 
pace u4,  et  dont  la  densité  est  D  x  ~,  se  répan- 
dra dans  l'espace  B,  de  manière  que  faisant  cette 
proportion, B %d     D  X  -^-runquatrièmetenne, 

çe  quatrième  terme  J)  X  r^T"  exprime  la  densilç 

de  Pair  intérieur,  après  le  second  coup  de  piston. 
Eu  continuant  à  raisonner  de  même ,  on  voit  que 
la  densité  de  l'air  intérieuï  après  le  troisième  coup 
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de  piston ,  cot  exprimée  par  D  X  -  j  que  la  den- 
silé  après  le  quatrième  coup  de  piston  est  exprimée 
par  D  X  -jf-'y  et  qu'après  le  nombre  n  de  coups 
de  piston  la  densité  est  exprimée  par  D  X  ~^y~. 
On  aura  donc ,  par  hypothèse ,  cette  proportion 

D  :  D  X  — —  :  :  m  :  1  :  d'où  f'on  tire  m  X  -4"~B", 
li" 

qui  es!  l'équation  demandée. 

En  prenant  les  logarithmes  de  chaque  mjfnbre, 
on  auralog.  (  m  X  Jog.  B",  ou  bien, 

Log.  m-+-n  .  log.      —      log.  i?. 

72,  Corollaire.  De -là  il  suit  que  si  parmi  les 
quatre  quantités  m,  »,  ^4 ,  £,  011  en  connoif  trois 
quelconque.',,  on  pourra  trouver  la  qualriémc.  Siur 
quoi  néanmoins  il  faut  observer  que  n  étant  regardé 
comme  un  nombre  entier  dans  le  caleul  précédent 
(autrement  les  valeurs  de  ou  de  B  ne  pourraient 
pas  élre  confiantes,  comme  elles  sont  supposées 
l'être),  il  faut  que  la  valeur  que  l'on  donnera  011 
que  l'on  trouvera  pour  n  soit  toujours  un  nonibi-e 
entier ,  ou  exactement,  ou  au  moins  sensiblement. 

Question  I.  Connaissant  les  cnpfÊi lés  K  et  le 
nombre  n  de  coups  de  piston ,  trouver  le  rapport  m 
de  la  densité  de  l'air  extérieur  à  celle  de  l'air 
intérieur.  ? 

L'équation  précédente  donne  celle-ci  log,.  m  = 
rtX  (log. -S  — log. -^). 
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Par  exemple,  soient^  =  5,  B=  7,  n  =  10  ;on 
trouvera  log.  m  —  i,46l38,  et  par  conséquent  m  = 
29  environ. 

II.  Connaissant  le  rapport  m  de  la  densité  de  l'air 
extérieur  à  celle  de  l'air  intérieur,  le  nombre  n  dé 
coups  de  piston,  la  capacité  A.,  trouver  la  capaciiéB? 

Cette  question  se  résout  par  l'équation  log.  B  = 
log.  m  -|-  n  log.. 4 


Par  exemple,  soient  m  =  29,  n  =  6,  ^  =  5;  on 
Irouveva  log.  B  =  0,94270,  et  par  conséquent  B 
=  g  environ.  . 

III.  Connaissant  le  rapport  m  de  la  densîlé'de 
l'air  extérieur  à  celle  de  l'air  intérieur,  le  nombre 
11  de  coups  de  piston,  la  capacité  B,  trouver  la 
eapacité  À  ? 

Celle  question  se  résout  par  l'équation  log.  .A  — 


Par  exemple,  soient  m  =  2g,  n  =  g,  B  =  7;  on 
trouvera  îog.  ^4  =  0,68261 ,  et  par  conséquent 
=  5  environ. 

IV.  Connaissant  les  capacités  A  et  B,  le  rapport 
m  de  la  densité  de  l'air  extérieur  â  celle  de  l'air 
intérieur,  trouver  le  nombre  n  de  coups  de  piston.  . 

Cette  question  se  résout  par  l'équation  n  = 

]og.  B  —  log.  A 
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Par  exemples,  soient  _Y  =  3 ,  /?=  4,  m  =  10; 
on  trouvera  n  =  8  -+-  une  fraction  très-petite  qu'on 
pourra  négliger  sans  erreur  sensible.  De  sorte  que 
le  nombre  demandé  de  coups  de  piston  est  à  très- 
peu  de  chose  près  le  nombre  entier  S.  Si,  au  lieu 
de  m=  10,  on  avoit  m  =  g,g885,  la  valeur  de  n 
serait  8  presque  en  toute  rigueur. 

•fh.  Scholie.  Le  même  principe  que  l'air  se  com- 
prime suivant  la  proportion  des  poids  dont  il  est 
chargé,  sert  à  expliquer  l'équilibre  des  pompes, 
comme  je  l'expliquerai  dans  les  deux  chapitres 
suivans.  Mais  avant  que  d'entrer  dans  ce  détnil,  il 
est  à  propos  de  l'aire  ici  quelques  observations 
générales  sur  la  proposition  dont  il  s'agit,  et  sur 
les  conséquences  qui  en  résultent. 

Cette  proposition  ne  peut  pas  être  vraie  à  la 
rigueur,  pour  toutes  sortes  de  condensations;  et 
les  expériences  d'après  lesquelles  on  l'a  établie,  ne 
la  prouvent  que  pour  des'  condensations  ou  des 
dilatations  de  l'air  d'une  moyenne  étendue. 

En  effet,  imaginons  d'abord  que  la  compression 
augmente  à  l'infini  :  il  faudrait  que  la  condensation 
augmentât  de  même,  et  qu'enfin  l'air  n'occupât  plus 
qu'un  espace  infiniment  petit.  Or,  quelque  figure 
qu'on  attribue  aux  molécules  aériennes  ;  il  est  clair 
que  lorsque  leurs  ressorts  on\  été  comprimés  jus- 
qu'à ce  que  toutes  leurs  parties  se  louchent,  l'im- 
pénétrabilité mutuelle  de  ces  parties  ne  permet  plus 
de  compression.  Ajoutez  que  l'air  peut  être  mêlé  de 
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parties  dures,  dénuées  de  ressort,  ou  douces  d'un 
ressort  ires-imparfait.  Si  au  contraire  on  suppose 
que  la  compression  diminue  à  l'infini,  on  ne  peut 
pas  supposer  de  même  que  l'air  se  dilate  à  l'infini; 
car  le  ressort  parlait  ou  imparfait  des  molécules 
aériennes ,  ne  peut  avoir  qu'une  extension  déter- 
minée, et  jamais  une  masse  finie  ne  peut  occuper 
nu  espace  infini.  11  n'est  donc  pas  possible,  en 
rigueur,  que  les  condensations  de  l'air  suivent 
géuérarcmenl  le  rapport  des  poids  comprimans, 
Mais  comme  les  forces  comprimantes  que  nous 
pouvons emplo}  er  dans  nos  expériences,  ne  passent 
jamais  certaines  limites,  le  principe  posé  peut  ètr« 
admis  comme  vrai ,  sans  restriction  ,  dans  cette 
hypothèse ,  qui  est  applicable  à  une  foule  de  recher- 
ches et  en  particulier  au  méchauisme  des  pompes. 
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CHAPITRE  VII. 

Èlémens  de  la  Statique  des  Pompes. 

y\.  On  fait  un  si  grand  usage  des  pompes,  nue 
je  crois  devoir  expliquer  avec  quelque  dclr.il  la 
théorie  de  l'équilibre  de  ces  machine?.  • 

Les  pompes,  en  général,  sont  des  tuyaux  destines 
à  élever  i'eau  à  une  eerlainc  hauteur,  au  moyen 
d'un  principe  moienr  quelconque  qui  met  en  jeu 
Je  poids  ou  le  ressort  de  l'air,  et  qui  fait  servir  ce 
poids  ou  ce  ressort  de  véhicule  à  son  action  sur 
l'eau  qu'il  s'agit  d'élever. 

Il  y  a  (rois  espiers  principales  de  pompes  :  la 
pompe  aspirante ,  la  pompe  foulante ,  cl  la  pompe 
qui  est  tout-à-la-fois  aspirante  et  foulante.  Toutes' 
les  machines  de  celte  espèce  ne  sont  que  des  com- 
binaisons des  trois  qu'on  vient  de  nommer,  comme 
dans  la  mécanique  ordinaire  les  machines  composées 
ne  sont  que  des  combinaisons  des  sept  machines 
simples  et  primordiales. 

Pompe  aspirante. 

y5.  La  pompe  aspirante  ordinaire  (  Fïg.  7>j  )  est 
eomposce  de  deux  tuyaux  verticaux  -dMNCy 
-sfBDC,  qui  ont  le  mémo  axe,  et  qui  s'assemblent 
en  uiC.  Le  premier,  qui  trempe  dans  l'eau  d'un 
puils 
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■puits  ou  cVun  amas  d'eaux  quelconque,  Appelle 
tuyau  d'aspiration  ;  le  second  se  nomme  corps  de 
pompe.  En  ^4  C  est  une  cloison  ou  diaphragme 
percé'  d'un  trou,  couvert  par  mc*soupape  E  qui 
s'ouvre  de  bas  en  haut.  Dans  le  corps  de  pompe, 
monte  et  descend  alternativement  nn  piston,  dont 
la  tige  Z  est  mue  par  un  levier  j'-pu  de  toute  autre 
manière  qu'on  voudra.  La  tête,  de  ce  pisloii  est 
percée  dans  la  direction  de  son  axe,  d'un  trou, 
couvert  par  une  soupape  F  ^s'ouvre  de  bas  en 
haut.  Il  parcourt  dans  %on  jeu.un  certain  espace, 
dont  je  suppose  que  G  K  est  la  hauteur ,  c'est-; 
dire,  -que  le  piston  étant  baissé,  sa  base  infér  '" 
est  dans  le  plan  horizontal  G II,  et  qu'étant  \. 
cette  même  base  est'dans  le  plan  horizonta 
La  limite  inférieure  G II  de  la  course  du  i 
doit  être  le  pins  près  qu'il*  est  possible  de  '. 
soupape  E. 

i  On  voit  que  des  deux  soupapes  E  et  F,  qui 
d'ailleurs  s'ouvrent  et  se  ferment  alternativement 
de  la  même  manière,  la  première  E  occupe- tou- 
jours la  même  place  (on  l'appelle,  par  cette  raison, 
soupape  dormante  )  ;  et  la  seconde  F  est  mobile 
avec  le  piston  qui  la  porte. 

La  pression  de  l'atmosphère  dans  un  même 
endroit  est  sujette  à  quelques  vacations,  comme 
nous  le  dirons  plus  expressémenra-dessous;  mais 
dans  tout  ce  petit  traité  des  pompes,  nous  la  regar- 
dons comme  une  force  constante,  en  l'évaluant  sur 
le  pied  de. sa  quantité  moyenne.  Cette  quantité  est 
Tome  I,  1  y 
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à  pcu-jprës  équivalente,  dans  nos  climats,  au  poids 
d'un»- colonne  d'eau ' de.'  3?  jiieds.de  hauteur,  ou 
au  poids  d'une  colonne  de  mercure  de  28  pouces 
de  hauteur.     «  i- 

'  7Î).  Problème  I.  Expliquer  le  jeu  de  la  pompe 
aspiranle. 

Je,  suppose  qu'au' premier  instant,  la  base  du 
piston  soit  en  G  FI.  Alors  l'air  compris  dans  l'es- 
pace M  C,  l'air  compris  dans  l'espace  ^  H,  et 
l'air  naturel  ou  l'aide  l'atmosphère,  dans  l'endroit 
ou  est  la  machine,  'ont  la  même  densité,  là  même 
force  élastique ,  les  deux  soupapes  E  et  F  étant 
sùpposécs  permettre,  par  la  liberté  qu'elles  bht  de 
sfcmfîV  et  de  se  fermer,  la  communication  des 
trcîifc  airs  dont  il  s'agit;  après  quoi  ces  deux  sou- 
papes se  ferment  par  leurs  poids.  Maintenant, 
élevez  le  piston  de  G  H  en  K  I  :  la  soupape  F 
demeure  fermée  par  son  poids  et  par  la  pression 
de  l'air  supérieur;  l'air  MG  cl  l'ail  s/ffse  dilatent; 
le  premier ,  par  sa  force  d'expansion ,  fait  ouvrir 
la  soupape  E;  ces  deux  airs  se  mêlent  ensemble, 
et  ne  forment  plus  qu'un  même  air,  dont  la  force 
éiasliquc  diminuant  en  même  raison  que  l'espace 
clans  lequel  il  se  répand,  augmente  (68),  ne  peut 
plus  faire -équilibre  à  la  pression  de  l'air  extérieur 
sur  la  surface  ATiV  du  réservoir;  par  conséquent, 
celte  dernière  force  doit  faire  monter  l'eau  dans  !c 
tuyau  d'aspiration,  d'une  certaine  quanlilé  Mx, 
taudis  que  le  piston  monte  de  GJJaa  Kl.  La  hauteur 
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"M x  est  telle  que  le  poids  de- la  colonne  d'eau  M  n , 
joint  ii  fa  force  élastique  de  F&r*-- affaibli,  répandu 
dans  l'espace  xi,  cL  au  poids  de  îa  soupape  £,  est 
eu  équilibre  avec  la  pression  de  l'air  extérieur. 
Quand  le  piston  est  parvenu  en  Kl,  la  soupape  E 
retombe  par  son  poids  et  isole  l'air  compris  dans 
l'espacer  C;  et  la  colonne  d'eau  Mu  demeure  tou- 
jours  suspendue  à  la  même  hauteur  A*x.  Abaisser 
le  piston  de  Kl  en  G  H:  l'air  anoibli,  compris  dans 
l'espace  ^4 1,  s'appuie  pat  son  ressort  qui  agit  eu 
tout  scns?  contre  la  soupape  E  qu'il  lient  fermée, 
et  contre  la  soupape  F  qu'il  force  à  s'ouvrir  ;  l'air 
affaibli,  compris  depuis  ^4  C  jusqu'à  la  base  infé-' 
rieurc  du  piston,  coule  par  le  frou  F,  et  se'nièle 
avec  l'air  extérieur.  Cet  ciTel  dure  jusqu'à  ce  qrie 
je  pislon  soit  parvenu  en  G 17;  ensuilc  la  soupape 
F  se  ferme.  Élevez  le  piston  de  GH  en  Kl  :  la  sou- 
pape F  demeure  fermée,  la  sdupape  E  s'ouvre,  et 
l'eau  monte  encore  d'une  certaine  quantité  x y,  dans 
le  tuyau  d'aspiration^  ainsi  de  suite.  IVoùl'on  voif, 
qu'après  un  certain  nombre  de  coups  de  piston, 
l'eau  arrivera  dans  lo  corps  de  pompe,  et  sortira, 
ou  par  l'extrémité  supérieure  de  ce  tuyau,  ou  par 
un  tuyau  O  implanté  au  corps  de  pompe.  Cet  écou- 
lement durera  tant  que  l'on  continuera  de  faire  jouet 
le  pislon. 

On  voit  que  le  jet  d'eau  n'est  pas  continu,  et 
qu'il  a  lieu  seulement,  ou  peut  être  censé  avoir 
lieu  peudant  que  le  piston  monte. 
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77.  Remarque.  Il  faut  oKsettcrf  qti'citfiflsgUgeMrt 
mêuic  le  poids  de,JfrsoMpape  et  en  supposant 
qu'on  pnl  (aire  dans  le  tuyau  d'a.-piration  le  même 
vîile  que  dans  la  partie  supérieure  du  lubé  du  lîa- 
ronièlre,  la  hauteur  \A  M  doit  être  moindre  que 
la  Jouteur  de  la  colonne  d\au,  qui  Jeroit  équilibre 
à  la  cploune  de  mercure  du  Baromètre,  dans  l'esté 
droitoji'lapompe  joue:  et  cela,  auu  que  l'eau  poisse 
arriver  en  .A  C,  et  passer  dans  le  corps  de  .pompe. 
Ainsi  la^iauleur  dcrrla  colonne  de  -mercure  étant 
supposée  de  28  poucu&,  la  hauteur  ^4 M  doit  élre 
moindre  que  33  pieds.  Cette  condition-  étant  une 
fois  rejpplie,  la  hauteur  LP"  de  la  «irfacc  BUfo 

ditns  le  corps  de  pompe,  au-dessus  dfc  Ijï.  t,arr 
ïaçe,  j%N  de  l'eau  du  réservoir,  peut  èlréf  ;pl*ia 
graiulp.gue  la  hauteur  delà  colonne  d'eau  équiva^ 
lente"  à  la:  pression.,  de  l'atmosphère 5  co  qui  donne 
la  liberté  de  placej^iojjdégorgeoir  Cà  une  hauleur 
arbitraire  ;  mais,  à  etLegard,  il  faut  prendre  garde 
que  la  tige  Z  du  piston,  oe  mouvant  dans  le  corps 
de  poaupe  -dB  D  C,  la  hauteur  si  B  de  ce  tuyau 
ne  dOfiLpas  être  trop  grande;  autrement  la  tige  2 
scroit  exposée  à  se  fausser. 

78,  Corollaire.  Le  produit  Ùc  la  pompe  ,  c'est-à- 
dire,  la  quantité  d'eau  qu'elle  verse  par  le  dégor- 
geoir O,  pendant  un  teras  donné,  se  détermine 
en  considérant  qu'à  chaque  coup  de  piston  il  sort 
par  ce  dégorgeoir  un  volume  d'eau  équivalent  à 
un  cylindre  d'eau  G  t. 


■  '-  ■  ■ :  ■  ,i 
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7g.  Problème  II.  Déterminer  la  force  qu'il  faut, 
employer  à  chaque  instant  pour  vaincre  la  résis- 
tance que  le  piston  trouve  à  monter. 

Nommons  h  la  hauteur  L  f  <lc  la  surface  de 
l'eau  dans  le  corps  de  poiWpe  mi-dessus  du  niveau 
MI'N  du  réservoir  ;  a1  l'aire1  de  la  .section  circulaire 
Gif;  et  Fl'cflbrt  de  l'eau  sur  la  tète  du  piston  poul- 
ie faire  descendre.  En  quelque  endroit -g"  A  de  sa 
course  que  le  pûlon  soit  parvenu,  je  dis  qu'on  aura 
constamment  F  —  a-  X  h.  Car  soit  f^S  la  hauteur 
de  la  colonne  d'eau  équivalente  à  la  pression  de 
ralmesplijre;  et  supposons  que  le  piston,  en  mon- 
tant, soit  parvenu  dans  la  position  quelconque  glit 
ii  laquelle  répond  la  hauteur  r  :  il  est  clair, 
1°.  que  le  piston  est  poussé  de  haut  cnAas  par  la 
pression  de  l'atmosphère,  qui  produthun  effort  =ï 
a?  X  S,  et  par  la  pression  de  la  colonne  d'eau 
g  D ,  qui  produit  un  effort  .—  a1  X  r L.  De  sorte 
cjVcn  tout  le  piston  est  poussé  de  haut  en  bas,  avec 
une  force  ==a*  X  fS-*-  aa  X  rL.  a".  Le  piston 
est  poussé  de  bas  en  haut  par  la  pression  do  l'at- 
mosphère sur  la  surface  MN  du  réservoir,  qui 
produit  un  cifort  =  a1  X  P^Sj  cet  eiî'ort  est  détruit 
impartie  par  le  poids  de  la  colonne  d'eau  qui  a  pour 
base  le  cercle  gh  ou  G  II,  et  peur  hauteur,  r  V. 
De  sorte  qu'en  tout,  le  pistou  est  poussé  de  bas  en 
haut,  avec  une  force  =  aa  X  fS — a>  X  r /^.-Par- 
conséquent  on  a  F=( a3  X  fS-Y-a*  X  rL)  — 
(a3  X  f^Sy  —  a?  X  r^)}  ce  qui  se  réduit  à  F  — 
F  iij      y  . 
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a%  X  L y=  a*  X  h;  c'est-à-dire,  que  le  piston 
soutient  continuellement  en  montant,  un  effort  égal 
au  poids  d'une  colonne  d'eau  qui  auroit  pour  base 
le  cercle  dé  la  tête  du  piston ,  et  pour  hauteur  celle 
de  la  surface  de  l'eau  dans  le  corps  de  pompe  au- 
dessus  de  la  surface  du  réservoir. 

Ainsi  pour  faire  montera  chaque  instant  le  piston, 
il  faudra  employer  une  fcTce  qui  soil  égale  à  l'effort 
qu'on  vient  de  déterminer,  plus  au  poids  du  piston 
dans  l'eau,  plus  à  la  résistance  du  frottement  du 
piston  contre  les  parois  du  corps  de  pompe. 

Lorsque  la  course  du  pislon  de  bas  en  haut  est 
achevée  et  qu'il  vient  à  descendre,  il  descend  par 
son  poids  dans  l'eau  :  il  n'a  pas  alors  d'autre  résis- 
tance àv^ncre  que  le  frottement  et  un  petit  choc 
çontre  l'eau.  ' 

Pompe  foulante. 

80.  On  voit  (  Fi  g.  38  )  une  pompe  foulante.  %e 
corps  de  pompe  D  C  trempe  dans  l'eau  d'un 

réservoir  dont  la  surface  est  MN;  le  piston  entre 
par  en  bas,  et  soulève  ou  foule  l'eau;  sa  lige  Z 
est  solidement  fixée  à  un  châssis  mobile  TFX  qu'on 
fait  monter  et  descendre  alternativement  par  le 
moyen  d'un  levier,  ou  de  toute  autre  manière;  sa 
tête  est  percée  d'un  trou  couvert  par  une  soupape  F 
rfui  s'ouvre  de  bas  en  haut.  En  ^4  C,  un  peu  au- 
dessous  de  la  surface  M N  de  l'eau  du  réservoir ,  est 
un  diaphragme  percé  d'un  trou  couvert  par  unç 
pçmpape  E  qui  s'ouvre  de  bas  en  haut,  Le  corps  dç 
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pompe  s'unit  en  ^Cavec  le  tuyau  montant  stCF". 
qui  porte  l'eau  à  l'endroit  où  l'on  veut  l'élever. 

81.  Problème  I.  Expliquer  le  jeu  de  la  pompe 
foulante. 

Supposons  qu'au  premier  instant  la  tète  du  piston 
soit  placée  en  Kl,  qui  est  l;i  limite  la  plus  basse  de 
sa  course.  Alors  le  corps  de  pompe  est  rempli  d'eau  ; 
et  celte  eau  est  de  niveau  avec  celle  du  réservoir  , 
les  deux  soupapes  £  et  F  permettant,  par  leur 
mobilité,  la  communication  des  eaux;  ensuite  ces 
deux  soupapes  se  ferment  par  les  pesanteurs  qui 
leur  restent,  dans  le  fluide.  Elevé*  le  piston  de  K  J 
en  GH,  qui  est  la  linulc  supérieure  de  sa  course  : 
la  soupape  inférieure  .f  demeure  fermée,  la  soupape 
JE  s'ouvre  ,  et  l'eau  contenue  dans  l'espace  K II 
s'élève  au-dessus  de  G  H ,  et  passe  dans  le  tuyau 
montant;  de  plus,  .pendant  qu#  le  piston  monte, 
il  est  suivi  par  l'eau  qui  entre  du  réservoir  dans  le 
corps  de  pompe.  Abaissez  le  piston  de  G  lien  Kl: 
la  soup;ipc  F  s'ouvre,  cl  la  soupape  F  se  ferme  et 
empêche  l'eau  qui  est  au-dessus  de  descendre  :  éle- 
vant une  seconde  fois  le  piston,  la  soupape  F  se 
ferme ,  la  soupape  £  s'ouvre,  et  l'eau  continue  de 
s'élever  dans  le  tuyau  montant  si  Cy~;  ainsi  de 
suite.  On  voit  que  par  le  jeu  réitéré  du  piston,  l'eau 
s'élève  de  plus  en  plus  dans  le  tuyau  si  Cf,  et 
finit  par  arriver  à  la  hauteur  désirée. 

L'élévation  de  l'eau  est  intermittente,  comme  dans 
la  pompe  de  la  première  espèce. 

F  iv 
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82.  Remarque.  La  hauteur  du  tuyau  montant 
n'est  pas  limitée  ici,  comme  pour  la  pompe  aspi- 
rante, parce  que. la  lige  Z  du  piston  est  au-dehors 
de  ce  tuyau.  On  donne  à  celte  ligG  la  longueur  sim- 
plement nécessaire  pour  le  jeu  du  piston,  et  pour 
venir  gagner  la  traverse  inférieure  du  châssis  TYX. 

83.  Corollaire.  Il  est  clair  que  celte  pompe  donne 
une  quantité  d'eau  équivalente  au  cylindre  K  /f, 
pendant  le  temps  que  le  piston  monte  AeKIen  Gif. 
■  84.  Problème  II.  Déterminer  la  force  qu'il  faut 
employer  à  chaque  instant  pour  faire  monter  h 
piston. 

En  raisonnant  comme  pour  la  pompe  foulante, 
on  verra  que  le  piston,  en  montant,  soutient  ici 
de  la  part  de  l'eau  un  ellbrt  égal  au  poids  d'une 
colnnne  qui  auroil  pour  base  le  cercle  de  la  tète  du 
piston,  et  pour  hauteur  la  vcrtiealc  comprise  depuis 
la  surface  de  l'eau  du  réservoir  jusqu'à  îa  surface 
de  l'eau  dan3  le  tuyau  montant.  A  quoi  il  faut 
ajouter  le  poids  du  châssis  TYX,  celui  du  piston 
dans  l'eau,  cl  le  frottement  contre  les  parois  du  corps 
de  pompe. 

Le  piston  descend  par  la  pesanteur;  il  est  relardé 
par  le  frottement  et  par  un  petit  choc  contre  l'eau". 

'  _  .     ,  Pompe  aspirante  et  foulante. 

85.  Une  pompe  qui  est  tout-à-la-fois  aspirante  et 
foulante,  peut  l'être  de  deux  manières  représentées 
par  les  Figures  39  el  4o.  Dans  la  première ,  le  piston 


Chapitre  VIL  89 
aspire  en  montant  cl" foule:  en  descendant; -dans  la 
seconde,  le  piston  aspire  en  descendant  et  foule  en 
jnontanL 

86.  Problème  I.  Expliquer  le  jeu  de  la  pompe 
aspirante  et  foulante ,  dans  l'un  et  l'autre  ras. 

I.  Soit  la  pompe  aspirante  et  foulante  de  la.£ïg.'3çjr 
Celle  machine  est  composée  d'un  tuyau  d'aspiration 
^JiiyCqm  trempe  dans  l'eau  MN  Wun  réservoir; 
d'un  corps  de  pompe  ^BDC,  dans  lequel  le  piston 
F  se  ment  comme  ci-dessus;  et  d'un  tuyau  montant 
CQV.  En  ^4 C  et  QR  sont  deux  soupape*, ,  ou  deux 
clapets  à  charnières,  qui  s'ouvrent  de, bas  en  haut. 
Le  piston  joue  dans  l'étendue  CK;  êa •féte'est taas- 
sire,  cl  n'est. pas  percée  comme  dari^  léfl'  deiix  cas 
précédens.  On  voit  qu'en  le  faisant  monter  et  des- 
cendre alternativement,  l'eau  s'élève  d'abord  dans 
Je  tuyau  d'aspiration  et  dans  le  corps  de  pompe1, 
comme  dans  la  pompe  aspirante  ordinaire,  avec 
cette  différence  que  maintenant  l'air  s'échappe  par 
Je  fuy.au  montant,  et  non  par  la  tête  du  piston.  Les 
morivemens  alternatifs  des  deux  soupapes  É  et  F 
sont  absolument  les  mêmes  dans  1rs  deux  cas.  L'eau» 
arrive,  après  quelques  coups  de  piston,  dans  l'espace 
vide  que  ce  même  piston  en  n'élevant  occ^-.ionne 
dans  le  corps  de  pompe.  Ensuite  le  piston  en  des- 
cendant la  foule  et  la  fait  passer  dans  le  tuyau 
.montant  CQy.  Élevant  le  piston,  il  aspire  de  nou- 
velle eau  qu'il  foule  en  descendant;  ainsi  de  suite. 

JJ,  Dans  la  pompe  de  la  Figure  4o,  le  piston  Çit 
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aussi  massif.  En  le  faisant  descendre,  l'eau  s'élève 
successivement  dans  le  tuyau  d'aspiration  s4MNC; 
et  après  un  certain  nombre  de  coups,  elle  arrive  au 
tuyau  moulant  Q/îf^,  où  clic  s'élève  successive- 
ment,  lorsque  le  piston  monte.  Le  jeu  alternatif  des 
soupapes  ifi  et  F  est  absolument  le  même  que  dans 
l'autre  pompe. 

,  11  est  clair  que  la  remarque  de  l'article  77  doit 
s'appliquer  ici  à  nos  deux  pompes. 

87.  Corollairr.  Le  produit  de  la  pompe  s'estime 
toujours  d'après  le  cylindre  d'eau  KJi,  qui  sort 
pendant  le  temps  que  le  piston  emploie  à  s'abaisser 
ou  à  monter  de  Kl  en  G  H.  , 

88.  Problème  II.  Déterminer  la  foire  qu'il  faut 
employer  à  choque  instant  pour  faire  mouvoir  le 
piston,  dans  l'une  et  l'autre  pompe. 

I.  Soit  la  pompe  de  la  Figure  3g.  Supposons  que 
la  tête  du  piston  soit  dans  la  position  g  h,  à  laquelle 
répond  la  hauteur  verticale  g  M  au-dessus  de  l'eau 
du  réservoir.  Soient  M  S  la  hauteur  de  la  colonne 
d'eau  'équivalente  à  la  pression  de  l'atmosphère,  et 

*ML  la  hauteur  entière  à  laquelle  l'eau  est  élevée. 
Nommons      l'aire  dii  cercle  g  h;  fila  hauteur  g  M; 

.Hla  hauteur  gZ>;  P  le  poids  du  piston  et  de  son 
équipage;  X  la  force  qui  pousse  le  piston  de  bas 
en  haut,  ou  pendant  l'aspiration,  en  faisant  abs- 
traction du  frottement;  Y  la  force  qui  pousse  le 
piston  de  haut  en  bas,  ou  pendant  le  refoulement, 
toujours  abstraction  faite  du  frottement.  Cela  posé, 
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1*.  le  piston  parvenu  en  gh  étant  supposé  monter, 
»  ou  aspirer  l'eau,  et  par  conséquent,  la  soupape  F 
étant  fermée,  il  est  clair  que  X  =  P-h  o1  X  S3I 

—  (a3  xSM^a*  x  gi)i)=P-f-«3  XgM  = 
P  +  a*h. 

2".  Le  piston  parvenu  en  g-A  étant  supposé  des- 
cendre, ou  fouler  l'eau ,  et  par  conséquent  )a  soupape 
.Eélantferinée,  011a  Y=a*  X  SM-^a1  x  gL — . 
a1  x  $M^P~a?H—P, 

La  somme  des  deux  forces  Xet  l'est  a1  h-ha^H, 
ou  a1  X  ML.  Ainsi  l'elTort  total  que  l'agent  est 
obligé  de  déployer  pour  mouvoir  la  machine,  est 
égal  au  poids  d'une  colonne  d'eau  qui  auroit  pour 
base  la  têfc  du  piston  ,  et  pour  hauteur  celle  du 
point  où  l'eau  est  élevée  au-dessus  du  réservoir. 
Mais  nous  avons  ici  l'avantage ,  que  cet  eilfflrt  se 
partage  en  deux  parties,  l'une  qui  répond  à  l'aspi- 
ration ,  l'autre  au  refoulement  j  au  lieu  que  dans  les 
deux  premières  espèces  de  pompes,  l'elTort  total 
s'cxcr^c  pendant  que  le  piston  s'élé\'c  et  foule  l'eau. 

IL  Soit  la  pompe  de  la  Figure  4o.  Eu  nommant 
ç'1  l'aire  du  cercle  gh;  h  la  bailleur  r  M  du  piston 
parvenu  en  g  h,  au-dessus  de  l'eau  du  réservoir} 
//la  hauteur  r  L  depuis  g  h  jusqu'au  point  où  l'eau 
est  élevée  ;  Pie  poids  du  piston  et  de  son  équipage} 
Xla  force  qui,pousse  le  piston  de  haut  en  bas,  ou 
pendant  l'aspiration  ;  Y  la  force  qui  pousse  le  piston 
de  bas  en  haut,  ou  pendant  le  refoulement  :  on 
trouvera  (abstraction  faite  du  frottement),  X^a*  h 

—  P,  Y—a^II-t-P;  et  par  conséquent  X-f-  X 


ga  Hydrostatique, 

=  oa  h  ■+■  a1 11=  a?  (  h  -+-  H )  =  a»  X  ML,  même 
résultat,  même  conséquence  ultérieure  que  pour  le 
premier  cas. 

8r).  Remarque.  Nous  ferons,  au-  sujet  de  ce  pro- 
blème, une  remarque  qui  mérite  la  plus  grande 
attention. 

Comme  dans  l'ouïe  machine,  il  est  essentiel  d'éta- 
blir, autant  qu'il  est  possible,  l'uniformité  de  mou- 
vement, on  doit  s'attacher  ici  à  rendre  les  deux  forces 
Xet  Y  égales  entr'eUes.  Or  cette  Égalité  donne,  pour 
la  Figure  3g,  P  -h  o»  A  =  a1  If  —  P,  ou  F  — 

•  "  ^- — —  ;  et  pour  la  Figure  4o,  a?h  —  P  =z 

a-Jl-hP,  ou  *  .  Ainsi  (f/i7.  39), 

des  deux  parties  g-/,,  gllf  delà  bailleur  totale  JH£i, 
la  première  doit  être  plus  grande  que  la  seconde; 
au  contraire  (  Fïg.  4o  ),  ri  dujl  être  moindre 
que  rJH.  On  ne  peut  pas  supposer  quo'Ics  hauteurs 
partielles  h  et  //soient  égales  enlr'elics,  Cîfr  cela 
donnerait  P=o;  ce  qui  est  impossible.  On  ne 
peut  pas  supposer  non  plus  que  P  soit  une  quantité 
négative.  '  ■ 

Si  tout  restant  d'ailleurs  Je  même ,  la  surface" M N 
de  l'eau  du  réservoir  vient  à  s'abaisser  ou  à  .-"'élever 
(  ce  qui  arrive  quand  le  tuyau  d'aspiration  trempe 
dans  une  rivière),  il  faut  diminuer  ou  augmenter 
P  en  conséquence;  ce  qu'on  peut  toujours  obtenir, 
du  moins  jusques  à  un  certain  point,  en  chargeant 
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on  en  déchargeant  la  tête  du  piston  du  certains  poids 
amovibles.  .  '     .  " 

Le  défaut  d'équilibre  entre  les  forces  X  et  Kest 
très-commun.  On  y  est  loinbé  dans  les  prétendues 
corrections  que  l'on  fit,  il  y  a  quelques  années,  à 
l'un  des  équipages  des  .pompes  de  là  Samaritaine. 
Il  ne  paroit  pas  qu'on  ait  connu  la  véritable  cause 
des  inconveniens  qui  ont  résulté  de  ces  changement 

La  hauteur  3ÎL  à  laquelle  on  veut  élever  l'eau , 
étant  donnée,  on  déterminera,  d'après  les  (balances 
verticales  de  la  position  moyenne  g/i  de  la  tète  du 
piston  à  la  surlace.de  l'eau  du  réservoir,  et  à  la 
surface  de  la  décharge,  qu'elle  est  celle  des  deux 
pompes  (  Fi  g.  et  4o  )  qu'il  convient  d'employer. 
Celle  position  moyenne  peut  être  supposée  répondre 
an  milieu  de  la  course  totale  6-Tdu  piston. 

Tous  les  calculs  précédons  sont  établis  pour  le 
simple  état  d'équilibre  :  il  faudra  ensuite  augmenter 
les  forces,  quand  on  voudra  faire  passer  les  ma- 
chines du  repos  au  mouvement. 

Observations  générales. 

qo.  Dans  les  trois  espèces  de  pompes  proposées, 
le  jet  d'eau  formé  au  dégorgeoir  n'est  pas  toujours 
égal,  et  il  éprouve  de  l'intermittence;  car  il  y  a 
environ  In  moitié  du.  temps  qui  est  employée  à 
abaisser  ou  à  élever  le  piston  pour  prendre  de  nou- 
velle eau  j  et  pendant  cette  partie  du  temps ,  il  ne 
sort  point  d'eau  ,  ou  du  moins  il  n'en  sort  que  très- 
peu  par  le  dégorgeoir. 
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■  On  peut  éviter  cette  intermittence ,  ou  rendre  la 
jet  continu,  en  garnissant  le  tuyau  montant,  comme 
on  le  voit  clans  la  pompe  foulante  de  la  Figure  4i , 
d'une  espèce  de  tambour  creux  Gx,  fermé  au-* 
dehors  de  Ions  coiés,  mais  qui  communique  avec 
le  tuyau  interrompu  en  G ,  If.  Ce  tambour,  qu'on 
appelle  réservoir  d'air,  contient  d'abord  de  l'air 
qui  a  même  densité  que  celui  du  dehors.  Quand 
on  élève  le  piston,  l'eau  qui  monte  par  la  branche 
C21DQ,  se  répand  en  partie  dans  le  réservoir  Gab- 
elle condense  l'air  qui  y  est  contenu  ;  elle  lui  coupe 
la  communication  avec  l'air  extérieur,  et  le  réduit 
à  n'occuper  que  l'espace  k  ry  x.  Lorsqu'ensuiie  on 
abaisse  le  piston,  l'air  ainsi  condensé  se  dilate  par 
*on  ressort,  force  l'eau  à  descendré  de  h  r  en  K Rt 
et  à  s'élever  par  conséquent  dans  la  branche  GHQD. 
En  coniinuantlc  même  jeu  ,  on  voit  qu'il  monte  sans 
sans  cesse  de  l'eau  dans  cette  branche ,  et  que  le  jet 
à  l'endroit  du  dégorgeoir  doit  être  continu,  du 
moins  sensiblement. 

91.  H  y  a  des  faiseurs  de  pompes  qui  s'imaginent 
que  le  réservoir 'd'air  augmente  de  moitié  l'effet  de 
la  machine;  car,  disent-ils,  puisqu'alors  le  jet  est 
continu,  la  pompe  doit  donner  deux  fois  autant  d'eau 
qu'elle  en  donneront  .s'il  n'y.  avoit  pas  de  réservoir 
d'air,  et  que  le  jet  fut  intermittent.  Mais  ils  ne  font 
pas  attention  que  le  produit  de  la  pompe  n'est  jamais 
que  la  quantité  d'eau  que  le  piston  soulève  en  mon- 
tant; et  que  la  puissance  motrice  (la  vitesse  du  piston 
demeurant  toujours  la  même  )  emploie  toujours  le 
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même  effort,  soil  qu'elle  fusse  monter  directement 
.celle  eau  jusqu'au  dégorgeoir,  soil,  qu'une  partie  de 
cette  eau  se  répande  dans  le  réservoir  d'air,  d'où 
elle  est  soulevée  ensuite  par  !c  ressort  de  l'air.  Car 
dans  le  second  cas ,  il  faut  tendre  le  ressort  de  l'air 
du  réservoir  Gx;  et  cet  effort,  joint  à  celui  qui  fait 
monter  actuellement  une 'partie  de  l'eau  daas  la 
branché  GIïQD,  épuise  la  force  entière;  ce  qui 
revient  an  premier  cas.  Si  donc  le  jet  csl  continu 
quand  il  y  a  un  réservoir  d'air,  l'eau  sort  avec  une 
vitesse  deux  fois  moindre  qu'elle  ne  sorliroit  s'il  n'y 
avoit  pas  de  pareil  réservoir,  et  que  le  jet  fut  inler- 
mitlcni;  et  le  produit  de  la  pompe  est  toujours  le 
même.  Le  réservoir  d'air  a  donc  simplement  l'avan- 
tage de  procurer  plus  d'uniformité  au  mouvement 
de  la  machine;  èt  de  rendre  le  jet  d'eau  continu, 
ce  qui  est  très-utile  dans  les  pompes  à  incendie, 
parce  qu'un  jet  d'eau  continu  éteint  plus  facilement 
le  feu ,  qu'un  jet  qui  va  par  bonds quoiqu'avec  plus 
de  vitesse. 

92.  On  emploie,  pour  mouvoir  les  pompes,  toutes 
sortes  d'agens,  comme  des  hommes,  des  chevaux, 
des  courans  d'eau ,  l'actian  du  vent,  etc.  Les  petites 
machines  de  ce  genre ,  lellej  que  les  pompes  à  puits 
ou  a  incendies ,  sont  ordinairement  mues  à  bras 
d'hommes.  Lorsqu'il  faut  élever  une  quantité  consi- 
dérable d'eau  ,  'on  multiplie  à  proportion  la  force 
motrice;  cl  pour  qu'elle  exerce  continuellement  le 
même  effort,  du  moins  à  peu-près,  sans  rester  jamais 
oisive,  on  établit  plusieurs  équipages  de  pompes; 


çiG  ■  H  v  d  n  d  s  t  a  t  f  <j  u  r , 
do  manière  que  lorscpr*une  partie  des  pistons  tTes* 
cend,  l'autre  moule.  ■  ■' 
La  régularité  du  mouvement' 'd'une  pompe 
dépend  principalement  du  jeu  alternatif  et.  bien 
combiné  dus  soupapes.  Il  faut  que  ces  pièces  soient 
construites  ei  disposées  de  telle  manière',  qu'elles  ne 
laissent  pas  échapper  l'eau  quand  elles  sont  fermées, 
et-qu'ellcs  /outrent  facilement»  lunKju'èlïes  doivent 
en  effet  s'ouvrir.  Les  détails  de  pratique  sur  cè  sujet 
n'eiilrcut  pas  dans  mon  plan  :  i';.  demalHlcroient  un 
ouvrage  à  part;  les  ouvriers  "cxcelîens  dajis  celte- 
partie  iont  fort  rares. 

■  g4.  Les  tuyaux  des  pompes  souffrent  quelquefois 
des  efforts  très-considérables.  L'expérience  est  le 
meilleur  guide  qu'on  puisse  suivre  pour  eu  déter- 
miner les  épaisseurs.  Lorsque  ces  tuyaux  seront  faits 
avec  des  matières  flexibles,  comme,  par  exemple, 
avec  du  plomb,  du  cuivre,  ou  même  avec  du  fer, 
cl  qu'on  aura  évalué  en  colonnes  d'eau  de  hauteurs 
données,  les  pressions  qu'ils  supportent,  on  trou- 
vera, du  moins  à  peu-prèâ,  les  épaisseurs  qu'ils 
doivent  avoir  pour  no  pa*  crever,  au  moyen  de  la. 
théorie  du  chapitre  IV". 
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CHAPITRE  VIII. 

Continuation  du  même  sujet  :  hauteurs  aux- 
quelles l'eau  s'élève  successivement  dtms  les 
pompes  ;  arrêts  qu'elle  peut  éprouver. 

g5.  Les  différentes  places  qu'on  peut  faire  occuper 
à  la  soupape  donifoule  dans  la  pompe  aspirante, 
sont  plus  ou  moins  favorables  à  l'ascension  de  l'eau. 
Dans  la  pompe  la  plus  ordinaire  de  ce  genre  (Fïg.  5j) 
où  la  soupape  donnante  E  est  placée  à  la  jonction 
uiC  du  corps  de  pompe  avec  le  tuyau  d'aspiration 
j4N,  l'eau  montera  toujours  successivement,  et 
arrivera ,  après  un  certain  nombre  de  coups  de 
piston  ,  jusques  au  corps  de  pompe,  pourvu  que  la 
hauteur  du  tu  van  AN aoil  moindre  que  3s  pieds, 
et  que  l'évacuation  de  l'air  se  fasse  convenable- 
ment (77).  Cette  position  de  la  soupape  E  est  la  plua 
avantageuse  de  toutes  :  elle  a  cependant  l'inconvé- 
nient que  les  cuirs  dont  la  soupape  est  ordinairement 
garnie,  venant  à  se  dessécher  lorsque  la  pompe  reste 
quelque  temps  dans  l'inaction,  il  peut  arriver  que 
la  soupape  E  ne  se  ferme  pas  bien  exactement,  ce 
qui  obligeroit  à  diminuerla  hauteur  du  tuj'au  d'as- 
piration, ou  à  baisser  la  soupape.  Il  3"  a  des  pompes 
aspirantes  où  l'on  place  la  soupape  dormante  en 
JiiV",  au  bas  du  luyau  d'aspiration  /,  pour. que 
«elle  soupape  soit  toujours  noyée;  ce  qui  obvie  à 
Tome  X  G 
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l'inconvénient  dont  nous  venons  de  parler.  Entre 

cas  deux  positions  extrêmes,  que  nous  allons  consi- 
dérer ,  sont  les  positions  intermédiaires  auxquelles 
on  appliquera  sans  peine  les  mêmes  raisonnement 

Quelquefois  la  soupape  donnante  E  étant  placée 
■en  AC,  on  c»  met  aussi  une  autre  en  AIN  :  alors 
celle-ci  fàilsimjplemonl,  par  rapport  à  la  précédente, 
la  fonction  de  soupape  de  stiretè.  Ces  deux. sou  papes 
jouent  en  même  temps  cl  ont  les  mêmes  mouvcnieus 
alternatifs.  -  * 

q6.  Là  solution  des  problèmes  snivans  dépend  de 
ce  principe  :  à  chaque  ascension  partielle  de  l'eau, 
on  après  cnaqite  élévement  du  piston  jusques  en  Kl, 
il  y  a  équilibre  en  tre  la  pression  de  l'atmosphère  sti-r 
la  surface 31N  du  réservoir,  la  force  élastique  de  l'air 
raréfié  et  nfîbîbH,  contenu  depuis.  K I  jnsqu'ù  la 
surface  de  la  colonne  d'eau  élevée  dans  le  tnyau 
iTa>-plnition,  elle  poids  de  cette  même  colonne.  Or, 
pour  établir  clairement  les  conditions  de  cet  équi- 
libre entre  nos  trois  forces  ,  nous  les  réduirons  À 
]a  même  espèce;  et  nous  représenterons  en  consé- 
'qttenec  les  deux  premières  par  des  pressions  de 
colonnes  d'eau,  de,  hanlcirrs  convenables  :  hauteurs 
Titre  Rappellerai ,  pour  aWéger,  kcutteins  dues  aux 
•forces  dont  il  s'agit.  La  hauteur  due  à  la  pression 
'(Te  l'atmosphère  est  constante,  ou  peut  être  sup- 
posée lellc;mais  -lîi'hauleur  due  à  la  pression  ou  à 
la  force  élastique  dé  l'air  intérieur,  successivement 
tàtéBè  et  affaibli,  c^t  variable,  et  dépend  du  degré 
'du  cet  aïïbibiisscmu;:'..  Cula  i'taut  posé,  on  voit  qu'il 
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y  aura  équilibre  entre  les-  trois  forces  don!  il  est 
question,  si  la  hauteur  due  à  Ja  pression  de  l'atmos- 
phère est  égale  à  la  somme  de  la  hauteur  duc  à  la 
pression  de  l'air  intérieur  affaibli,  et  dft  la  Hau- 
teur do  la  colonne  d'eau  élevéodans  le  tuyau  d'as- 
piration au-dessus  (lu  niveau  MN  du  réservoir.  Il 
est  indifférent  d'ailleurs  que  les  pressions  s'exercent 
sur  cîcs  bases  égalés  ou  inégales ,'cdm me  il  est  indif- 
férent, dans  un  siphon,  que  les  deux  branches  soient 
égales  ou  inégales  {19).  ■ 

0,7.  Problème  I.  ÛÊterminer  les  élévations  suc- 
cessives de  l'eau  dans  la  pompe  aspirante ,  en 
supposant  que  la  soupape  donnante  E  soit  placée 
cri  ÀC  au  haut  du  tuyau  d'aspiration. 

Supposons  qu'en  vertu  du  premier  coup  ou  de 
Ja  première  ascension  du  piston,  de  G II  en  KIt 

imaginons  que  le  pislon  demeure  un  instant  en  Kl. 
Alors  la  pression  de  l'atmosphère  ou  de  l'air  naturel 
contre-balance  la  pression  delà  colonne  d'eau  Mu, 
<  L  la  force  de  l'air  dilaté  daùs  l'espace  K  u. 

Î La  hauteur  A lil  du  tuyaii  d'aspiration. .. .  a, 
Le  jeuGK  ou  JK  An  piston  *   5, 
Le  rayon  du  corps  de  pompe  AD  K , 
Le  rayon  du  tuyau  AN  d'aspiration   r, 
Le  rapport  de  lii  circon!'6renre  au  diamètre. .  n, 
La  hauteur  duc  à  ta  pression  dp  l'air  nature!,  h, 
La  hauteur  .titrde  la  colonne  Mu  :  x, 
La  hauteur  dite,  à  la  prtssion  ou  à  la  force 
tloaùiiic  de  l'aie  dilate  dans  l'espace  AT  u . . 

Gij 
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On  mira  d'abord  l'équation  (A),  h=.x-)-yt 
La  hauteur  dûe  à  la  force  élastique  de  l'air  na- 
ture] qui  occupoit  l'espace  A Hf  ayant  l'ascension 
du  piston,  étant  représentée  par  //,  et  cet  air  s'élant 
répandu,  pendant  faspïrafion,  dans  l'espace  Ku, 
la  hauteur  y  due  à  la  l'orcc  élastique  qu'il  a  dans 

ce  second  état,  seiVrenrésonlée  (68)parÀ  X-v7— » 
c'esl-à-dire  qu'on  av\TTiy=k  X  Ôr,  l'espace 

ou  le  cylindre  AN  =  nr'a;  l'espace  Ku  ou  la 
somme  des  cy  1  ï  udres  K  C,  est  —  n  R*  b  -f  n  ^ 
(  o  —  ar).  Ainsi  no;is  aurons  celle  seconde  équation 

Comparant  ensemble  les  deux  équations  {A)  et 
(i1),  el  faisant,  pour  abréger,  =  f,i  +  o  + 
Jcb—p^  on  trouvera, 

Des  deux  valeurs  de  .r  et  de  y,  indiquées  par 

le  doubla  signe,  il  ne  faut  prendre  que  les  valeurs 

indiquées  par  les  signes  inférieurs  ;  "car  chacun» 

.  des  valeurs  de  x  ou  de  y,  doit  cire  moindre  que  /;. 

Or,  si  l'on  employoit  le  signe  supérieur  pour  ,r, 

-,     p  +  V{  PP  —  4  *  A  6) 
on  auroit  —  7-  ■■  y—  —  ..>  n,  ou 


L.'i  1  :  :l'J  L\  C 
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puisqu'on  carrant  chaque  membre  cl  réduisant,  il 
rient  4  ah  o.  Si  au  contraire  on  emploie  le 
signe  inférieur  pour  x,  on  trouvera  que  ïa  valeur 
de  x  est  moindre  que  h;  et  que  la  valeur  cor- 
respondante pour  y,  c'est  -  à  -  dire,  la  quantité 

h  —  „  _  &  b  -+-  \f\  (  *  H-  «  -M  h  )•  —  *  t  A  fi  ] 
 ■  ■  ■■  —  —  ■ — — —  -,eiit^ussï 

■< /i  H- « -î~ -t- ô ,  le  terme  —  i.l-hb  étant  toujours 
négatif.  Par  conséquent  les  deux,  valeurs  de  x  eldej-, 
qui  satisfont  au  probième,  sont  : 

Connoissant  ainsi  les  valeurs  de  x  et  dr  _r,  qnî 
répondent  au  premier  coup  de  piston,  on  trouvera 
semblablemenl  les  valeurs  analogues  qui  doivent 
répondre  successivement  au  second,  au  troisième, 
au  quatrième,  etc.  coup  de  piston.  En  effet,  soit 
My  la  hauteur  de  l'eau  dans  le  tuyau  d'aspiration, 
correspondante  au  second  coup  de  piston,  c'est-à- 
dire,  après  que  le  piston  redescendu  d'abord  de 
Kl  en  GIT,  est  remonté  ensuite  de  G  II  en  Kl. 
Nommons  x>  celte  hauteur,  et  j!  la  hauteur  due 
à  la  force  élastique  du  second  air  afforblï.  Nous 
aurons  d'abord  l'équation,  (C),A  =  x'~{-yi. 

L'air  aflbibii  qui, au  premier  instant  de  la  seconde 
aspiration,  occupoil  l'espace^.-,  et  qui  avoit  alors. 

G  iij 


loi  Htditostattque, 

une  force  élastique  âùe  à  la  hauteur^,  étant  main- 
tenant répandu  dans  l'espace  A^-,  aura  une  force 

élastique  dûs  à  la  hauteur  y  x  — —  ,  ou 

Comparant  ensemble  les  deux  équations  (  C  ) 
Cl  (D),  et  mettant  pour  y  sa  valeur  /( — x  ,  cm 

trouvera  : 

f    i  -   /■-K[jy-'4**&-*.r'A  +  fl-xj] 


II, 


f  _   a  A— p-f  j/[;v>— M/,!—  't.x(/;+a— x}] 


J';ii  pris  les  signes  inférieurs  pour  les  voleurs, 
de  a:'  cl  de  riar  la  même  raison  que  pour  les 
valeurs  de  x  el  de  y.  D  en  acra  de  même  pour  les 
suivantes. 

Semblublemcnt,  si  l'on  nomme  x"  la  hauteur 
de  l'eau  dans  le  tuyau  d'aspiration,  après  le  troi- 
sième coup  de  piston  ;  y"  la  hauteur  due  à  la  force 
élastique  du  troisième  air  affoiblî  :  on  trouvera,  en 
observant  que  x"  ciy'l  dérivent  de  x'  cl  de  y1 ,  siti-* 
vantla  même  loi  que*'  cl  y'  dérivent  de  x  ni*  de  y, 
oïi  trouvera,  dis-je  : 


III. 

Ainsi  de  suite. 


3  }, — 'i-fj/  f  p  p— 4  k  h  6—4  y  (h  +  c— x')  ] 

Sr  =  »  :  " 
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D'irà  l'on  voit  que  si  en  général  on  désigne  par 
mff.l  la  valeur  de  x,  après  le  nombre  n  -+-  i  tic  coi:p3 
de  piston j  par  la  valeur  correspondante  de  jf. 
par  x  t" — *)  la  valeur  de  .r  après  le  nombre  «  de  coups 
de  piston;  par  y1? — 1  )  la.  valeur  correspondante  dey: 
on  aura , 

x[,)  =  ')]  ^ 

y^,.  _  a IMft-^i.t (  ')  fA-t-fl—jt»— O )] 

g8.  Corollaire.  Il  est  évident  qu'an  moyen  des 
équations  précédentes  ,  on  eonnoîtra  ,  après  un 
nombre  quelconque  de  coups  de  piston,  la  hauteur 
de  l'eau  dans  le  tuyau  d'aspiration ,  et  la  force  élas- 
tique de  l'air  enfermé  dans  'a  machine.  On  connofira 
aussi  les  hauteurs  produites  par  chaque  coup  de 
piston  en  particulier,  et  Iss  différences  des  forces 
élastiques  successives  de  l'air  enfermé,  puïsqu'ayatit 
trouvé  x,  x',  x" ,  clc.jj',j)'',,>'" ,  etc,  on  a  les  valeurs 
d-ïs  quantités  a?,  x'  —  xf  xJI  -r  xf  x elcyiyl  - — J',y^ 
—  yl ,  etc. 

En  regardant  le  poids  de  la  soupape  E  comme 
nul  ,  on  formera ,  après  un  certain  nombre  dé 
coups  de  piston,  un  vide  d'air  dans  la  pompe, 
et  l'eau  finira  toujours  par  s'élever  en  E,  pourvu 
que  la  hauteur  j4M  soit  tout  au  plus  égaie  à  ft. 
CtUcproposilion,  qui  est  une  suite  de  l'hypothèse, 
que  la  hauteur  h  duo  à  "la' pression  de  faliri£s- 
phère  est  ici  -4M,  résulte  de  nos  formules'.  Car, 
»i  après  un  certain,  nombre  a  -f-  i  de  coups  de 
G  iv 


io4  Hydrostatique, 

pïslon,  l'eau  s'arrêtoît  dans  le  tuyau  d'aspiration, 
on  auroit  art")   =  *t* — ')  ,  et  par  conséquent 
,n_l)_  F— V^pp— 'it/ib— fat*— OtA+a—yt— *-'])]  m 

3 

d'où  l'on  lire  x'.n~ ')  =  /;,'  et  d'où  l'on  doit  con- 
clure que  si  a  ou  s/M  <[  A ,  l'eau  ne  s'arrêtera  pas 
dans  le  tuyau  d'aspiration,  et  qu'elle  passera  dans 
le  corps  du  poulpe. 

Lorsqu'il  faudra  avoir  égard  an  poids  de  la  sou- 
pape E,  vous  lo  regarderez  comme  celui  d'une 
colonne  d'eau  qui  a  pour  lia.se  l'ouverture  de  la 
soupape,  tl  une  hauteur  donnée  en  conséquence; 
vous  retrancherez  celle  hauteur  de  A,  et  vous  subs- 
tituerez le  reste  A'  à  la  place  de  h  dans  les  calculs 
précédons.  Alors,  tous  les  résultats  qui  ont  lieu  par 
rapport  à  h  seront  aussi" vrais  pour  A',  qu'on  peut 
regarder  comme  la  hauteur  due  à  la  force  extérieure, 
qui  tend  maintenant  à  faire  monter  l'eau  dans  le 
tuyau  d'aspiration ,  puisque  l'effort  de  la  soupape  E 
est  contraire  à  celui  de  la  pression  totale  de  l'atmos- 
phère ci  doit  en  cire  soustrait. 

g}.  Problème  II.  Supposons  maintenant  que,  tout 
restant  d'ailleurs  le  même ,  la  soupape  donnante  E 
soit  placée  en  MN,  au  lias  du  tuyau  d'aspiration: 
on  demande  la  loi  de  l'ascension  de  l'eau  dans  la 
pompe.  . 

En  faisant  monter  et  descendre  alternativement 
le  piston,  l'eau  entrera  dans  le  tuyau  d'aspiralion 
et  s'y  élèvera,  mais  non  pas  de  la  même  maniera 
que  dans  le  cas  précédent.  Elle  pourra  s'arrêter, 
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en  supposant  même  que  la  hauteur  j4M  du  tuyau 
d'aspiration  soi!  beaucoup  moindre  que  M  pieds.  Car 
soit,  par  exemple,  M  t  la  hauteur  à  laquelle  l'eau 
est  arrivée  après  un  certain  «ombre  de  coups  de 
piston  :  comme,  le  piston  éiant  descendu  en  Gif, 
l'air  compris  dans  l'espace  tH  est  devenu  de  l'air 
naturel,  il  peut  se  faire  que  la  force  élastique  de 
cet  air  dilap  lorsque  le  piston  arrive  eu  Kl,  jointe 
à  la  pression  de  la  colonne  d'eau  élevée  dans  le 
tuyau  d'aspiration,  forme  une  somme  ou  une  fore© 
égale  â  la  pression  de  l'atmosphère;  d'où  il  suit  que 
l'eau  ne  pourra  pas  monter  davantage.  Cherchons 
donc  par  le  calcul  la  manière  dont  l'eau  s'élève; 
ce  qui  nous  fera  connaître  les  cas  où  les  arrêts  ont 
lieu. 

Soier.t  Mx,  JtTy,  etc.  les  hauteurs  successives 
auxquelles  l'eau  arrive  dans  le  tuyau"  d'aspiration. 
En  gardant  toutes  les  dénominations  de  l'article  97, 
il  est  évident  d'abord  qu'on  aura  ici  comme  là, 
après  le  premier  coup  de  piston ,  les  doux  équations , 

x  -h  y  =  h  ,y=  -  -  ^_"a_  -  ;  d'où  l'un 'tire, 

x—  -  — , 
  a  h  —p  -\-V{pp  — *4  h k h)  , 

y  _  —  .  -- 

Mais  les  équations  analogues  suivantes  ne  sont 
pas  les  mêmes. 

Tour  les  trouver,  on  observera  qu'au  commen- 
cement de  la  seconde  aspiration ,  l'air  compris  dans 
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l'espace  est  tic  l'air  naturel;  d'où  il  stA  qn« 
cet  air,  après-  la  seconde  aspiration,  étant  répandu 
dans  l'espace     z ,  la  hauteur  due  à  sa  iorew  ëjas— 

hque  sera  A  X  -^j- ,  ou     ^  _hB_—  •  Q." 
A(o— *) 

aura  donc,yî  =   tb  ' V"'  e   comme  011 

a  toujours  *'  +r'  on  trouvera: 

y  —  —   . 

De  même,  en  observant  que  .■»"■  cly"  dérivent  de 
*'  et  dey,  comme  xi  et j'  dérivent  de  x  ety,  oa 
trouvera  : 


Et  en  général , 

_    a/'~ P  +  WPP  —  'jthb  —  khxV--  ■)) 

Maintenant,  supposons  que  l'eau  s'arrête  après 
Je  nombre  .n  +  1  de  coups  de  piston;  on  aura 
alors  *W  et  par  conséquent 

d'où,  l'on  tire 

a  -4-  h  b  4-  K  [  (  «  ■+  *  >>  ■  *  —  4  ■  *  *  s  1 
u  _  =  
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et  d'où  l'on  voit  qu'à  rauscilu  double  signe,  l'eau, 
s'arrêtera  en  de-ux'  endroits,  lorsque  la  quantité 
radicale  sera  réelle  :  condition  qui  exige  que  l'on  ait, 
ou  (fl-t-.ii)3  ~  4  Ihù,  ou  (<ïH-A4)1>4  hhb. 
Dans  la  première  ii3Tpothèse ,  les  deux  valeurs  de 
xi"— -0  sont  égales,  cl  l'eau  ne  s'arrête  qu'en  i:n  seul 

endroit,  auquel  répond  la  valeur  xi" — 0=       *&  : 

dans  la  seconde,  l'eau  s'arrête  en  deux  endroits  aux- 
quels répondent  les  deux  valeurs  de  art™ — 0.  Si  la 
quantité  radicale  est  imaginaire,  il  n'y  a  point  d'arrêt ' 
a  craindre.  Éclair  cissons  cette  théorie  par  un  ou  deux 
exemples.        '  • 

100.  Exemple  I.  Soient  h  =  32  pieds  j  a  =  20 
pieds;  b  =  4  pieds;  h  =  1,  du  le  rayon  du  tuyau 
d'aspiration,  égal  à  celui  du  corps  de  pompe,  de 
manière  que  ces  tuyaux  n'en  forment  qu'un  seul. 
On  trouvera  pour  x^n  ') ,  ces  deux  valeurs, 
Osa 8  pieds}  «(*—»>= 16  pieds.  Ainsi  il  y 
a  d'abord  un  arrêt , "quand  l'eau  dans  le  tuyau 
d'aspiration  est  arrivée  à  8  pieds  de  hauteur  au- 
dessus  de  MN~.  Si  alors  on  verse  par  en  haut  de 
l'eau  dans  la  pompe,  en  soulevant,  par  exemple,  . 
avec  un  crochet  la  soupape  t,  cet  arrêt  subsistera 
tant  que  la  hauteur  de  l'eau  dans  le  tuyau  d'as- 
piration sera  moindre  que  ifi  pieds,  ou  ne  sur- 
passera pas  16  pieds ^ mais  passé  ce  point,  il  n'y 
a  plus  d'arrêt.  Tout  cela  est  aisé  à  voir  immédia- 
tement :  car  dans  l'intervalle  de  8  pieds  à  16  pieds, 

{ 
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,1a  hauteur  de  la  colonne  d'eau  aspirée  el  la  hau- 
teur due  à  la  force  élastique- de  Pair  intérieur, 
forment  une  somme  ^>  'ô-±  pieds  ;  mais  la  somme 
analogue  est  <  'ô?  pieds  ,  dans  l'intervalle  de  16 
pieds  à  20  pieds  d'où  commence  la  course  du  piston. 

J01.  Exemple  II.  Soient  //-  =  3?  pieds;  a=.  i5 
pieds;  b~2  pieds  ;  £  =  4.  On  trouvera  ces  deux 

,                              33  +  K65.  , 
râleurs,  a-i"     ')  =  :  .  L  eau  s  arrêtera 

donc  en  deux  endroiLs.  Mais  si  tout  restant  d'ail- 
leurs le  même,  on  iaisoil  £  =  6,  il  n'y  aurait  point 
d'arrél;  il  n'y  en  auroit  point  non  plus,  si  conti- 
nuant de  laisser &  =  4,  on  faisoil  b  =  4  pieds ,  etc. 

102.  Corollaire.  On  voit,  par  ces  calculs,  les 
in  co  rfvé  ni  eus  de  placer  la  soupape  donnante  en 
MN.  Il  esl  vrai  qu'alors  ,  étant  toujours  noyée  dans 
l'eau  ,  elle  est  moins  exposée  à  dépérir  qu'elle  ne 
scroil  dans  l'air.  De  plus,  sa  pesanteur  diminuée 
par  l'eau,  oppose  peu  de  résistance  à  la  pression 
de  l'ai  Biosphère  j  mais  par- là  même  elle  peut  balof ter 
dans  l'eau  ,  cl  ne  pas  joindre  Iiicn  exactement  les 
parois"  du  trou  qu'elle  doil  bouclier.  Il 'vaut  donc 
beaucoup  mieux  établir  la  soupape  dormante  E  en 
j4  C  qu'en  MN  ;  sauf  à  prendre  les  précautions 
nécessaires  pour  empêcher  que  les  cuirs  de  celle 
soupape  ne  viennent  à  se  dessécher.  On  doit  aussi , 
dans  tous  les  cas ,  prendre  des  précautions  sem- 
blables poui'îa  soupape  mobile ,  porlée  par  le  piston. 

jo3.  Scholic.  11  est  facile  d'appliquer  la  màme 
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théorie  à  la  pompe  foulante ,  et  à  la  pompe  aspi- 
rante' et  foulante. 

La  pompe  foulante  (  Fig.  38  )  n'est  sujette  *au-  ■ 
cira  arrêt,  lorsque  la  soupape  dormante  E  trempe 
dans  l'eau  du  réservoir.  Mais  si  celle  soupape  étoit  , 
placée  au-dessus  de  la  surlace  MN  du  réservoir, 
par  exemple  en  rs,  à  une  hauteur  ii,  telle  quo 
l'espace  intérieur  ^4Csr  fût  plus  grand  que. le 
volume  d'eau  que  le  piston  soulève  en  montant 
depuis  KJ.  jusqu'en  GII  .*  alors  il  pourrait  se  fair* 
que  l'eau  ne  pût  arriver  en  rs ,  et  qu'elle  s'arrêtât 
quelque  part  au-dessous  de  celle  ligue.  Car  Sup- 
posons que  par  la  première  élévation  da  piston, 
l'eau  arrive  en  ttz  :  en  ce  moment  l'air  compris 
depuis  la  surface  de  cette  'eau  jusqu'en  rs,  est  d» 
l'air  naturel  qui  se  dilate  et  s'alïbibli!  quand  lepîsloii 
descend  ;  ainsi  de  suite  alternativement,  pendant 
tout  le  temps  que  le  piston  joue.  Lorsque  le  pistou  • 
descend ,  la  colonne  d'eau  ^4.  z  est  poussée  de  haut 
en  bas  par  sou  propre  poids ,  et  par  la  force  élasliquti 
de  l'air  conlenu  dans  l'espace  us  :  de  telle  sorte 
que  la  résultante  ou  la  somme  de  ces  deux  forces, 
fait  équilibre  à  la  pression  de  l'atmosphère  sur  la 
surface  MN  du  réservoir.  Or,  puisque  la  colonne 
d'eau  j4  z  monte  avec  le  pislon  et  descend  avec 
lui;  .s'il  arrive  (ce  qui  est  évidemment  possible), 
que  d'un  coup  de  piston  au  suivant  la  ilescente  de 
la  colonne  d'eau  ^4z  soit  égale  à  sa  montée,  elle  ne 
pourrajamais  atteindre  rs.  11  y  aura  donc  alors  ce 
qu'on  appeiie  arrêt ,  dans  la  msciiine.  Le  calcul  dos 
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élévations  successives  de  l'eau  cl  de  6e» arrêts,  se 
f.iil  exactement  de  la  môme  manière  que  pour  la 
poulie  aspirante. 

Dans  la  pompe  aspirante  et  fonlanle,  il  peut  se 
irouvLT  également  des  arrêts  qu'on  déterminera  tou- 
jours par  les  mêmes  moyens,  soit  que  l'aspiration 
se  fasse  quand  le  piston  monte  {Fig.  'M)},  ou  qu'elle 
ai* Heu  quand  le  piston  descend  {IjSg.  -io  ).  On 
doit  se  souvenir  dans  Ions  les  cas  que  la  force  élas- 
tique de  l'air  diminue  en  même  raison  que  son 
volume  augmente. 

Je  finis  par  un  problème  qui  pourra  avoir  son 
utilité  dans  la  pratique. 

10.4.  Problème.  Déterminer  l'ascension  de  l'eau 
dans  le  tuyau  montant  d'une  pompe,  quand  die 
y  est  poussée  par  l'art  ion  d'une  manivelle  triple, 
combinée  avec  la  pression  de  l'atmosphère. 

Soit  _V MNC  (Fig.  42),  un  tuyau  vertical, 
plongé  dann  l'eau  MN  d'un  réservoir,  et  portant 
trois  corps  de  pompe  égaux,  dans  lesquels  jouent 
trois  pisînns  par  le  moyen  de  trois  leviers  R(^} 
TY,  £XTes  leviers  reçoivent  eux-mêmes  le  mou- 
vement de  trois  chaînes  ou  de  trois  autres  leviers 
RB,  TK,  Sfl,  dont  les  extrémités  B,K,  H, 
formant  les  sommets  d'un  triangle  éqnikléral  BKH, 
ou  ce  qu'on  nomme  la  manivelle  triple ,  tournent 
circulaircment  autour  du  centre  O  de  ce  triangle. 
La  roue  lïKDH  est  mue  par  un  agent  quelconque, 
tel,  par  exemple,  qu'un  courant  d'eau  qui  la  fait 


DigitizGd  by  Google 


C  n  A  f  i  t  ï  i  VIII.  ni 
former  dans  le  sens  BKVIf.  La  'disposition  et 
ïe  urouvement  des  soupapes' sont -les  mêmes  pour 
chaque  corps  de  pompe ,  que  dans  la  pompe  aspi- 
rante ordinaire.  Nom  plaçons  les  soupapes  dor- 
tfia/ités  E,  E'! ,  E'I  irarsédiatement  à  la  jonction 
de  chaque  corps  de  pompe  avec  le  tuyau  d'aspi- 
ration siMNC. 

Imposition  dos  points  d'appui  des  trois  leviers 
Ry>  TY,  SX,  est  imlifïërente,  quant  aux  prin- 
•cipes  d'où  dépend  la  solution' du  problème;  mais 
■pour  simpiiiier  le  discours  et  les  expressions  du" 
-calcul ,  nous  supposons  que  cçs  ,nppuis  sont  dans 
les  milieux  des  leviers  :  do  sorte  qne  la  levée  d» 
■chaque  pislon  est  é^alo  au  diamètre  du  cercle  que 
décrit  la  manivelle. 

Quelle  que  puisse  être  la  situation '.initiale  de  la 
manivelle,  il  est  clair  qu'alors 'l'air  compris  dans 
le  tuyau  d'aspiration  et  dans  le  corps  de  pompe, 
vst  de  l'air  nature!.  Quand  ensuite  on  fait  tourner 
la  manivelle,  l'air  compris' dans  le  tuyau  d'aspi- 
ration, et  dans  le'corps  de  pompe'  dont  le  pislon 
monte,  se  raréfie  ou  se  dilate,  seulement  parce  que 
ce  pislon  monte  :  im  piston  qui  s'abaisse,  donne 
l'enlrée  a  l'air  extérieur 'dans  l'espace  compris  entra 
«a  soupape  mobile  et  sa  soupape  donnante.  T.A 
leffct,  lorsqu'un  piston  quelconque  monte,  sa  sou^- 
■pape  mobile  est  fermée  et  sa  soupape-dormante  est 
'ouverte  :  le  contraire  arrive  pour  un  piston  qui 
descend. 

Supposons  d'abord  qu'au-premicr  instant  le  coiidfc 
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B  de  ia  manivelle  soil  placé  ù  l'extrémité  supérieure 
du  diamètre  vertical  BD  de  la  rouef  et  que  par  > 
conséquent  là  ligne  horizontale  KH ,  qui  joint  les 
deux  autres  coudes  de  la  manivelle,  divise  le  rayon 
O  D  eu  deux  parties  égales.  En  cet'  inslanl ,  la  sou,- 
pape  mobile  F  louche  ou  peut  élre  censée  loucher 
la  soupape  dormante  £;'et  les  soupapes  mobiles 
F' ,  F"  sont  chacune  distantes  de  leurs  soupapes 
dormantes  El,  E" ,  d'une  quantités  BG.  Soient 
les  pointa  Q,  M,  les  milieux  des  arcs  BK ,  BH  ,• 
■  et  soit  menée  la  droite  QAI  ;  la  circonférence  de 
la  roue  se  trouve  ainsi  partagée  en  six  parties  égales 
BQ,  QK,  KD\  DH,  HM,  MB;  et  on  a 
BL  =  DG.  Comme  les- coudes  B,  K,  H  de  la 
manivelle,  en  s'abaïssant  ou  en  s'élevanl,  ibnl  au 
contraire  monter  ou  descendre  les  pistons,  on  voit 
que  lors  qu'après  .un  sixième  de  révolution,  B  est 
arrivé  en  Q,  K  en  D ,  H  en  M;  le  pislon  cor- 
respondant à  B  sera  élevé  d'une  quantité  égale  à 
BL;  le  pislon  correspondant  à  K,  déjà  élevé  de 
Ja  Quantité  BG,  s'est  élevé  encore  de  îa  quantité 
GJJ;  enfin  le  piston  correspondant  à  H,  d'abord 
élevé  de  la  quantité  BG,  s'abaisse  de  la  quantité 
G L.  On  voit  aussi  que  l'air  intérieur  venant  à  se 
dilater,  Veau  s'élève  à  une  certaine  hauleur  JSlr 
dans  le  tuyau  d'aspiration.  Or,  puisque  la  dilatation 
de  l'air  intérieur  ne  s'opère  que  par  l'ascension  des 
pistons,  il  s'ensuit  que  si  l'on  nomme  n  le  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre;  m  le  rayon  du 
tuyau  d'aspiration;  ri  le  rayon  de  chacun  des  [rois 
corps 
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corps  cle  pompe;  il  s'ensuit,  dis-je,  que  la  portion 
d'air  intérieur  qui  au  premier  instant- occupoit  un. 
espace  représenté  par  Tlm*  X  j4Rl-\-Xlna  X  JÎG , 
et  la  seule  qui  se  dilate,  occupe  à  In  fin  du  sixième 
de  révolution  un  espace—  Tlm*  X  -rfr+n  n3  X 
[S  D-\-  B  L).  Dans  ce  second  étal,  h  force  élas- 
tique de  l'air  ainsi  dilaté,  jointe  an  poids  de  la  co- 
lonne d'eau  rN ,  doit  faire  équilibre  à  la  pression 
de  l'atmosphère.  Ainsi  on  pourra  déterminer,  par 
la  méthode  de  l'article  97,  la  hauteur  Air;  après 
le  premier  sixicthc.de  révolution.  On  déterminera 
de  même  la  hauteur  Ait  de  l'eau  après  le  second 
sixième  de  révolution ,  en  considérant  qu'aussi-tôt 
que  le  coude  À",  maintenant  en  JJ,  passe  ce  point, 
la  porlïon  d'air  dilaté  qui  est  demeurée  dans  l'in- 
térieur de  la  pompe,  et  qui  dès  ce  moment  se  réduit 
à  la  quantité  n  m''  X  si  r+  n  n3  X  lî  L,  passe  au' 
volume  nm*  X  j4t~\~  n  n%  X  BG,  quand  le  point 
K  arrive  en  II;  ainsi  de  suite.  '  * 

En  général ,  qu'au  premier  instant  lus  (rois  coudes 
de  la  manivelle  soient  placés  aux  points  b,  k,  h. 
Menez  an  diamètre  vertical  B  D  les  perpendicu- 
laires bf,  hg^  hi.  Puis  cherchez  d'ahord  la  hau- 
teur Mu,  à.  laquelle  l'eau  s'élève  dans  le  tuyau 
d'aspiration,  pendant  que  b  va  eu  Q,  i  en  S, 
h  en  M.  Or,  dans  cet  intervalle  de  temps,  la  por- 
tion d'air  naturel  intérieur  qui  vient  à  se  dilater, 
et  qui  occupoit  un  espace  représenté  par  nra'X 
si Af-i-  n  n3  X  {B  f-++Bg),  finit  par  occuper  un 
espace  =  T\  m*  Xsiu~^Un3  X  (BD~±-BL).  Au 
Tome  L  *     H  . 
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moment  .que  le  pain!  À'  pa-se  le  poiu!  D  ,  la  portion 
d'air  intérieur  dilaté  se  réduit  à  la  quantité  n  m3  X 
^/«-l-nn3  X  BL;  fi  quand  le  point  K  arrive 
en  II ,  elle  passe  nu  tolume  n  m1  X  y/ï+n»1 
X  B  G,  la  hauteur  Mz  étant  alors  celle  de  l'eau 
dans  le  tuyau  d'aspiration;  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  d'exprimer analytiquemenl  les  ascen- 
sions progressives  de  l'eau  dans  le  tuyau  d'aspiration, 
et  de  .s'apurer  par-là  si  elle  arrivera  ou  non  aux 
corps  de  pompe.  I.e  détail  de  ces  calculs  me  mène- 
rait trop  loin. 

Les  même*  principes  s'appliquent  à  l'action  des 
manivelles  plus  compliquées.  La  manivelle  triple 
est  le  plus  en  usage. 


CHAPITRE  IX 

Des  densiléS  do  l'atmosphère  à  différentes 
hauteurs  :  usage  du  Baromètre  pour  déter- 
miner les  différences  de  ces  hauteurs. 

Iû5.  Les  couches  inférieures  de  l 'a  fm  os  pli  ère  por- 
tant le  poids  des  couches  supérieures,  l'air  doit 
avoir,  par  celle  cause  seule,  une  plus  grande  densité 
et  une  plus  grande  force  élastique  dans  les  lieux 
bas  que  dans  les  lieux  élevés.  Si  l'on  connoissoit 
exactement  la  toi  suivant  laquelle  il  se  comprime, 
ou  se  dikUe  d'un  point  à  l'autre,  ou  pourrait  dé- 
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terminer,  ou 'par  l'état' de  l'air  en  un  endroit  quel- 
conque ,  la  hauteur  de  cet  endroit  au-dessus  d'un 
niveau  connu,  tel,  p.ir  exemple,  que  celui  de  la 
merj  ou  réciproquement,  l'état  do  l'air,  par  la 
hauteur..  L'an  de  cc,i  problèmes  est,  comme  on 
voit,  l'inverse  de  l'autre;  et  fa  Géométrie  fournit 
toujours  des  moyen»,  an  moins  approchés,  pour 
déterminer  la  chose  inconnue  dans  ces  sortes  de 
questions. 

106.  Problème.  Trouver  une  équation  entre  les 
densités  île  deux  point*  de  l'atmosphère,  la  'dif- 
férence de  leitts  hauteurs,  et  la  pression  de  l'air. 

Soient  ^4  B  {Fig.  i'fi)  une  colonne  verticale  de 
l'atmosphère,  dont  le  point  le  plus  élevé  j4  est  sup- 
posé donné  de  position  ;  Q  un  point  quelconque 
indéterminé;  MBWua  niveau  connu.  Supposons 
la  gravité  =  g*  j  la  pression  que  l'air  environnant 
exerce  en  tous  sens' sur  le  point  Q—p;  A  Q—q ; 
BQ  =  x;  la  densité  connue  de  l'air  en  B—Df 
la  densité  de  l'air  en  Q  =  <p,  laquelle  est  une  fonc- 
tion de  D  et  de  la  hauteur  B  Q  ;  elle  peut  ren- 
fermer encore  dans  son  expression  une  quantité 
dépendante  de  la  chaleur  en  y,  ou  de  quelque  autre 
qualité  pliy^que.  Il  est  clair  que  le  poids  du  filet 
jÎ  Q  est  fgçdq  ;  et  comme  ce  poids  doit  être  en 
équilibre  avec  la  pression  p  de  l'air  environnant,  on 
aura  l'équation  p=fg$dej ,  ou  ,  en  différenciant , 
dp=g$dçi  ou  (en  mettantpourrfy  sa  valeur — dx)t 
dp^= — g$dx.  La  nature  de  la  l'onction  a  étant 
•  H  ij 
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donnée  c!  substituée  dans,ccite  équation,  on  déter- 
minera ensuite,  par  les  méthodes  ordinaires,  soit 
P  en  x  au  <f ,  soit  #el  <p  en  p. 

107.  Corollaire  I.  Lorsque  l'air  se  condense  uni- 
quement par  son  propre  poids ,  et  abstraction  faiîo 
de  toutes  les  causes  qui  peuvent  troubler  la  loi  natu- 
relle de  celte  condensation,  la  densité  d'une  couche 
quelconque  esl  proportionnelle  à  la  pression.  Doue, 
en  nommant  JP  la  pression  de  l'air  en  B ,  et  sa  densité 

étant  D,  on  aura  alors  P+  D     p:  <t=^—~—  ; 

g  J>  p  d  x 

et  par  conséquent  rf/>  —  —  ,  ou 

dx  =   X  — — - — ,  dont  l'intégrale  est 

gD  P 

x  =  C  X  log.  p.  La  constante  C  doit 

être   telle  qu'en  faisant  a;  =  0 ,  on  ait  p  =  P; 

donc  C=-^-  X  log.  P.  Ainsi  x=~jyX  log.  (y-)- 

Maintenant,  les  pressions  P  et  p  pouvant  être 
exprimées  par.  les  poids  des  colonnes  de  mercure 
qui ,  dans  le  Baromètre ,  répondent  aux  points  li 
et  Q,  si  l'on  nomme  H  et  h  les  hauteurs  de  ces 
colonnes  ,  <f-  la  densité  du  mercure  ;  on  aura 

P=g£TJl;p=:ghJl:&oncx= ~-  X  log.  (~) - 
Or  ,  dans  celte  expression ,  x  exprime  le  loga- 
rithme du  nombre  f—^— Y  dans  un  système  do 
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logarithmes  'dont  le  module  est  -^~-r 'désignons 

par  L  .  (~^-^  1Q  logarithme  du  même  nombre,, 
dans  le  système  des  Tables  logaril]imiqwe.sj)rdi- 
'n  aires',  où  le  nombre  fondamental  est  10,  cl  ie 
module,  o,i'5i?g4i  que  je  nomme  r,i  pour  ahré- 

■  ger;  on  aura,  comme  on  Bail,  x  :  L  .  y-^ 
II  t         ' ,  .  II  t          _     /  U  \ 

ou  x  =  — ^p—  X  ('£  .  II—  L  .h  ).  Par  où  l'on 
voit  qu'en  prenant  dans  les  Tables  ordinaires  le 
logarithme  du  nombre  ^ — 7~ ^  1  0,1  'a  différence 
des  logarithmes  do//ctdc/i,-  puis  multipliant  celle 


tcut*  du  point  Q  au-dessus  du  point  B.  'Si  l'on 
considère  donc  ce  dernier  point  comme  celui  par 
rapport  auquel  on  veut -déterminer  la  po,siiio:i  de 
plusieurs  autres  lieux,  la  question  est  d'abord  de 
trouver  le  coélîicicnt  — — . 

108.  Corollaire  IL  Prenons  pour  base  de  cette' 
détermination,  avec  lîougucr  (  Mdm.de  V  AccaI. 
année  iy53,  pa^e  5i5  ),  qu'en  Amérique,  à  Cara- 
bonrou,  extrémité  septentrionale  de'Ia  première 
base  des  triangles  qui,  dans  celle  partie  du  monde, 
ont  servi  à  dé^rrr.incr  la  ligure  de  la  Terre-,  le 
liiij 


"11S  Hydrostatique, 
mercure  se  tenoll  dans  le  Ijaromêlre  à  21  pouces 
2  lignes  £,  et  qu'au  soinincJ  de  la -montagne  «le 
Pitcltinclid ,  il  se  lenoil  à  j5  pouces  n  lignes 5  et 
quc'par  un?  me-sure  ^éomélrique,  le  .second  posta' 
se  trouvé  plus  élevé  que  le  premier,  de  i2o3 
loises.  Regardant  donc  ici  le  point  H  comme  Cara- 
bourou ,  cl  le  point  Q  comme  le  t-oinmet  de  Pit- 
chincha  :  nous  avons  .r  —  1308  loiïcsj  Il  =  21  • 
pouces  2  lignes  —  254,75  lignes 5  h  —  i5  pouces 
ii  lignes  =  191  lignes}  L  .  //  =•  2,401)1,142  ; 
i.Â  =  3,38u834j  L.H—L.  h  —  ofi25o8o8. 

Par   conséquent   on   aura   1208  —   -jj-^  

X  0,l25o8o8ï  d'où  l'on  fire  -~ -~  =  yî)58  toises 

à  peu-pre».  Ainsi  noire  formule  générale  deviendra 
tt  =  g058  (  L  .  II — L  .  h  );  et  en  l'appliquant  à 
des  exemples,  il  ne  faudra  pas  oublier  que  le  coef- 
ficient g658  exprime  toujours  des  loises.  Quant  aux 
hauteurs  //,  h  du  mercure  .dans  le  Baromètre ,  aux 
deux  endroits,  on  les  exprimera  en  mesures  de  la 
même  espèce,  par  exemple,  en  lignes. 

109.  Exemple  I.  On  demande  la  position  d'un 
village  nommé  jflaiissjr  ,  situé  au  pied  de  la 
montagne  de  Choussai,  par  rapport  à  Carabourou , 
en  supposant,  comme  Godtn  l'a  observe',  que 
le  mercure  dans  le  Baromètre  se,  tenait  dans  ce 
village  à  21  pouces  1  ligne  '-. 

Onafl-  354,75  lignes  j  h  ~  253,25  lignes; 
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£  .  H — L  .  h  —  p,obi5()i8.  Donc  x  ~  toises 
à  peu-près,  li  au  leur  d'ilaussy  au-dessus  de  Cara- 
bourou ;  ce  „qni  s'accorde,  à  très-peu  de  chose  près, 
avec  lu  mesure  géométrique-  .  * 

no.  Exemple  II.  On  demande  la  position  (Tu 
sommet  de  tw  montagne  de  Chaussai ,  par  rapport 
à  Carabotirou,  en  supposant  que  te  mercure  se 
tenait  dans  h  Baromètre,  au  sommet  de  Chaussai, 
à  17  pouces  10  lignes  ,  comme  Godin  l'a 
observa. 

On  a  II  =  254,75  lignes;  /:  =  2i4,5  lignes; 
L .  H  —  L  .  h  —  0,07468695  dont  x  —  722,95  ' 
toises  environ,  hauteur  du  sommet  de,.  C houssai 
au-dessus  d,e  Carabotirou  ;  ce  qui  est  sensiblement 
conforme  à  la  mesure  géométrique. 

111.  Remarque  I.  Borgucr  a  fait,  par  rappntl  à 
l'usage  de  la  formula  précédente,  une  observation 
arithmétique  qui  est  utile  pour  abréger  la  pratique 
du  calcul.  Elle  se  réduit  à  prendre  la  différence  des 
logarithmes  des  hauteurs  où  le  mercure  se  lient  dans 
le  Baromètre  aux  deux  endroits  dont  on  veuj  con- 
noitre  la  position  respective;  à  avancer  de  quatre 
rangs  vers  la  droite  la  virgule  décimait  de  cette 
différence;  à  regarder  le  nombre  ainsi  résultant 
comme  exprimant  des  loises  ;  et  enfin  à  retrancher 
de  ce  même  nombre  sa  trentième  parlie  :  le  reste 
exprimera,  à  très-peu  de  chose  près,  l'élévation 
d'un  lieu  au-dessus  de  l'autre.  Ainsi,  dans  ie  premier 
des  deux  exemples  préeédens,  la  di  if"  renée  des  loga- 
•  H  iv 
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ïithmes  des  hauteurs  du  mercure,  dans  le  Baro- 
mètre au  village  d'Alaussy  <-t  à  Carabouroii,  étant 
0,003564&>,  vous  avancerez  la  virgule  décimale  de 
quatft  rangs  vers.  la  droite;  ce  qui  vous  donnera 
35,648  que  vous  rogirderez  comme  exprimant  des 
toisas  ;  vous  prendrez  la  trentième  partie  de  ce 
nombre,  laquelle  est  6,855  ;  vous  la  retrancherez  de 
25,648  j  le  reste  34,793  luises  sera  sensiblement  la 
hauteur  d'AIaussy  au-dessus  de  Carahourou.  De 
même,  dans  le  second  excmple,*la  différence  des 
logarithmes  des  hauteurs  du  .mercure  dans  le  Ba- 
romètre à  la  montagne  de  Chou.ssui  et  à  Carahourou, 
étant  0,0746869;  au  licu.de  ce  nombre,  vous  pren- 
drez 746,869  loiics,  donl  retranchant  la  trentième 
partie,  restera  721,974  toises  pour  la-hauteur  do 
Chaussai  au-dessus  de  Carabourou- 

La  raison  de  celle  pratique  est  fncile  à  découvrir  :  ' 
car  si  dans  la  formule  x  —  gl^58  (/,//  —  £  .  h  ), 
où  le  facteur  g658  exprime  des  toises,  au  lieu  de 
ce  facteur,  on  emplojoil  le  facteur  10000  toises, 
qui  est  un  peu  plus  grand;  le  produit  de  ce  dernier 
i'acLeur,  par  la  différence  des  logarithmes  des  hau- 
teurs du  mercure  dans  le  Baromètre  aux  deux  en- 
droits comparés ,  scroit,  dans  noire  premier  exemple, 
35,648  toises,  nombre  un  peu  trop  grand.  Retran- 
chant de  ce  nombre  sa  trentième  partie,  il  vient 
34,793  toises,  ce  qui  est  à  peu  de  chose  près  le 
résultat  qu«  la  formule  donne  immédiatement,  li- 
en sera  de  même  pour  le  second  exemple  cl  pour  • 
tous  les  autres. 

• 
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112.  Remarque  II.  Nous  ferons  en  passant  une 
observation  qui  se  présente  par  rapport  à  Vexpé-s 
riencc  de  la  pompe  ctc  S^ville.  1  a  hauteur  à  laquelle 
l'air  qui  entre  par  le  trou  E  {  Fig,  '61  J  soutient  la. 
colonne  d'eau  £  T,  se  détermine  par  la  méthode 
précédente;  car  il  est  évident  que  la  colonne  d'eau 
£  T  peut  être  regardée  comme  un  poids,  qui  réagit 
contre  l'air  inférieur  qui  la  pousse  :  il  n'est  pas 
moins  clair  que  ce  poids  feroit  équilibre  à  la  pres- 
sion de  l'atmosphère  en  HP.  Supposons  donc,  par 
exemple,  que  d'ans  le  lieu  ^Aii  se  l'ail  J'expcrience, 
la  pression  de  l'atmosphère  soulicnnc  l'eau  à  ?ii 
pieds  île  hauteur,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le 
mercure  à  28  pouces  dans  le  Baromètre,  et  que  la 
colonne  d'eau  £'7"soil  de  24  pieds,  ou  équivalente 
à  une  colonne  de  mercure  de  même  baie  et  de  21 
pouces  de  hauteur.  La  question  proposée-  revient  a. 
ceci.  Ou  sait  que  dans  un  lieu  ^4  le  mercure  se 
sou  lient  à  28  pouces  dans  le  Baromètre;  on  demande 
la  hauteur  d'un  lieu  R  où  le  mercure  se  soutiendra 
à  3  I  pouces.  On  trouve  le  lieu  R  plus  élevé  que  le 
Yieu^t ,  de  1217  toises  à  peu-près.  La  eolorne  d'eau 
E  T  s'clèveroit  donc  à' cette  hauteur,  si  elle  De 
donnoil  point  de  passage  à  l'air  à  travers  sa  masse, 
et  si  le  frottement  le  long  des  parois  du  lujau  11e 
lui  opposoit  peint  de  résistance. 

1 13.  Scholie  I.  Si  dans  la  formule  a-  =  — 

{  L  .  II —  L  .  h  ),  l'inconnue  ,  au  lieu  d'être  x, 
étoit  l'une  des  autres  quantités  <f ,  D ,  H,  À,  cette 
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inconnue  se  (rouveroil  scmblablement,  [oui  le  reste 
cl;* u"t  donné.  !'ar  exemple,  supposons  que  l'on  eon- 
noiase  immédiatement',  ou  par  une  défermination 
trigonomélrique,  la  hauteur  B  Q  (.y)  du  point  Q 
au-dessus  de  B{Fig.  45);  que  de  plus  un  ait  observé 
et  marque  ifs  hauteurs  //  el  /;  du  mercure  dans  le 
Baromètre,  aux  lieux  B,  Q  ;  on  demande  le  rapport 
■■   ■  .  de  la  densité  J  du  mercure  à-Ia  densité  D  de 


l'air  en  B.  En  regardant  ce  rapport  comme  Tin- 

comme,  on  irom-cra  /<(/,.X<..«)  ' 

nombre  absolu ,  puisque  x  et  II  sont  des  qu'an  lit  es 
de  même  espèce,  ou  réductibles  à  la  même  espèce, 

et  que  m  ,{L.  II—  L  .J;  )  ou  L  .  — ~  ,  sont  des 
nombres  absolus. 

114.  Scholic  II.  De  tous  les  moyens  qu'on  peut 
employer  pour  parvenir  à  la  connoissanee  de  la 
hauteur  respective  des  montagnes ,  ou  de  leur  élé- 
vation au-dessus  d'un  niveau  connu ,  tel  que  celui 
de  la  mer,  il  n'en  existe  aucun  qui  âpproclie  par  la 
simplicité,  de  la  méthode  proposée.  Malheureuse- 
ment lés  résultats  qu'elle  donne  sont,  en  plusieurs 
cas,  trop  éloignés  delà  vérité,  ou  des  déterminations 
lïrées  des  mesures  géométriques,  pour  qu'on  puisse 
adopter  généralement  en  sûreté  l'usage  de  celle 
méthode.  Tâchons  d'indiquer,  an  moins  d'une  ma- 
nière approchée,  les  sources  d'erreur  el  les  remède* 
qu'on  y  peut  apporter. 


Du  iizod  b,  Ci 
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.1.  Nous  avons  vu  (IS7),  cl  on  en  a  une  fonîe  d'au- 
tres preuves  expérimentales  ^  que  l'air  se  comprime, 
suivant  la  proportion  ''es  poids  dont  il  est  chargé, 
on  que  la  force  expansive  d'one  même  ma^sc  d'air, 
réduite  à  occuper  successivement  d.ifférens  volumes, 
suit  te  rapport  inverse  de  ces  volumes,  on  le  rap- 
port direct  des  densités  qu'elle  a  dans  ces  diffère  lis 
étals.  Les  modifications  que  cette  loi  peut". éprouver 
dans  les  cas  extrêmes  (7?),  n'ont  pas  lieu  ici,  même  ' 
pour  les  plus  liantes  montagnes  de  la  terre;  car  les 
dilatations  ou  condensations  de  l'air  J  demeurent 
toujours  entre  des  limites  qui  ne  peuvent  altérer 
la  règle.  De  celle  première  loi,  il  en  choit  résulter 
nécessairement  une  seconde  :  savoir,  qu'une  mémo 
colonne  d'air  de  l'atmosphère  étant  composée  de 
conches  pesantes,  dont  les  supérieures  pressenties 
inférieures ,  comme  si  elles  forinoicnl  une  pile  ver- 
ticale d'écus  posés  les  uns  sur  les  autres  ;  la  force  , 
expansive  ou  élastique  de  l'air  en  chaque  endroit 
de  la  colonne  suivra  exactement  le  rapport  des 
'.densités,  pourvu  que  Y  intensité  Âx}  ressort  de- 
chaque  couche  soit  la  même  sur  toute  la  hauteur 
de  la  colonne.  Aus±â  la  formule  proposée,  qui  est 
établie  uniquement  sur  le  principe  dont  il  s'agit, 
s'applirrue-t-elle  avec  succès  à  un  très-grand  nombre 
de  cas.  Bûuguer  en  a  éprouvé  la  justesse,  non- 
seulement  dans  les  exemples  que  nous  avons  rap- 
portés d'après  lui,  mais^ncorc  dans  plusieurs  autres 
endroits  du  haut  de  la  Cordelière  du  Pérou.  En 
général  elle  réussit  très-bien  dans  les  lieux  élevés, 
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où  Pair  est  peu  agile  cl  conserve  une  température 
à  peu-nré.s  égale  d'un  endroit  à  l'autre  :  elle'abcsom 
de  raodiiications  dans  les  lieux  bas.  Boueuer  l'a 
trouvée  en  défaut  dans  la  partie  inférieure  de  la 
Cordelière  dit  Pérou;  elle  ne  réussi!  jîoiht  sur  toutes 
les  autres  montagnes  de  la  Zone  Torride;  elle  a 
cneore  moi*  de  succès  en  Europe",  comme  l'ont 
remarqué  tous  ceux  qui  ont  examiné  celle  matière . 
■  avec  soin.  •  ' 

Les  physiciens  forcé*  de  renoncer  à  l'usage  strict 
d'une  règle  si  commode,  ont  cherche  à  la  corriger 
ou  à  Ja-rein placer  par  d'autres  qui  ont  en  effet  leur 
utilité  particulière  dans  certaines  régions,  et  poûr 
des  montagnes  d'une  hauteur  comprise  entre  des 
limites  déterminées.  Mais  toutes  ces  nouvelles  mé- 
thodes supposent  que  fes  dilatations  de  l'air  à  dif- 
fjfrcnles  hauteurs  ne  suivent  pas  une  progression 
géométrique,  quoiqu'il  soit  eerluin,  par  une  infinité 
dtsepéneuces  répétées  sur  le  sommet  des  plus  hautes 
montagnes  du  monde  comme  au  bord  de  la  mer,  et 
■dans  la.  Zone  Torride  comme  dans  les  Zones  TemV 
perées ,  que  les  élasticités  de  chaque  masse  d'air  sont 
exactement  proportionnelles  à  ses  divers  degrés  de 
condensations,  Les  reilexions  que  Boegucr  a  faites 
aur.ee  sujet,  dans  le  mémoire  déjà  cilé,  peuvent 
servir  à  dénouer  cette  espèce  de  paradoxe,  ou  à 
lever  la  contradiction  apparenté  qui  se  trouve  entre 
la  lui  incontestable,  que  %  force  clasti-nue  d'une 
masse  d  air  est  proportionnelle  à  sa  densité,  et 
le  lait  que  les  forces  élastiques  des  couches  dtt 


l'atmosphère  s'écartent  quelquefois  de  cette  Ici, 
qu'elles  suivraient  constamment ,  si  aucune  causo 
accidentelle  .et  locale  n'y- melloil  obstacle. 

n.  Plusieurs  physiciens  ont  dit  que  la  chaleur 
qu'on  éprouve  proche  la  surface  de  là  terre,  alté- 
rait la  seconde  loi  ou  Irouhloit  la  progression  géo- 
métrique que  devraient  suivre  les  dilatations  ou  les 
condynsalions  de  l'air  à  différentes  hauteurs.  )i  11  est' 
»  vrai,  dit  Bonguer,  que  celle  considéra  lion  est 
»  importante ,  et  qu'elle  sert  quelquefois  à  résoudre  _ 
»  la  difficulté;  mais  le  plus  souvent  elle  ne  fait  que, 
n  l'augmenter  :  la  chaleur  est  plus  forte  en  has  qu'tà 
«  une  certaine  hauteur,  et  cependant  l'air  en  bas 
«  est  presque  toujours  plus  condensé  à  proportion 
a  que  ne  le  comporte  la  règle  proposée  :  si  l'on, 
v  cherche  la  hauteur  d'une  montagne  de  3  à  4oo 
ï>  toises,  en  prenant  pour  terme  de  comparaison» 
»  des  montagnes  encore  moins  hautes,  ou  se  Irom- 
»  pera  presque  toujours  par  défaut;  preuve  certaine 
»  que  les  quantités  d'air  indiquées  par  les  hauteurs* 
»  du  mercure  dans  le  Baromètre,  occupent  à  pn£- 
u  portion  moins  d'espace  proche  de  terre ,  qu'à  une 
»  certaine  .hauteur,  et  que  l'air  inférieur  a  moins 
i>  d'élasticité ,  malgré  l'action  de  la  chaleur  qui 
L  travaille  à  l'augmenter  ». 

Il  existe  donc  quelque  cause  pbyaique,  soit  soli- 
taire, soit  combinée  avec  la  chaleur  et  les  mou- 
vement qui  peuvent  agiter  l'air  ;  d'où  résulte  un 
trouble  dans  la  progression  géométrique  des  dila- 
tations ou  condensations  de  l'air,  à  différentes  hau- 
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leurs.  Bongner  cherche  celle  cause  dans  une  iné- 
galité d'intensité  de  la  vertu  élastique  %ui  anime 
les  molécules  aériennes. 

III.  Les  philosophes  rceonnoissent  aujourd'hui 
qu'il  n'existe  point  de  corps  dans  la  nature,  qui 
soient  parfaitement  égaux  en  figures  ou  en  dimen- 
sions. Qu'on  prenne  .sur  le  bord  li'utic  rivière  un 
amas  3e  sable;  qu'on  examine  les  grains  arge  la 
loupe;  on  n'en  trouvera  pas  deux  qui  se  ressem- 
blent exactement,  soit  pour  la  grosseur,  .soit  pour 
la  configuration.  Leibnitz  a  le  premier  remarqué 
expresse  m  en!  cette  dissemblance  générale  dans  la 
nature,  et  il  en  a  formé  lu  fameux  principe  des 
indiscernables  ,  ainsi  nommé  ,  parce  qu'il  bannit 
de  l'univers  les  êtres  similaires  et  indiscernables  *. 
Or,  pourquoi  n'appliquer  oit-on  pas  celte  loi  géné- 
rale aux  par  tic  ni  es  aériennes?  Quoiqu'elles  échappent 
à  nos  regards,  ne  devons-nous  pas  supposer,  par 
analogie,  qir*clles  sont  inégales  en  ma.sscs,  et  qu'elles 
ftnt  des  forces  élastiques  d'une  intensité  différente, 
de  même  à-peu-pres  que  l'intensité  de  la  pesanteur 
qui  fait  tomber  un  corps  verticalement,  est  diffé- 
rente do  l'intensité  de  la  pesanteur  relative  qui  le 
feroit  glisser  sur  un  plan  incliné?  Cela  n'empê- 
chera pas  que  l'air  ne  soit  un  fluide  uniforme  , 
autant,  du  moins,  que  la  nature  peut'admeltre  ces 
sortps  de  corps,  puisqu'il  forinfra  par  parties  Unies 


*  Suivant  ce  principe  ,  lorsqu'on  parlant  île  corps  pliysiqurs, 
On  dit  curpa  t'gaux ,  corps  staibiulilcs ,  il  ne  faut  entendre  que 
des  à  peu-pros.  .  * 
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des  masses  ou  des  volumes  sensiblement  les  mêmes, 
en  parité  île  circonstances.  Supposons  donc" que  les 
molécules  élémentaires  de  l'atmosphère  soient  douées 
de  diverses  forces  élastiques.  D'un  autre  côté,  sup- 
posons que,  par  une  cause  quelconque,  deux  vo- 
lumes égaux  d'air  viennent  à  contenir,  en  quantités 
sensiblement  différentes  ,  des  molécules  d'une  élas- 
ticité différente,  de  sorte  que  les  élasticités  totales 
et  résultantes  soient  sensiblement  inégales;  il  est 
évident  que,  quoique  li-  'dilata  lin  us  ou  condensations 
de  ces  deux  volumes  d'air,  suivent ,  pour  chacun  en 
particulier,  une  progression  géométrique ,  les  deux 
progressions  n'auront  pas  la  même  raison  ,  et  quo 
par  conséquent  on  ne  pourrait  rapporter  un  tenus 
d'une  progression  à  l'autre  qu'au  moyen  d'une 
équation  qui  fit  disparaître  celle  différence.  Ainsi , 
dans  cette  hypothèse,  il  faudra  faire  quelques  chan- 
gemçns  ou  modifications.!!  la  règle  proposée,  pour 
en  pouvoir  tirer  des  résultats  comparables  enlr'eux  , 
d'un  endroit  à  l'autre. 

IV.  On  voit  d'abord  par-là  qu'elle  doit  exiger 
quelque  correction  pour  les  lieux  bas,  tandis  qu'elle 
s'applique  immédiatement  et  sans  craindre  d'erreur 
sensible  aux  parties  supérieures  de  l'atmosphère  : 
car  dans  les  endroits  bas ,  l^iir  est  ordinairement  fort 
agité;  toujours  eu  action  par  son  ressort,  i!  cherche 
continuellement  un  équilibre  qu'il  ne  trouve  jamais; 
il  règne  dans  ces  endroits  des  veuls  contraires  qui 
se  choquent  et  se  repoussent;  les  alternatives  du 
chaud  et  du,  froid  y  sont  quelquefois  Iràs-grandw ) 
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l'air  Je  l'atmosphère  .se  chnrge  sans  crise  du  nouvel 
air  qui  se  dégage  des  corps  terrestres;  les  pluies 
abondai] les  détendent  on  affaiblissent  le  ressort  de 
l'air,  bIc.  ToitIcs  ces  circonstances  doivent  produire 
un  grand  nombre  de  variétés  dans  les  densités  de 
l'air.  «  Au  contraire,  vers  le  haut  de  l'atmosphère, 
»  l'état  de  l'air  est  plus  permanent ,  quant  à  la  dila- 
»  tation  ou  ctfn'densalion  du  fluide;  les  vents  y  sont 
11  comme  de  larges  fleuves  qui  marchent  d'un  mou- 
»  veinent  uniforme  et  horizontal  ;  et  s'ils  se  ren- 
w  contrent,  ils  passent  aisément  au-dessus  ou  au- 
})  dessous  les  uns  des  autres,  sans  occasionner  une 
y>  nouvelle  compression.  De  plus,  [ont  l'air  égale*- 
3)  ment  élastique  s'élant  placé  à  une  certaine  dis- 
v  tance  de  la  terre,  et. y  formant  une  couche  ou 
»  tranche  plus  ou  moins  épaisse, sel  on  que  ta  quan- 
»  tilé  de  cet  air  dont  le  ressort  a  la  même  intensité , 
»  est  plus  ou  moins  grande,  il  e.sl  absolument  indif- 
»  férenl ,  dans  tout  cet  espace,  que  certaines  parties 
»  soient  portées  plus  liant  ou  plus  bas;  elles  font 
)i  précisément  l'cflet  de  celles  dont  elles  prennent 
)i  la  place  )>  ;  et  par-là  il  ne  peut  arriver  que  des 
changemens  légers  ou  insensibles  dans  la  progrès-' 
sion  géométrique  des  dilatations  ou  condensations. 
Tout  cela  est  prouvé  par  l'expérience. 

V.  Par  les  mêmes  considérations ,  on  voit  que  dans 
la  recherche  de  la  hauteur  des  montagnes  par  le 
Baromètre,  on  se  Irpmpe,  en  partant  du  niveau 
de  la  mer  comme  premier  terme.  On  doit  au  con- 
traire prendre'  le  terme  de  comparaison  dans  un 
endroit 
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endroit  élevé,  ot'i  l'état  de  l'air  est  plus  constant 
qu'aux  environs  de  la  mer.  Les  expériences  t/.o 
Bonguer,  sur  les  hautes  montagnes  du  Pérou,  pa- 
raissent très-propres  à  fournir  les  bases  de  ces  dé- 
terminations, comme  ayant  été  faites  avec  tout  le 
soin  possible  ,  par  un  homme  qui  joignoit  à  un 
profond  savoir  en  géométrie,  les  connoissances  de  * 
physique  les  plus  étendues,  et  un  long  usage  des 
instrument  tant  physiques  qu'astronomiques. 

En  adoptant  ces  bases,  il  faut  élre  prévenu  que 
les  circonstances  où  l'auteur  se  tronvoit  l'ont  tou- 
jours obligé  de  charger  ses  Baromètres  sans  faire 
chauffer  le  mercure.  11  se  contentait,  suivant  l'an- 
cien usage,  de  faire  sortir  les  plus  grosses  balles 
d'air  par  un  renversement  alternatif  du  tube,  et 
de  ramasser  les  plus  petites  avec  un  fil-de-fer,  pour 
les  chasser.  Lorsqu'on  aura  donc  des  expériences  , 
faites  de  la  même  manière  sur  les  plus  hautes  mon-  / 
tagnes  d'Europe,  on  pourra  trouver,  par  la  régie 
proposée ,  combien  elles  sont  moins  élevées  que 
celles  de  la  Cordelière  du  Pérou,  et  ou  en-înférera  ' 
ensuite  la  hauteur  absolue.  Ainsi,  par  exemple,  le 
P.  Sébastien  Truchet  observa  sur  le  Mard-d'Or, 
qui  est  la  plus  haute  montagne  de  l'Auvergne, 
que  le  mercure  se  souteuoit  dans  le  Baromètre  à 
11  pouces  2  lignes  :  celte  hauteur,  comparée  à  i5 
pouces  il  lignes,  qui  est  la  hauteur  du  mercure 
sur  Pitchincha,  fera  connoiirc  que  le  Mont-d'Or 
est  moins  haut  que  l'autre  montagne  de  i3gi  toises. 
Et  comme  Bongner  a  trouvé  d'ailleurs  (  Fi  g.  de  la 
Tome  I,  l 
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terre,  png.  166),  que  la  hauteur  de  Pilchinclia, 
au-dessus  du  niveau  île  la  mer,  est  de  iï\A  toises; 
on  voit  que  la  hauteur  du  Monl-d'Or,  au-dessus 
du  niveau  de  la  mer,  sera  de  io43  toises;  ce  qui 
ne  difiVre  que  de  quatre  toises  de  la  hauteur  104/ 
toises ,  dclcrminéo  géométriquement  par  Jacques 
Cassini  (Mc/n.  de  l's/cad.  l?o5,  pag.  219). 

VI.  Quoique  dans  cet  exemple  la  règle  proposée 
ait  donné  un  résultat  assez  exact,  elle  yauroil  cepen- 
dant encore  besoin  d'une  petite  correction.  Pour 
parvenir  a  quelque  généralité  sur  celle  matière, 
pbflurvons  que  dans  tous  les  cas  l'dgualion  qu'il 
faudra  appliquer  à  la  règle,  aura  toujours  une  liaison 
nécessaire  avec  les  irrégularités  relatives  des  forces 
élastiques,  puisque  la  progression  géométrique  des 
densités  auroil  exactement  lieu  (sauf  néanmoins  ics 
petites  erreurs"  négligeables),  s'il  n'exisloil  pas  dtj 
telles  irrégularités.  11  ne  s'agit  donc  plus  que  de 
déterminer  par  quelque  moyen  sur  et  commode  la 
loi'  des  forces  élastiques  à  différentes  hauteurs  de 
l'atmosphère. 
"  VU.  11  est  évident  qu'on  atteindrait  au  but,  en 
pesant,  avec  d'excellentes  balances,  des  volumes 
égaux  d'air,  aux  endroits  où  l'on  veut  trouver  le- 
rapport  des  forces  élastiques.  Par  celle  méthode, 
il  sulï'il  de  voir  combien  il  s'en  faut  que  les  poids 
de  ces  volumes  d'air  répondent  aux  forces  de  com- 
pression. La  colonne  d'air,  qui  agit  sur  le  mercure 
du  Baromètre ,  devenant  plus  ou  moins  longue  à 
mesure  que  l'on  descend  ou  que  l'on  monte;  si  vous    '  1 


Chapitre  IX.  i3i 
(rouvre  que  le  poids  d'un  certain  vofnmc  d'air  clin  tige 
précisément  suivant  le  même  rapport  qut  la  pesan- 
teur ou  la  hauteur  de  la  colonne  de  mercure  dans 
le  Baromètre,  vous  conclurez  que  l'élasticité  spéci- 
fique de  Pair  demeure  la  même,  ot  que  parcon- 
séqnenj.  la  règle  n'a  pas  besoin  de  correction  ;  si 
vous  trouvez  de  la  différence  dans  les  rapports, 
l'élasticité  -ira  différente,  et  il  faudra  appliquer 
une  équation  a  la  règle.  Rien  n'est  plus  direct  et 
plus  simple  que  ce  moyen  dans  la  théorie;  mais 
dans  la  pratique  ,  il  demandé  un  appareil  embaras- 
sant  pour  un  homme  qui  voyagcoil  sur  les  mon- 
tagnes du  Pérou.  Bougucr  préféra  l'Usage  du  pendule, 
imitant  en  cela  l'exemple  de  New  ion,  cpji  avoit  déjà 
employé  le  même  procède  pour  déterminer  les  résis- 
.  tances  des  corps  mus  dans  divers  milieux. 

Vill.  On  sait  que  le  mouvement  d'un  Pendule  qui 
oscille  en  plein  air  diminue  peu-à-peu,  et  que  la 
diminution  en  an  temps  donné  est  proportionnelle 
à  la  densité  de  l'air  dans  l'endroit  de  l'expérience  $ 
ou,  ce  qui  fistlamème  chose,  que  la  densité  de  l'air 
est  en  raison  inverse  du  nombre  d'oscillations 
que  le  pendule  fait  pendant  que  l'excursion  ini- 
tiale se  réduit  à  une  partie  donnée  de  cette  même 
excursion. 

Le  pendule  de  Bouguer  pesoit  2  livres  G  gros, 
etiî  étoit  suspendu  par  un  fil  de  6  pieds  de  longueur. 
Comme  il  falloit ,  pour  la  commodité  des  expé- 
riences, que  sous  une  petite  masse  le  pendule  pré- 
sentât une  grande  surface  au  choc  de  l'air ,  afin  de 

ni 


DigitizGd  h'/  Google 


i33  Hydrostatique, 
perdre  en  peu  de  temps  une  partie  considérable 
de  son  mouvement,  on  le  fit  creux,  et  sa  surface 
éloit  équivalente  à  une  surface  cylindrique  dc'66 
pouces  qunrrés.  Par-là ,  on  avoit  un  autre  avantage. 
En  introduisant  dans  le  creux  du  Pendule  des  petits 
poids,  tels  que  des  balles ,  des  grains  de  fljomb,, 
on  augmentait  son  poids  total ,  et  on  faisoit  ensorte 
<juc  le  pendule  employât  le  même  temps  dans  un 
air  raie  que  dans  un  air  dense,  à  perdre  une  partie, 
donnée  de  .son  mouvement  :  autre  manière  de  com- 
parer les  densités  de  l'air,. en  confirmation  de  la 
première. 

On  avoit  réglé  à  100  lignes  la  demi-excursion  ini- 
tiale du.  Pendule,  c'est-à-dire,  l'arc  compris  depuis 
Je  point  de  départ  du  pendule  au  premier  instant  , 
jusqu'à  la  verticale;  et  à  80  lignes  la  demi-excqr- 
rion  finale.  La  question  éloïl  ensuite,  oii  de  compter 
les  oscillations  que  le  pendule,  demeuré  constant 
en  poids,  faisoit  pendant  que  l'arc  de  100  lignes 
se  réduisoil  à  80;  ou  de  déterminer  le  poids  total 
qu'il  fallait  donner  au  pendule,  pour  que  celte  ré-, 
duclion  se  fit  en  un  temps  dpnné.  Par  le  choix  de 
ces  dimensions  et  de  ces  mesures,  les  diminutions 
successives  des  oscillations  s'appercevoient  distinc- 
tement, et  on  n' avoit  point  à  craindre,  d'un  autre 
côlé,  que  la  ténacité  de  l'air  influât,  au  moins  sensi- 
blement, sur  les  résultats. 

A  Quito ,  où  le  mercure  se  soulenoit  dans  le 
Baromètre  ù  20  pouces  i  ligne,  l'arc  de  100  lignes 
s%  réduisit  à  So  lignes,  en  147  \  oscillations.  Lorsr 
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qu'en  montant  ou  en  descendant,  on  passoït  dans 
un  air  plus  rare  ou  plus  dense,  la  réduction  se 
faisoil  en  plus  ou  moins  du  temps.  Les  vitesses  du 
Pendule  éloient  (rès-.scnsil)lemeut  les  mêmes  dans 
■toutes  ces  expériences;  et  par  conséquent  les- dif- 
férences observées  n'éloicnl  produiies  que  par  la 
seule  densité  plus  ou  moins  grande  de  l'air.  Les 
oscillations  simples  étoienl  d'environ  une  seconde 
et  demie  de  temps.  Elles  n'avoie.nî  pas  rigoureuse- 
ment la  même  durée  dans  tous  les  lieux;  mais  les 
différences  étoient  si  légères,  qu'on  n'avoit  pas  à 
craindre  dc-là  une  source  d'erreurs. 
"•  On  étoit  donc  sûr  qu'on  déterminoit  avec  nne 
exactitude  sulfisanlc  le  rapport  entre  la  densité  de 
l'air  à  Quito,  et  la  densiié  en  un  autre  lieu,  par 
le  rapport  inverse  des  nombres  d'oscillations  que 
le  pendule  faisait  en  ces  deux  endroits ,  pendant 
que  l'are  de  100  ligues  se  réduisoit  à  80;  ou  par 
le  rapport  direct  des  poids  qu'il  fallait  donner  au 
pendule  pour  que  la  même  réduction  se  fil  en  un 
temps  connu,  tel  que  lij  \  oscillations.  Ces  deux 
moyens  donnèrent  les  mêmes  résultats  pour  les  den- 
sités de  l'air  :  l'un  et  l'autre  firent  également  con- 
noitre  que  dans  tout  le  liant  de  la  Cordelière,  il 
exi.stoït  un  rapport  constant  entre  les  densités  de 
l'air  et  les  force» .comprimantes;  de  sorte  que  l'in- 
tensité de  la  force  élastique  étoit  la  même  dans  tous 
ces  endroits;  cequi  étoit  conforme  aux  détermina- 
lions  des  hauteurs,  données  exactement  et  immé- 
diatement par  les  seuls  logarithmes. 

mi 


Digitizod  by  Google 


i34  Hydrostatique, 

Il  n'en  fui  pas  de  même,  lorsque  '.ïouguer  com- 
mença à  s'éloigner  du  'Pérou  ,  pour  revenir  en 
Europe;  il  ne  trouva  pins  celle  égalité  d'intensité 
dans  la  vertu  élastique  de  J'aie.  Par  exemple à 
Popayan,  ville  qui  esl  située  dans  l'intérieur  de 
la  Cordelière,  on  un  endroit  où  le  chaud  est  déjà 
J'orl  grand  ,  cl  qui  est  moins  élevée  que  Quito  au- 
dessus  de  la  mer,  le  mercure  se  soutenoit  dans  le 
Baromètre  à  22  pouces  10  \  lignes.  En  comparant 
celle  iuiileur  avec  la  hauteur  20  pouces  1  ligne, 
où  le  Baromètre  se  sonlenoit  à  Quito,  on  voit  que 
les  forces  comprimantes  de  l'air  à  Popayan  et  à 
Quito,  sont  entr'clles  comme  les  deux  nombres  id 
pouces  10  j  lignes  et  20  pouces  1  ligne,  c'est-à-dire, 
comme  les  deux  nombres  bVî  et  72  J.  Par  conséquent, 
si  l'intensité  de  la  vertu  élastique  cloit  la  même  dans 
les  deux  endroits,  ou  si  les  densités  éloieii!  pro- 
portionnelles aux  forces  comprimantes;  en  faisant 
cette  proportion,  8^4  ;  72^  ::  1&7  |  oscillations:  y 
un  quatrième  terme,  ce  quatrième  terme  i?g  J 
oscillations  à  très-peu  de  chose  près,  seroil  le  temps 
que  le  pendule  devroit  employer,  pour  qu'à  Popayan 
l'arc  de  100  lignes  se  réduisit  à  80.  Mais  l'expé- 
rience a  fait  connaître  que  celte  réduction  s'opéroit 
en  125  ou  oscillations.  D'où  il  suil  que  la  den- 
sité étoit  comparativement  plus  grande  à  Popayan , 
qu'elle  n'auroit  dû  l'être;  ou  que  l'intensité  de  la 
vertu  élastique  de  l'air  à  Popayan,  étoit  moindre 
qu'à  Quito  et  que  dans  le  haut  de  la  Cordelière., 
puisque  celle  force  cédoif  plus  à  la  compression, 
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dans  le  premier  de  ces  endroits,  que  dans  les  au  1res. 
Bouguer  trouva  dans  les  circonstances  locales  la 
cause  de  celte  augmentation  de  densité  de  l'air  à 
Popayan.  «  Le  sol  du  pays  où  cette  ville  est  .située  est 
»  en  partie  couvert  de  bois,  et  n'est  presque  que  de  . 
)>  l'argille  pénétrée  d'eau  ;  il  n'est  doue  pas  étonnant 
n  que  celte  eau,  continuellement  enlevée  par  la 
»  chaleur  et  dispersée  dans  l'atmosphère,  rendit  le 
ji  total  de  la  masse  moins  élastique  qu'elle  ne  i'eloit 
»  dans  d'au  1res  endroits  plus  dceom  erls,  moins  ha> 
«  m  ides  ou  plus  hauts».  Aussi,  Bonguer,  en  des- 
cendant de  Popayan,  (rouva-l-il  que  l'élaitiuné  de 
l'air  alloit  en  augmentant  jusqu'à  la  hauteur  de 
deux  cents  toises  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  : 
après  quoi  elle  commença  à  diminuer, 

IX.  D'après  loiilcs  ces  observations,  il  se  pré- 
sente un  moyen  de  déterminer ,  par  Ja  combinai* 
son  du  Baromètre  et  du  Pendule,  les  hauteurs  des 
montagnes  médiocrement  élevées,  qu'on  ne  pouvoit 
délenniner  avec  une  précision  suflisanle  par  le  seul 
Buomèto,.  Lorsque  .o..  Terrez,  par  le  Pçndulc, 

sont  proportionnelles  aux  forces  comprimantes  in- 
diquées par  les  hauteurs  du  mercure  dans  le  Baro- 
mètre aux  deux  endroits,  vous  conclurez  que  l'inten- 
sité delà  force  élastique  est  la  même  dans  le  lieu  si 
qu'à  Quito;  et  vous  trouverez  la  différence  de  niveau 
de  ces  deux  .cnJroils ,  par  les  seuls  logarithmes, 
sans  le.  secours  d'aucune  équation.  Mais  iorsque  la 
proportion  dont  il  s'agit  n'aura  pasiiea,  il  faudra 
I  iv 
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faire  une  petite  augmentation  on  une  petite  dimi- 
nution à  la  hauteur  donnée  par  les  logarithmes, 
■ou  par  le  Baronii'lrc,  scion  que  le  Pendule  aura 
fait  connoitre,  par  sa  comparaison  avec  le  Baro- 
mètre, que  l'air  est  moins  ou  plus- condensé  qu'il 
ne  devroît  l'être  naturellement. 

Dans  le  cas  où  un  l'c;i(lulc  de  6  pieds  de  lon- 
gueur, tel  que  celui  de  Bouguer ,  paroitroit  trop 
euibaïassant,  on  pourroit  y  en  substituer  nu  antre 
qui  lit  exactement  Je  même  effet,  en  changeant  le 
poids,  ou  la  grandeur  de  la  surface. 

X.  Il  reste  encore  à  connoitre  la  loi  que  suit , 
relativement  aux  densités  de  l'air,  l'équation  addilive 
ou  soustraciive ,  qu'il  huit  employer  pour  rectifier 
les  déterminations  des  hauteurs  ,  données  par  lo 
Baromètre.  On  est  d'abord  porté  à  croire  que  celte 
équation  ne  doit  pas  être  proportionnelle  à  tout 
le  changement:  observé  dans  la  densité  de  l'air, 
puisque  ce  fluide  devenantplus  dense  ou  plus  rare, 
son  volume  varie  suivant  les  trois  dimensions  de 
l'étendue ,  et  que  dans  les  mesures  proposées  on  ne 
considère  que  les  variations  dans  le  sens  vertical. 
11  semble  donc  que  la  correction  doit  être  environ 
trois  fois  moindre  que  ne  le  demanderoil  tout  l'excès 
ou  tout  le  défaut  do  densité  de  l'air.  Cela  «croit 
vrai,  sans  doute,  si  la  condensation  éloit  uniforme 
dans  l'étendue  de  chaque  couche  tout  autour  de  la 
terre,  et  si  toutes  les  parties  de  l'air  éloïenl  en  repos. 
Mais  le  défaut  d'équilibre  de  l'air,  et  l'agitation 
continuelle  de  ce  iluide  ,  soit  dans  un  sens ,  soit 
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dans  un  antre,  produisent  nécessairement  des  clian- 
gemens  considérables  dans  les  dilatations  ou  les 
condensations.  C'est  à  l'expérience,  se  ni  juge  irré- 
fragable'dans  les  matières  de  physique,  à  prononcer 
décisivemenL  Bougaer  a  trouvé  par  celte  voie  qu'il 
falloit  augmenter  ou  diminuer  les  hauteurs  données 
par  les  logarithmes,  à  proportion  de  tout  le  défaut 
ou  l'exeés  de  condensation.  Du  moins,  il  a  été  obligé 
d'employer  une  correction  aussi  forte  pour  toutes 
les  parties  de  la  hauteur  de  la  Cordelière,  trouvées 
séparément,  afin  qu'elles  fissent  par"  leur  somme  la 
hauteur  totale.  Il  en  Fut  de  même  au  piton  du  petit 
Goo e<?7inoiitagnc  de  Saint-Domingue,  sur  laquelle 
l'auteur  monta  ,  exprès  pour  cette  opération  ,  à  sou 
retour.  Malgré  les  lumières  que  les  travaux  de  co 
grand  géomètre  physicien  ont  répandues,  sur  ce 
sujet  intéressant,  il  a  besoin  encore  de  nouveaux 
éclaircissemens  :  aucun  n'offre  peut-être  un  plus 
vaste  champ  de  recherches  aux  observateurs ,  el  à 
la  .sagacité  des  savans. 

XI.  Quoique  nous  ayons  dit  ou  supposé  dans  ce 
qui  précède  que  l'air  le  plus  élastique  devoit  naturel- 
lement se  trouver  dans  la  partie  supérieure  de  l'at- 
mosphère,  il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  d'ajouter 
encore  ici  à  ee  sujet  une  remarque  théorique,  et 
comme  indépendante  de  toute  expérience. 

L'arrangement  des  molécules  de  l'atmosphère 
ne  doit  pas  être  attribué,  si  ce  n'est  partiellement 
et  accidentellement,  à  l'action  de  la  chaleur;  car 
nous  avons' vu  (II )  que  la  densité  de  l'air  est  ordi- 
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xtairemcnt  plus  grande  clans  les  endroits  bas  où  la 
.chaleur  est  quelquefois  fort  grande,  que  dans  les 
endroits  élevés  où  l'air  est  plus  froid  ;  tandis  que 
cependant  une  plus  grande  chaleur,  produisant  une 
plus  grande  dilatation,  doit  diminuer  la  densité. 
Il  faut  donc  chercher  la  cause  principale  de  l'arran- 
gement des  molécules  aériennes,  dans  la  constitution 
même  du  fluide.  Or,  parmi  ces  molécules,  il  est 
évident  que  les  pins  roides,  ou  celles  dont  V inten- 
sité Aa  ressort  est  la  plus  forte,  souffrant  un  moindre 
affaissement,  un  moindre  rapprochement  mutuel 
de  leurs  centres  respectifs,  doivent  moins^e  con- 
denser, ou  former  une  moindre  masse,  sous  un 
volume  donné,  que  les  particules  plus  flexibles,  ou 
d'une  moindre  vertu  élastique.  Ainsi,  les  parties  les 
plus  élastiques  de  l'air  doivent  gagner  le  haut  de 
l'atmosphère  ,  et  les  parties  les  moins  élastiques 
doivent  occuper  le  bas,  où  elles  formeront  un  air 
plus  dense  ordinairement  qu'il  ne  devoil  l'être  à 
raison  des  forces  comprimantes.  Entre  ces  deux 
points  extrêmes  se  placeront  les  parties  d'élasticité 
moyenne.  J'ai  dit  ordinairement,  car  il  peut  se  faire 
que  la  chaleur  ou  d'autres  causes  locales  changent 
ce  résultat.  Quoiqu'il  en  soit,  le  Baromètre  et  le 
Pendule  feront  toujours  connoître  le  rapport  de  la 
densité  de  l'air  en  un  endroit  quelconque,  à  la 
densité  de  Pair  à  Quito,  d'où  est  supposée  partir 
la  base  de  toutes  les  déterminations. 

S'il  n'éloil  question  que  d'un  équilibre  purement 
mathématique,  on  pouxrpit  concevoir  qu'on  a  posé 


d'abord  en  bas  de  l'atmosphère  des  couches  de  l'air 
le  plus  élastique;  puis  des  couches  de  l'élasticité 
moïi'ane;  enfin.,  des  couches  de  la  moindre  élas- 
ticité. II  est  même  possible  que,  par  une  cause 
accidentelle  et  momentanée  ,  l'atmosphère  prenne 
une  disposition  à-peu-pres  semblable  à  celle  dont 
nous  parlons  :  mais  un  tel  arrangement  ne  comporte 
pa.-,  ce  qu'on  appelle  en  méchanique,  un  êlat d'équi- 
libre ferme.  La  moindre  force  serait  capable  de  le 
troubler.  Or  ,  dans  les  agitations  continuelles  de 
l'atmosphère,  il  existe  toujours  plusieurs  forces  per- 
turbatrices d'un  ordre  qui  ne  porte  pas  avec  soi 
un  principe  de  conservation.  La  véritable  situation 
d'équilibre  ferme  et  permanent,  est  celle  où  les 
molécules  les  plus  élastiques  se  trouvent  en  haut, 
et  les  moins  élastiques  en  bas.  Lorsque  cet  étal  vient 
à  être  dérangé,  il  tend  à  se  rétablir  par  sa*propre 
nature  ;  et  il  a  lieu  le  plus  habituellement,  malgré 
les  altérations  produites  par  les  mouvemens  de  l'air. 
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Remarques  générales  sur  la  construction  et 
les  variations  du  Baromètre  :  principes  du 
'Thermomètre  :  usage  de  ces  deux  instru- 
mens  combinés  ensemble ,  pour  déterminer 
les  hauteurs  des  montagnes. 

ii5.  IjE  Baromètre  el  le  Thermomètre  sont  deux 
instrumens  d'une  utilité  si  universelle  dans  la  phy- 
sique et  même  dans  plusieurs  arts  de  nécessité 
première,  qu'on  ne  sauroit  trop  étuclier  les  moyens 
de  les  construire  exactement  et  de  les  porter  au 
plus  haut  degré  de  perfection.  J'ai  déjà  fait  con- 
noitre  l'usage  du  Baromètre  pour  déterminer  les 
hauteurs  des  montagnes.  Il  s'agit  maintenant  de 
considérer  la  structure  même  de  cet  instrument, 
el  les  variations  auxquelles  la  colonne  de  mercure 
est  sujette  dans  un  même  lieu.  De-la  je  passerai  à 
la  construction  du  Thermomètre.  Enfin  j'expliquerai 
les  secours  que  Ton  a  tirés  du  Thermomètre  pour 
rectifier  les  erreurs  qui  se  trouvent  souvent  dans- 
les  déterminations  des  hauteurs  des  montagnes  par 
le  Baromètre. 

Théorie  générale  du  Baromètre. 
116.  Aussitôt  que  Toricelli  cul  fait  connoître  la; 
pesanteur  de  l'air,  par  la  suspension  d'une  colonne 
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Ac  mercure  dans  un  tube  renversé' et  fermé  hermé- 
tiquement par  en  haut,  on  employa,  comme  je  l'ai 
déjà  dit,  ce  principe  pour  construire  !e  Baromètre 
ordinaire,  qui  porte  son  nom.  On  a  rarié  dans  la 
suite  cet  instrument  de  plusieurs  manières,  qui 
peuvent  avoir  leurs  avantages  particuliers,  suivant 
les  usages  auxquels  on  le  destine.  Mais  le  fond  est 
toujours  le  même  ;  et  le  Baromètre  de  Toriceili , 
le  plus  simple  de  tous  dans  l'idée' principale  et 
commune,  est  aussi  le  plus  facile  à  exécuter  avec 
précision,  et  le  plus  commode  pour  la  plupart  des 
expériences.  Il  nous  suffira  donc  ici  d'eu  examiner 
le  méclianismç. 

117.  Comme  dans  les  premiers  Baromètres  que  • 
Von  fit,  on  n'avoit  pour  objet  que  de  connoître  le 
poids  de  l'air  par  la  hauteur  de  la  colonne  de 
mercure  suspendue  ,  on  ne  se  mit  d'abord  gueres 
en  peine  de  la  qualité  du  mercure.  On  se  contentait 
do  dépouiller  ce  fluide  des  parties  grossières  qu'il 
conlcnuit,  en  le  faisant  passer  au  travers  d'une  peau 
de  chamois j  mais  on  sentit  bientôt  que  cette  ma- 
nière de  purifier  le  mercure  étoit  tris- insuffisante 
et  même  équivoque;  la  chytnie  fournit  pour  cela 
d'autres  moyens  beaucoup  plus  exacts  et  plus  sûrs, 
comme  on  peut  Je  voir  dans  les  ouvrages  qui  traitent 
de  ces  matières.  Il  fallait  de  plus  savoir  expulser 
les  bulles  d'air  qui  peuvent  se  cantonner  dans  la 
partie  supérieure  du  tube  ,  ou  s'insinuer  dans  le 
mercure  même.  Oit  y  parvient,  en  secouant  légè- 
rement la  colonne,  en  même  temps  que  l'on  remue 
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le  mercure  avec  un  fil  de  fer  :  .1  quoi  i  on  peut 
ajouter  la  précaution  trca-cfficace  de  passer  et  de 
tourner  la  colonne  sur  le  feu  modéré  d'un  réchaud. 
Lfts  Baromètres  ainsi  construits  jettent  de  la  flamme 
dans  la  partie  supérieure  du  tube,  quand  on  les 
aj;iLc  dans  l'obscurité. 

118.  Il  s'éloit  inlroduil  aussi  un  défaut  essentiel 
dans  les  prcm.icrs  Baromètres ,  parce  que  l'on  ne 
connuïssoil  pas  alors  l'extrême  sensibilité  du  mer- 
cure aux  impressions  du  cliaud  et  du  froid.  Dans 
la  vue. de  rendre  ces  instrumens  plus  légers,  on 
einployoit  de  minces  tubes,  où  la  colonne  de  mer- 
cière éprouvoîl  des  variations  sensibles  dans  sa  hau- 
teur, par  l'action  du  cliaud  ou  du  froid;  de  .sorte 
que  celte  hauteur  n'exprimoit  plus  simplement  ie 
poids  de  l'air,  mais  qu'une  partie  éloit  relative  à 
la  température  actuelle  de  l'air.  Lorsqu'on  eut 
remarqué  ce!  inconvénient,  on  vit  qu'il  ne  fallait 
pas  se  contenter  de  faire  les  observations  du  Ba- 
romètre à  l'abri  du  soleil  :  on  prit  de  plus  le  parti 
d'employer  des  tubes  d'un  calibre  un  peu  grand , 
sauf  néanmoins  l'attention  de  ne  pas  rendre  l'ins- 
trument trop  pesant  Par-là,  on  remplit  deux  objets  : 
les  variations  de  hauteur,  résultantes  de  l'élasticité 
du  mercure,  deviennent  moindres  par  rapport  à 
la  bailleur  totale;  et  on  évite  l'effet  de  la  capillarité 
qui  a  lieu  plus  ou  moins,  lorsque  le  diamètre  in- 
térieur du  tube  n'est  pas  au  moins  de  deux  lignes. 

119.  Telles  éloient  à  peu-près  les  connoissanecs 
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théoriques  el  expérimentales  d'à  près.  J^pn  elles  on 
construisoil  les  Baromètres,  lorsque  le  célèbre  Daniel 
Bernoulli,  dont  la  sagacité  à  pénétrer  les  secrets  de 
la  nature  étoit  extrême,  lit,  dans  sa  pièce  sur 
les  coierans  de  la  mer,  couronnée  en  17.il,  par 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  une  observation 
importante,  qui  avoit  échappe  jusqu'alors  à  tous  les 
physiciens,  et  qui  demandoit  de  nouvelles  précau- 
tions dans  la  construction  du  Baromètre.  Nous  ne 
pouvons  mieux  faire  que  de.  la  rapporter  dans  les 
propres  termes  de  l'auteur.  i>  Elle  consiste,  dit-il, 
»  en  ce  que  tous  les  fluides  forment  autour  d'eux, 
»  dans  le  vuide,  une  atmosphère  ou  une  vapeur 
W  élastique.  Ces  vapeurs  ont  des  propriétés  singu- 
»  liéres.  Plusieurs  expériences  que  j'ai  faites,  avec 
»  une  excellente  pompe  pneumatique,  m'ont  d'abord 
v  fait  remarquer' l'activité  de  ces  vapeurs  :  j'ohser- 
»  vois  que  le  mercure  dans  Yindex  applique  à  la 
»  pompe,  ne  inontoit  jamais  si  haut,  qu'il  se  tenoit 
)i  dans  un  hon  Baromètre;  ce  défaut  étoit  ordinai- 
j)  renient  de  4  à  5  lignes;  et  quand  il  faisoit  bien 
»  chaud ,  il  alloil  jusques  à  8  lignes.  Ln  pompe  étoit 
»  cependant  parfaitement  'bonne ,  et  le  vuide  s'y 
»  conservoit  pendant  plusieurs  jours  de  suite.  Je 
))  reconnus  donc  qu'une  certaine  vapeur  élastique, 
»  qui  se  formpit  toujours  à  mesure  qu'on  la  pom- 
)>«poit,  eu  étoit  la  véritable  cause.  La  plus  petite 
»  humidité  suffit  pour  fournir  une  quantité  immense 
m  de  ces  vapeurs  ». 

A  la  suite  de  ces  raisons  qui  établissent,  l'exislcnc* 


des  vapctJPilitsliijups  ,  l'auteur  propose  quelques 
conjectures  sur  la  nature  de  et;  fluide.  Continuons 
de  l'écouler. 

»  i°.  Ij  m'a  paru  que  l'activité  des  vapeurs  n'est 
»  pas  augmentée  en  les  resserrant  dans  un  plus  petit 
)>  espace;  c'est  qu'à  mesure  qu'on  resserre  les  va- 
»  peurs,  les  parties  se  réunissent  et  reprennent  la 
)»  forme  du  fluide  primitif.  2".  L'activité  de  ces 
»  vapeurs  est  augmentée  par  une  plus  grande  chaleur 
»  et  diminuée  par  un  pins  grand  froid.  'S'.  Il  m'a 
)j  paru  que  ces  vapeurs  demandent  uu  certain  degré 
m  de  chaleur  déterminé  pour  se  former,  et  qu'au- 
»  dessous  de  ce  degré  elles  ne  .se  forment  point  du 
»  [oui;  voici  ce  qui  m'a  induit  à  former  celte 
»  polhése.  J'avoîs  un  Baromètre  à  double  branches, 
»  l'une  remplie  de  mercure,  el  l'autre  d'huile  de 
i)  larlre,  qui  éloit  fort  bien  fait,  el  qui  ne  me  pa- 
»  roissoil  aucunement  sensible  aux  change  mens  du 
»  froid" cl  du  chaud;  ayant  une  ibis  couché  ce  Ba- 
)i  rOmélrc  sur  la  table  cl  puis  l'ayant  relevé,  je  fus 
»  fort  surpris  de  voir  cfcl  instrument  changé  en 
)>  Thermomètre  extrêmement  sensible}  cependant 
))  il  ne  s'éloit  absolument  point  glissé  d'air 'dans  la 
»  boule  d'en  haut,  et  d'ailleurs  les  changement 
)i  ihennométriques  él  oient  de  beaucoup  trop  grands 
»  pour  être  attribués  à  cette  cause;  je  reconmts  enfin 
«qu'il  s'étoit  glissé  une  "petite  quantité,  prcsqifc 
»  imperceptible,  d'huile  de  larlre  au-dessus  de  la 
■»  surface  du  mercure  dans  la  boule  d'en-haut ,  la- 
))  quelle,  par  l'élasticité  de  sa  vapeur,  produisoit  le 
}i  phénomène* 
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«phénomène  en  question;  je  fis  long-temps  des 
«  observations  avec  cet  instrument,  el  l'ayant  une 
))  fois  exposé  à  un  grand  froid  d'environ  onze  degrés 
«  au-dessous  de  zéro  du  Thermomètre  de  M.  de 
»  Réaumnr  ,  je  remarquai  qu'il  ne  varioit  plus  seu- 
j>  siblement-,  quoique  le  Thermomètre  simple  mis 
))  à  côlé  eut  Laissé  de  trois  degrés,  et  que  le  Baro- 
))  mètre  n'eût  point  changé  pendant  celle  augiuéu- 
»  talion  de  froid.  4".  Tous  les  fluides  fournissent 
»  une  telle  vapeur)  mais  l'élasticité  respective  pour 
n  un  même  degré  de  chaleur  n'est  pas  la  même  : 
«  le  mercure  n'en  est  pas  exempt  ;  mais  s'il  est  tout 
»  à  fait  bien  purifié ,  l'activité  de  sa  vapeur  est 
x  presque  insensible.  J  'ai  approché  la  flamme  d'une 
»  bougie  de  l'extrémité  du  mercure  d'un  Baromètre 
«  lumineux  jusqu'à  faire  bouillonner  le  mercure; 
i>  il  ne  descemloil  que  de' quelques  lignes,  pendant 
«  que  dans  d'autres  Baromètres  dont  le  vuide  étoit 
)>  également  parfait,  mais  dont  le  mercure  n'étoit 
«  pas  purifié,  j'ai  pu  faire  descendre  le  mercure 
«  d'autant  de  pouces  qu'il  y  avoit  de  lignes  dans  le 
ï  premier} peut-être  aussi  que  les  tuyaux  des  autres 
3)  Baromètres  renfermoient  une  petite  humidité.  Jù 
»  conclus  de  ces  remarques,  que  pour  obvier  à 
))  l'inconvénient  desdites  vapeurs  élastiques,  il  faut 
3>  se  servir  de  tuyaux  parfaitement  secs  et  lesrem- 
3)  plir  d'un  mercure  bien  purilié,  et  enfin  examiner 
»  les  Baromètres  ainsi  construits,  par  la  flamme 
);  d'une  bougie  de  la  façon  que  je  viens  de  le  dire». 
En  joignant  ces  attentions  à,  celles  qui  ont  été  dé/à 
Jbme  L  K 
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prescrites,  on  construira  des  Baromètres  parfaits, 
non  delà  perfection  absolue ,  qui  n'a  jamais  lieu  dans 
les  ouvrages  des  hommes,  mais  de  celle  perfection 
relative  à  laquelle  l'art  actuel  peut  atteindre.  Je 
renvoie  pour  de  plus  amples  détails  sur  la  cons- 
truction du  Baromètre,  aux  excellentes  recherches 
de  M.  de  Luc,  sur  les  modifications  de  l'atmosphère. 

120.  Si,  malgré  tous  les  .soins  dont  on  vient  de 
parler,  il  arrivoii  qu'il  restât  une  petite  quantité  d'air, 
ou  de  vapeur  élastique,  dans  le  Baromètre,  au  haut 
du  tube,  on  en  déterminerait  facilement  l'effet  par 
le  calcul.  Je  suppose,  donc ,  pour  établir  ce  problème, 
qu'il  y  ail  effectivement  au  haut  du  tube  une  telle 
portion  de  fluide  élastique.  Qu'elle  soit  de  l'air  ou 
de  la  vapeur,  clic  peut  toujours  cire  considérée 
comme  de  l'air,  puisque  la  loi  du  la  comprcssibilité 
doit  être  la  même  pour  Lous  les  fluides  élastiques, 
c'esl-à-dirc ,  que  dans  tous  la  force  comprimante, 
ou  la  force  élastique  suit  le  rapport  inverse  des 
volumes.  Le  principe  de  la  solulion  sera  donc  ainsi 
le  même  qui  a  été  déjà  cniplo3'é  dans  la  théorie  des 
pompes. 

121.  Problème.  Le  haut  du  tube  d'un  Baromètre 
contenant  une  petite  portion  d'air,  on  ÎScmande 
une  équation  entre  la  pression  de  l'atmosphère , 
la  hauteur  du  tube,  celle  du  mercure,  et  celle  de 
la  portion  d'air  enfennee. 

Supposons  {Fig.  3o)  que  dans  le  Baromètre  im- 
parfait dont  il  est  ici  question ,  sîB  soit  la  hauteur 
tolale  du  tube ,  si  E  celle  du  mercure ,  B  71  l'éten- 
due'en  longueur  que  l'air  enferme  occuperoit,  s'il 
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éloit  placé  au  dehors  ou  dans  l'atmosphère ,  BE 
l'étendue  en  longueur  sur  laquelle  il  se  dilaté  dans 
le  tube.  Le  poids  do  la  colonne  de  mercure  ci  la 
force  élastique  de  l'air  enfermé  au  haut  du  lube, 
durait  faire  équilibre  à  la  pression  de  l'atmosphère 
sur  la  surface  du  mercure  conlenu  dans  la  cuvclle 
du  Baromètre;  et  comme  ces  (rois  forces  sont  pro- 
portionnelles aux  bases  qu'elles  pressent,  l'équilibre 
aura  lieu ,  si ,  en  réduisant  ces  mêmes  forces  à  des 
colonnes  de  mercure ,  la  somme  des  deux  premières 
hauteurs  est  égale  à  la  troisième.  Soient  ^B=u  ; 
stE  =  as  BH=y;  et  nommons/;  la  hauteur  dé 
k  colonne  de  mercure,  qui  exprime  la  pression 
de  1  atmosphère,  hauteur  qui  est  donnée  par  celle 
du  mercure  dans  un  Baromètre  parfait.  La  hauteur 
duc  à  la  force  élastique  de  l'air  enfermé  dans  lu 
tube  es,  (68)  *x-ff-=_Ï£-,  On  aura 
donc  pour  l'équilibre,  x  +  -JiL-  =  !l.  ou  ux_ 

*x-t-hyt=hu—hx  :  équation  qui  renferme  ia 
relation  entre  les  quatre  quantités  A,  x,u,y,  c'est- 
à-dire  ,  entre  la  hauteur  du  mercure  dans  un' Baro- 
mètre parfait,  sa  hauteur  dans  notre  Baromètre 
imparfait ,  la  hauleur  du  tube  de  ce  Baromètre  et 
la  hauteur  due  à  la  pression  de  l'air  qui  y  est  en- 
fermé. Quant  à  la  hauleur  du  tube  du  Baromètre 
parfait ,  laquelle  n'entre  point  dans  l'équation ,  il 
est  évident  qu'en  effet  elle  ne  doit  pas  y  entrer ,  puis- 
qu'on suppose  qu'il  existe  un  vuide  parfait  dans  la 
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parlic  supérieure  de  ce  lube.  Je  n'ai  pasbcsnin  d'ajou- 
ter que  les  quatre  quantités  À,  u,  x,  y  sont  ici 
toujours  positives ,  et  qu'on  ne  pourroit  les  regarder 
comme  négatives  que  'd'une  manière  hypothétique 
«t  étrangère  au  problème. 

122.  Coivllaire.  Cohnoissant  trois  quelconques 
■des  quatre  quantités  h,  a,  x ,  y  s  on  connoitra  la 
quatrième.  Les  valeurs  de  h,  u,y  sont  données 
par  des  équations  du  premier  degré}  mais  celle  de  x 
le  sera  par  une  équation  du  second  degré,  cl  ou 
trouvera 

ï==__±_  _  

Dans  cette  équation,  on  ne  peut  jamais  suppo- 
sery  autrement  la  partie  serait  plus  grande 

que  le  tout.  Les  limites  de  y  sont  zéro  et  u. 

1°.  Soit  d'abord  y=o  :  le  signe  supérieur  da 

radical  donnera  x  =       —  -+-  —        =  h  ;  ce  qui 
a  a  '  1 

est  le  cas  du  Baromètre  parfait.  Le  signe  inférieur 

4-f-n        h  — a  ,  . 

dorme  x= —  —  u,  solution  qui  ne 

peut  être  admise,  qu'en  supposant  que  u  soit  moindre 
que  h,  ou  du  moins  ne  surjiasse  pas  h,  puisque 
le  mercure  ne  peut  jamais  avoir  dans  le  tube 
«ne  hauteur  plus  grande  que  dans  le  Baromètre 
parfait. 

2D.-Soit-)'  =  «  :  le  signe  supérieur  du  radical  don- 
A  +  u        A  +  « 
neroit  x  —  —  H  =A+Uj  ce  qui  ne 

r>cut  pas  être,  à  moins  que  u  ne  fût  zéro,  et  alors 
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il  n'y  auroit  point  de  Baromètre  :  le  signe  infé- 
rieur donneroit  a;— o,  et  le  mercure  ne  s'éleveroit 
point  dans  le  Baromètre  imparfait.  . 

3°.  Soit  la  valeur  dey,  comprise  entre  les  limites 
oeltf ,  c'est-à-dire,  plus  grande  que  zéro,  cl  moindre 
que  ».  Alors  it  est  évident  que  la  quantité  radicale 
étant  réelle  y  il  faut  prendre  seulement  le  signe  infé- 
rieur du  radical ,  sans  quoi  la  valeur  de  x  seroit  plus 
grande  que  h  ,  ce  qui  est  impossible.  La  solution 
du  problème  est  donc  donnée  par  la  formule 
_ ±±!L- _  ^(4*tr-«H-(*+«)') 

X  a  i 

Les  applications  numériques- n'ontaucune  difficulté. 

Variations  du  Baromètre  dans  un  même  Heu. 

1 23.  J'ai  déjà  remarqué  que  la  pression  de  l'atmos- 
phère dans  un  mérite  lien  est  sujette  à  de  fréquentes 
variations,  qui  font  monter  plus  on  moins  la  colonne 
de  mercure  dans  le  Baromètre.  Voici  les  phénomènes 
les  plus  généraux  qu'on  a  observés  à  ce  sujet. 

i°.  Ordinairement  le  mercure  se  lient  élevé  lors- 
que le  témps  est  beau,  fixe,  calme  et  secjau  con- 
traire, le  mercure  s'abaisse  quand  le  temps  devient 
changeant,  pluvieux,  orageux,  et  que  l'air  est  agité 
par  de  grands  vents  ou  fort  chargé  de  vapeurs. 

2°.  Les  plus  grandes  hauteurs  et  les  plus  grands 
abaissemens  du  Baromètre ,  arrivent  toujours  en 
hiver  ^  et  plus  dans  un  même  climat  les  vicissitudes 
du  chaud  et  du  froid  sont  grandes,  plus  aussi  les 
variations  du  Baromètre  sont  considérables. 

3°.  Sur  les  hautes  montagnes ,.  les  variations  dut 
K  iij 


i5o  Hydrostatique, 
Baromètre  sont  très-petites ,  el  quelquefois  presque 
nulles  :  alors,  on  trouve  avec  exactitude  les  diffé- 
rences de  niveaux  des  lieux  ,  par  le  moyen  de 
cet  instrument,  connue  nous  l'avons  vu. 

4U.  Dans  le  voisinage  de  l'Equateur,  les  varia- 
tions du  Baromètre  sont  beaucoup  moins  sensibles 
que  vers  les  pôles.  Par  exemple,  à  Quito  ,  la  hau- 
teur de  la  colonne  de  mercure  ne  varie  tout  au 
plue  que  d'une  ligne  et  demie;  et  en  bas,  an  bord 
de  la  mer ,  de  deux  lignes  el  demie  ou  trois  lignes  : 
à  Paris ,  la  variation  est  de  plus  de  vingt-six  lignes. 

5".  Si  dans  un  même  lieu  il  arrive,  par  un  beau 
temps,  que  le  mercure  vienne  à  descendre,  il  y 
aura  de  la  pluie  ou  du  venl  ;  si  au  contraire  dans 
un  temps  pluvieux  le  mercure  vient  à  monter , 
c'est  signe  d'un  prochain  beau  temps  ;  dans  un 
temps  fort  chaud ,  la  descente  du  mercure  prédit 
le  tonnerre;  dans  un  temps  froid,  l'ascension  du 
mercure  annonce  la  gelée;  au  contraire  la  descente 
du  mercure  par  un  temps  de  gelée,  prédit  le  dégel. 

Toutes  ces  indications  du  Baromètre  ne  sont  pas 
toujours  infailliblement  suivies  des  mêmes  effets; 
et  quelquefois,  par  exemple,  on  a  de  la  pluie, 
quand  le  Baromètre  ,  suivant  ses  mouvemens  or- 
dinaires, semble  promettre  du  beau  temps. 

Je  joins  ici  une  table  que  le  citoyen  Brisson  , 
mon  ancien  confrère  à  l'Académie  des  Sciences , 
a  bien  voulu  me  communiquer,  des  plus  grandes 
et  des  moindres  élévations  du  mercure  dans  le 
Baromètre,  qui  ont  été  observées  à  Paris,  pen- 
dant l'espace  de  3i  années. 
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HAUT  RU  R  S   DU  BAROMETRE, 
A  PARIS. 
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Durant  ces  3i  années,  la  plus  grande  élévation 
du  mercure  dans  Je  Baromètre  a  été  de  28  nouées 
10  ;  lignes,  le  26  décembre  1778,  le  soir. 

Kon  plus  grand  abaissement  a  été  de  26  pouces 
8  ligues,  le  3o  mars  1762,  à  midi. 

La  différence  est  de  26  j  lignes. 

Les  Physiciens  se  sont  mis  à  la  torture  pour 
trouver  la  cause  des  variations  du  Baromètre.  Mon 
objet  n'est  pas  de  faire  1  'énuménition  des  systèmes 
qu'ils  ont  imaginés  sur  ce  sujet  :  je  me  borne  à 
donner  une  idée  générale  de  quelques-uns  des  prin- 
cipaux. 

•    Système  de  Léibnitz. 

124.  Selon  Léibnitz  ,  les  vapeurs  destinées  à  for- 
mer la  pluie  étant  d'abord  dispersées  et  soutenues 
dans  l'atmosphère  ,  elles  doivent  néces»airement 
augmenter  son  poids,  et  par  conséquent  aussi  la 
pression  que  l'air  exerce  sur  la  surface  du  mercure 
contenu  dans  la  cuvette  du  Baromètre.  Ainsi,  tant 
que  les  vapeurs  flottent  dans  l'air,  ou  que  le  beau 
temps  dure,  le  mercure  doit  se  tenir  haut  dans  le 
tube.  Mais  que  les  vapeurs  poussées  par  les  vents , 
ou  par  telle  autre  cause  qu'on  voudra  imaginer, 
viennent  à  s'amonceler  :  elles  forment  de  petits  corps 
plus  pesans  spéeiiiqucment  que  l'air,  elles  doivent 
donc  tomber  en  pluie.  Or,  durant  quelles  tombent 
ainsi ,  elles  soulagent  l'air  d'une  partie  de  leurs 
poids ,  conformément  aux  loix  de  la  Mécanique.  En 
effet,  imaginons  qu'un  corps  solide  de  même  pesan- 
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teur  spécifique  que  l'air,  et  par  conséquent  immo- 
bile dans  l'endroit  où  il  est  placé ,  vienne,  par  une 
cause  quelconque,  à  diminuer  de  volume, sans  chan- 
ger de  masse  ou  de  poids;  alors  ce  corps  descendra 
nécessairement ,  et  la  partie  de  son  poids  qui  est 
employée  à  le  faire  descendre,  cessera  de  presser 
l'atmosphère  qui  la  supportoit  auparavant.  Le  choc 
que  ce  corps  exerce  contre  l'air,  ne  compense  pas 
la  diminuliou  de  pression  dont  il  s'agit,  comme  on 
pourra  s'en  assurer  quand  on  saura  déterminer  la 
percussion  des  fluides  :  l'air  devient  donc  plus  léger 
lorsque  la  pluie  tombe  ;  et  le  Baromètre  doit  baisser. 
La  descente  du  mercure  commence  un  peu  avant 
la  pluie,  soit  parce  qn'il  faut  un  certain  temps  aux 
gouttes  d'eau  pour  se  former,  soit  parce  que  les 
vents  les  amènent  quelquefois  d'endroits  fort  éloi- 
gnés. Si  la  pluie  n'est  pas  toujours  la  suite  de  la 
descente  du  Baromètre,  Léibnilz  en  attribue  la  cause 
aux  vents  qui  emportent  ailleurs  les  gouttes,  on 
qui  les  divisent  et  les  dispersent  dans  l'atmosphère. 
Assurément  ce  système  est  très-ingénieux;  il  satis- 
fait aux' principaux  phénomènes  de  la  pluie  et  du 
beau  temps;  mais  il  n'explique  point  ceux  qui  sont 
relatifs  au  tonnerre,  à  la  gelée,  aux  changement  de 
vents,  etc.  , 

Système  de  Hallëy. 

1 26.  Halley  explique  les  mouvemens  du  Baromètre 
par  Faction  des  vents  sur  les  vapeurs  pluviales  Ilot— 
tantes  dans  l'atmosphère.  Suivant  ses  principes , 
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dans  11 11  temps  calme  et  tendant  à  la  pluie,  le  Baro- 
mètre baisse  ordinairement ,  parée  que  deux  vents 
soufflant  en  sens  contraire,  raréfient  i'air  el  le  ren- 
dent pins  léger  :  dans  un  temps  serein  et  fixe,  le 
Baromètre  est  comme  le  centre  oii  les  vents  accu- 
mulent l'air  et  le  rendent  plus  pesant  ;  ainsi  le  Baro- 
mètre doit  monter  :  dans  un  temps  calme  et  froid, 
le  mercure  monte,  parée  qu'alors  il  arrive  du  Nord 
des  vents  froids  qui  amoncellent  l'ait  :  les  plus 
grandes  variations  du  Baromètre  .sont  au  Xord  , 
parce  que  les  vents  du  Nord  sont  plus  forts  el  plus 
variables  que  ceux  du  Sud  ,  cic.  On  voit  que  ce 
système  est  fondé  sur  plusieurs  suppositions,  dont 
quelques-unes  son  [difficiles  à  recevoir,  ou  paroissent 
même  se  contredire. 

Système  de  Jllairan. 

126.  Mairan  met  en  jeu-,  de  même  que  HaDey, 
l'action  des  vents  ordinaires ,  pour  condenser  ou 
raréfier  l'air.  De  plus,  il  y  ajoute  celle  du  feu 
central,  qui  (selon  lui)  émane  continuellement  des 
entrailles  de  la  terre,  et  qui  produit  dans  l'air  des 
agitations ,  des  niouvemcns,  dont  les  quantités  et 
ics  directions  peuvent  être  modifiées  par  plusieurs 
causes  physiques  et  locales  :  nouveau  champ  de 
suppositions  iusullisaiitcs  ou  gratuites. 

Syslcme  moderne. 

i?7-  Depuis  que  le  Roi,  du  la  Société  de  Mont- 
pellier, a  fait  voir  [Aluni,  de  l'^4caddmi^ ,  année 
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i~5i ,  page  48]  )j  que  l'air  lient  toujours  une  cer- 
taine quantité  d'eau  en  dissolution  ,  on  a  cherché 
à  établir  sur  celte  base  une  nouvelle  explication  des 
variations  du  Baromètre.  On  suppose  que  les  parties 
aqueuses ,  mêlées  avec  l'air ,  en  diminuent  le  poids  j 
et  cela  peut  venir,  comme  M.  de  Saussure  le  re- 
marque dans  son  excellent  Traité  d'Hygrométrie, 
de  ce  que  les  vapeurs  se  forment  par  la  conversion 
de  l'eau  en  un  fluide  élastique,  dont  le  volume, 
à  quantité  égale  de  matière  ,  est  ibeaucoup  plus 
grand  que  celui  de  l'air  pur.  L'hypothèse  d'uns 
telle  diminution  dans  le  poids  de  l'air,  par  l'accu- 
mulation des  vapeurs  pluviales  ,  explique  pourquoi 
l'abaissement  du  mercure  dans  le  Baromètre  est  un 
signe  de  pluie.  L'eau  est  tenue  en  dissolution  dans 
l'air  par  un  certain  degré  de  chaleur  :  quand  l'air 
est  saturé  d'eau  ,  et  qu'il  vient  à  se  refroidir  ,  il 
en  abandonne  la  plus  grande  partie,  qui  tombe  alors 
en  rosée  ou  en  pluie.  Mais  en  admettant  ces  elfels, 
on  est  encore  très-éloigné  d'y  pouvoir  trouver  la 
cause  des  variations  du  Baromètre;  car  M.  de  Saus- 
sure prouve,  par  le  raisonnement  et  l'expérience, 
que  la  plus  grande  différence  entre  l'air  sec  et  l'air 
humide,  ne  peut  produire  que  des  variations  de 
deux  ou  trois  lignes  dans  le  Baromètre;  ce  qui  est 
fort  loin  do  celles  que  l'on  observe  dans  nos  climats. 
Voyez  son  ouvrage ,  pages  283  et  suivantes.-  Je 
reviens  ;i  ce  qui  regarde  plus  spécialement  mon  sujet. 

128.  Remarque.  Amontons ,  l'un  des  meilleurs 
Physiciens  du  commencement  de  ce  siècle,  avoit 
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avancé  (Mém.  de  l'^icad.  1 704,  pages  i6i  el  271  )  r 
que  la  chaleur  influe  sensiblement  sur  les  variations 
du  Baroinélrc.  Des  Savans,  trompés  par  des  expé- 
riences équivoques ,  nièrent  cette  proposition.  M.  de 
Luc  a  trouvé'  que  des  Baromètres  dont  le  mercure 
n'uvoît  pas  élé  purgé  par  l'action  du  feu  ,  étaient 
sujets  à  des  mouveinens  irréguliers  par  le  chan- 
gement de  chaleur;  tantôt  slationnaires,  au  moins 
sensiblement,  quand  la  chaleur  auginenle;  souvent 
montans,  et  quelquefois  descendant  :  d'où  il  a  conclu 
que  les  Savans  dont  il  s'agît  ont  élé  induits  en  erreur- 
par  de  semblables  Baromètres.  Il  s'est  de  plus  assuré 
que  les  Baromètres  purgés  d'air  par  l'action  du  feu, 
montoient  constamment  par  la  cbaleur  et  deseen- 
doient  par  le  froid  :  marche  régulière  et  connue. 

129.  Scholic.  Je  ferai ,  avant  de  passer  plus  avant,, 
nnc  remarque,  qui  trouve  sa  place  ici ,  et  q\ii  a 
de  fréquentes  applications  dans  la  pratique.  Elle  a 
pour  objet  certains  couraus  d'air,  qui  sont.excilés 
par  la  différence  de  chaleur  dans  l'atmosphère,  et 
dont  la  nature  el  la  cause  s'expliquent  comme  il  suit. 

Supposonssur  unmême  niveau ^4 BEF(Fi g.  44), 
deux  portions  d'air  stBCD,  EFGH\  dont  la 
première  soit  plus  chaude  que  la  seconde.  Imagi- 
nons deux  tuyaux  horizontaux  mn,pq  d«  com- 
munication; et  supposons  qu'au  premier  instant, 
dans  le  tuyau  inférieur,  la  pression  eu  m  soit  égale 
à  la  pression  en!  /i,  ce  qui  peut  avoir  lieu,  en  sup- 
posant que  la  colonne  m  C,  plus  rare  et  moins  pe- 
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sanfe  spécifiquement  que  la  coionne  n  II,  est  plus 
haute  en  compensation  :  il  est  clair  que  dans  le  tuyau 
supérieur,  ia  pression  en  p  est  plus  grande  que  la 
pression  en  q ,  puisque  la  colonne  mp  est  plus  légère 
que  la  colonne  nq ;  donc  il  passe  de  i'air  de  ^éRCD 
en  EFGH par  le  tuyau  jt>^.  Or  cet  air,  ainsi  intro- 
duit ,  augmente  fa  masse  d'air  EFGH  ni  la  pression 
en  n;  d'où  résulte  un  second  courant,  contraire 
au  premier,  de  l'air  EFGH  en  -siBCD,  par  le 
tuyau  inl'érieur  nm.  It  en  serait  de  même,  si  on  sup- 
posoit  au  premier  instant  la  pression  en  p  égale  à 
la  pression  en  q  ;  car  alors  la  pression  en  n  seroit 
plus  grande  que  la  pression  en  m  ;  ce  qui  produirait 
d'abord  un  courant  de  l'air  EFGH  dans  l'air 
s4BCD,  par  le  tuyau  nm;  et  ensuite  un  cou- 
rant de  l'air  ^4BCD  dans  l'air  EFGH,  par  le 
tuyau  p  q.  On  voit  par-là  que  si  deux  chambres 
voisines  ,  l'une  chaude ,  l'autre  froide  ,  viennent  à 
communiquer  ensemble  par  une  porte  qu'on  ouvre, 
il  s'établit  deux  courans  contraires,  l'un  inférieur, 
de  la  chambre  froide  dans  la  chambre  chaude  ; 
l'autre  supérieur,  de  la  chambre  chaude  dans  la 
chambre  froide.  De  même ,  lorsqu'on  allume  du  feu 
au  fbyer  d'une  cheminée,  l'air  contenu  dans  la 
chambre.,  et  celui  qui  s'y  introduit  sans  cesse  par 
leV  vides  de  la  porte  ou  de»  fentes ,  forment  un 
courant  inférieur  dirigé  vers  la  cheminée ,  et  un 
courant  supérieur  qui  est  forcé  de  's'élever  par  le 
tuyau  de  la  cheminée  et  emporte  la  fumée  avec 
lui  j  à  moins  que  le  tuyau  de  la  cheminée  ne  soit 
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trop  large  relativement  à  la  chambre,  ou  que  ce 
second  courant  ne  rencontre  des  obstacles  dans  son 
chemin  ou  à  sa  sortie ,  auxquels  cas  la  fumée  se 
répand  dans  la  chambre,  clc. 

Du  Thermomètre. 

i3o.  De  même  que  le  Baromètre  marque  la  pe- 
santeur de  l'air,  par  l'équilibre  qui  existe  entre  la 
pression  de  l'atmosphère  sur  la  surface  du  mercure 
contenu  dans  la  cuvette,  et  le  poids  de  la  colonne 
de  mercure  suspendue  dans  le  tube  :  le  Thermomètre 
marque  la  température  de  l'air,  au  moyen  d'un  corps 
expansif,  qui  se  dilate  par  le  chaud,  et  qui  se  con- 
dense par  le  froid. 

Quoique  les  corps  solides,  principalement  les 
métaux,  éprouvent  des  variations  dans  leurs  vo- 
lumes, par  les  alternatives  du  chaud  cl  du  froid, 
ils  ne  sont  pas  propres  à  former  des  Thermomètres 
pour  les  usages  ordinaires.  On  préfère,  pour  cela, 
les  fluides,  et  dans  celte  classe  ceux  qui  sont  le 
plus  susceptibles  de  dilatation  et  de  condensation? 
comme  l'cspril-dc-vin ,  le  mercure,  l'huile  de  lin, 
l'air  lui-même  ,  etc.  Une  certaine  quantité  d'un 
pareil  fluide  étant  introduite  el  puis  enfermée  dans 
un  corps  creux,  composé  d'une  boule  et  d'un  mince 
tuyau  de  verre,  occupe,  par  l'action  du  chaud  et 
du  froid,  un  espace  plus  ou  moins  grand,  et  fait 
ainsi  connoilre  les  changemens  de  température  de 
l'air  environnant,  ou  de  l'atmosphère  :  tel  est  le 
méchanisme  général  du  Thermomètre.  On  attache 
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Pinilmment  à  une  planche  graduée,  qui  indique, 
par  ses  divisions,  la  marche  de  la  liqueur.  . 

i3i.  Le  chandelle  froid  élan! des  quantités  rela- 
tives, les  expansions  ou  les  contractions delaliqueur 
tlicrrnomélrique  doivent  être  rapportées  ,  s'il  e.st 
possible,  à  des  termes  lixes,  soit  afin  de  pouvoir 
comparer  le  chaud  et  le  froid  d'un  lieu  avec  ceux 
d'un  anlre,  soil  pour  connoili-e  îa  température  rela- 
tive de  dilTérens  climats,  soit  pour  être  en  état  de 
faire  partout  un  grand  nombre  d'expériences  phy- 
siques et  chymiques ,  qui  demandent  un  degré  fixe 
et  déterminé  de  chaud  ou  de  froid.  Je  ferai  ici 
quelques  remarques  générales  sur  les  Thcrmohiétres 
aujourd'hui  les  plus  connus  et  les  plus  usités,  sans 
remonter  aux  plus  anciens,  qui  ctoient  très-impar- 
faits. Voyez,  concernant  toute  celte  matière,  les 
essais  du  docteur  Martine,  l'ouvrage  déjà  cité  du 
M.  de  Luc ,  et  plusieurs  autres  livres  de  physique 
expérimentale. 

i3a.  Les  physiciens,  après  avoir  cherché  long- 
temps un  terme  fixe  pour  l'origine  de  la  graduation 
tliermométriquc,  et  après  en  av.oir  proposé  plusieurs 
sur  l'exactitude  desquels  les  opinions  étoienl  parta- 
gées, ont  enfin  adopté,  pour  cette  détermination, 
ou  la  chaleur  de  l'eau  bouillante,  ou  la  congélation 
de  l'eau  commune.  Sur^quoi  néanmoins  il  faut  encore 
faire  quelques  observations,  afin  de  parvenir  à  ré- 
gler les  termes  dont  il  s'agit  en  parité  de  circons- 
tances. Car  si  cette  parité  n'existoit  pas,  les  ther- 
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momèlres  pourroicnl  Lien  indiquer ,  pour  un  même 
lieu ,  J<;s  cliangcmcns  de  chaud  et  de  froid ,  mais  ils 
ne  seroicnl  comparables  eulr'cux,  d'un  endroit  à 
un  autre,  que  par  un  heureux  hazard  sur  lequel 
on  ne  doit  pas  compter;  cl  par-là  ils  perdroienl  l'un 
de  leurs  plus  pséciuux  avantages. 

l'â'S.  Maigri  les  progrés  que  Galilée,  Toricclli, 
Pascal,  Boylc,  etc.  avoienl  déjà  fait  faire  à  [a  phy- 
sique, Amonlons  est  le  premier  qui  ait  déterminé 
et  soumis  à  des  mesures  fixes  le  degré  d'intensité 
auquel  ia  elialeur  de  l'eau  houillanle  peut  s'élever, 
et  les  variations  qui  arrivent  dans  la  force  élastique 
de  l'air,  selon  qu'il  est  plus  ou  moins  échaulfé  : 
deux  découvertes  de  la  plus  haute  importance  dans 
la  physique,  et  dont  Amodions  lil  dés-l»rs  l'appli- 
cation, à  un  nouveau  Thermomètre.  (  JSIém.  de 
l'^lcad.  année  169g,  pag.  113;  et  1702,  p.  161.  ) 

i34.  Tout  le  monde  voj'oil  que  de  l'eau  ordi- 
naire contenue  dans  un  chaudron  posé  sur  un  feu. 
ardent,  s'éehauffoit  par  degrés;  mais  on  ignoroit, 
ou  du  moins  on  ne  s'éloil  pas  encore  demandé, 
d'une  manière  scientifique,  si  le  progrès  de  la  cha- 
leur de  l'eau  bouillante  avoit  un  terme  fixe  et  dé- 
terminé. Amontons  reconnut  par  l'expérience,  que 
lorsque  l'eau  est  une  fois  parvenue  à  l'étal  d'ébul- 
Jition  parfaite,  sa  chaleur  demeure  invariable,  et 
n'augmente  plus  par  une  plus  longue  ébullilion , 
ni  par  une  plus  grande  activité  du  feu.  Cette  ob- 
servation ayant'  été  répétée  par  Halley ,  et  par 
plusieurs 
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plusieurs  autres  physiciens,  s'est  trouvée  conforme 
à  la  vérité,  avec  celle  restriction  ou  addition  néan- 
moins que  la  thaïe*  <lc  l'eâu  bouillante  n'est  la 
roc'zne  que  pour  une  même  pression  de  L'atmosphère, 
eu  pour  une  même  élévation  du  mercure  dans  le 
Baromètre;  car  à  mesure  que  la  pression  de  l'at- 
mosphère est  plus  grande,  Teau  s'échaufle  plus 
difficilement,  et  parvient  pins  tard  à  l'ébullilion  com- 
jjlùlt  ;  mais  aussi  elle  a  alors  une  jilus  grande. chaleur) 
«ju'elle  conserve  ensuite  invariablement.  Par  ou  l'on 
Toit  qu'en  faisant  usage  !  du  Baromètre,  en  deux 
endroits on  peut  toujours  déterminer  les  rapports 
de,  chaleur  de  l'eau  bouillante,  pour  ces  deux 
endroits. 

'  î35.  Les  observations  d'Amonloris  sur  les  chan- 
gemens  de  la  force  élastique  de  l'air  par  la  chaleur, 
ne  parurent  pas  moins  nouvelles,  ni  moins  singu- 
lières. On  savoit  depuis  plusieurs  années  que  l'air 
se  comprime  suivant  la  proportion  des  poids  dont 
■il  est  chargé,  et  que  par  conséquentes  force  élas- 
tique, qui  fait  équilibre  à  la  force  comprimante,  " 
est  aussi  proportionnelle  aux  mêmes  poids;  on  savoit 
également  que  Pair  atmosphérique  ordinaire  tend  à 
recevoir,  par  une  augmentation  de  chaleur,  une 
augmentation  de  volume  ;  qu'en  conséquence  il  so 
répand  actuellement  en  un  plus  grand  espace,  s'il 
en  a  la  liberté,  niais"  que  si  au  conltaire.il  est 
resserré  et  forcé  de  conserver  son  même  volume, 
il  acquiert  unc*augmentation  de  force  élastique. 
Jlestoil  à.  déterminer  celte  augmentation  d'une 
Tome  I.  L 
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manière  exacte  et  conforme  à  la  première  loi ,  dé- 
montrée par  les  expériences  de  Mariotte.  ,-Wontons, 
dont  l'objet  n'étoit  d'abord  qfc'Ia  construction  de 
son  ingénieux  moulin  à  feu  (  Mém,  de  1699'), 
n'avoit  eu  besoin,- pour  cela ,  que  de  eonnoitr* 
l'augmentation  .de  force  du  ressort  do  l'air  ordi- 
naire,par  la  cnaleurac  l'eau  bouillante  j  et  il  avoit 
trouvé  que  cette  augmentation  étoil  environ  le  liera 
de  la  force  du  ressort  de  l'air  près  la  surface  de  la 
terre  où  ce  fluide  porte  le  poids  de  l'atmosphère , 
c'est-à-dire  un  poids  égal  à,  celui  d'une  colonne  de 
mercure  d'environ -38  pouces  de  hauteur,  de  sorte 
que  l'augmentation  dont  il  s'agit  éloit  exprimée  par 
le  poids  d'une  colonne  de  mercure  de  près  de  10 
pouces  de  hauteur.  Mais,  en  poussant plus1  loin. ses 
recherches,  Ainonlons  vit  et  s'assura  par  l'expé- 
rience que  l'augmentation  de  la  forée  élastique  de 
l'air,  produite  par  la  chaleur  de  l'eau  bouillante, 
n'est  pas  bornée  à  ne  soutenir  que  io  pouces  de 
mercure  de.  plus  que  la  charge  de  f atmosphère  j 
qu'elle  en  peut  soutenir  plus  ou  moins,  àpropor-'- 
lion  des  poids  dont  l'air  est  chargé  ;  que  le  poids  du 
mercure  soutenu  est  environ  le  tiers  de  la  eharge 
totale  de  l'air,  quand  cet  air  est  d'abord  dans  l'état 
tempéra;  moins  que  le  tiers,  quand  l'air  est  dans  un 
étal  plus  chaud  que  le  tempéré  ;  enfin ,  plus  que  le 
tiers,  quand  Paît  est  dans  un  étal  plus  froid  que  le 
tempéré.  Far  exemple,  si,  lorsque  l'air  est  dans 
un  état  tempéré,  une  masse  d'air  chargée  par  trente- 
pouces  du  mercure,  en  y  comprenant  le  poids  de 
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l'atmosphère ,  reçoit  par  la  chaleur  de  l'eau  boni!- 
larde  une  angine  nia  lion  de  ressort  de  10  pouces  de 
mercure;  lorsque  celte  masse  viendra  à  être  chargée, 
eu  tout,  fie  Go  pouces  de  mercure,  elle  recevra, 
par  larrîline  chaleur,  une  augmentation  de  ressort 
de  20  pouces;  quand  elle  sera  chargée  en  tout,  de 
go  pouces  de  mercure ,  elle  recevra ,  toujours  par  la  , 
même  chaleur,  une  augmentation  de  Zo  pouces  de 
mercure;  et  ainsi  des  autres.  Dc-là  Amenions  conclut 
en  général  qu'un  même  degré  de  chaleur,  quelque 
petit  qu'on  veuille  le  supposer,  peut  produire  dans 
une  masse  d'air  des  "augmentations  de  force  élas- 
tique, qui  iront  continuellement  en  augmentant  à 
mesure  qu'on  augmentera  les  charges  de  celte  masse 
d'air;  et  que  les  augmentations  de  force  élastique 
euivnral  la  proportion  des  poids  comprimans. 

IJ'un  autre  côté,  il  résulte  de  la  règle  de  Mariotte , 
que  deux  masses  inégales  d'air  auront  néanmoins 
des  forces  élastiques  égales ,  sous  Ift  même  degré  do 
température  ;  car  la  température  des  deux  masses 
étant  la  même,  les  volumes  ou  les  espaces  qu'elles 
occupent  sont  proportionnels  à  ces  mêmes  masses; 
donc  les  densités  (  quotients  des  masses  ou  des  poids 
divisés  parles  volumes)  sont  égales.  Or,  en  vertu 
de  la  règle  de  Mariotte,  les  forces  comprimantes' 
de  deux  volumes  quelconques  d'air  dans  un  même 
endroit  sont  proportionnelles  aux  densités.  Donc 
ici  les  forces  comprimantes,  de  même  que  les  forces 
élastiques  qui  leur  l'ont  équilibre,  sont  égales.  No» 
Lij 
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deux  masses  inégales  d'air  soutiendront  doiic ,  mous 
le  même  degré  de  chaleur,  des  colonnes  'de  mercure 
de  même  hauteur. 

Par  une  conséquence  ultérieure  de  loyl  ce  que 
nous  venons  de  dire,  Amontons  infère  qu%ns  très- 
petite  masse  d'air  peut  acquérir,  par  un  Irès-pétii 
degré  de  chaleur  donné,  une  force  élastique,  qui 
augmentera  de  plus  en  plus  ;'i  mesure  qu'on  char- 
gera celle  masse  de  plus  grands  poids. 

i36.  D'après  ces  donnée:;,  il  propose  un  Ther- 
momètre, donl  Ici  est  le  principe  générai.  Une 
quantité  d'air  pris  à  une  température  moyenne, 
au  printems  ou  en  automne,  remplit  la  capacité 
d'une  boule  de  verj-c ,  qui  n'a  d'ouverture  qu'au 
fond,  par  où  elle  communique  avec  la  petite  branche 
d'un  mince  lube  de  verre,  qui  s'y  adapte  exacte- 
ment, et  qui,  après  s'être  un  peu  recourbé  en*  cet 
endroit,  s'élève  ensuite  verticalement  a  lai  bailleur 
d'environ  4S  pouces.  Ce  tube,  ouvert  par  le  haut, 
coudent  une  colonne  de  mercure  qui  agit  par  eri 
bas  contre  le  ressort  de  l'air  enfermé  dans  la  boule. 
Cela  posé,  lorsque  la  boulé,  par  son  contact  avec 
l'air  extérieur,  vient  à  s'échauffer  ou  à.  se  refroidir , 
la  force  élastique  del'jir  intérieur  augmente  OU  dimi- 
nuera colonne  de  mercure  se  balance  dans  le  lube,  et 
marque  par  ses  excursions  les  changement  de  tem- 
pérature de  l'atmosphère.  La  graduation  commence 
au  point  où  répond  la  surface  supérieure  de  la 
colonne  de  mercure,  par  la  chaleur  de  l'eau  bouil- 
lante. Une  partie  du  mercure  entre  dans  la.  boule, 
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par  le  fi«iii  qui  comprime  Vais  intérieur,  ou  en 
,'  sort  par  le  chaud  qui  dilate  ce  même  airfc 

H  n'y  a  de  difficulté  dans  ]a  construction  de  ce 
Thermomètre,  que  celle  d'introduire  et  d'enfermer 
la  quantité  d'air  qui  doit  occuper  in  capacité  de  la 
boule.  Lcjirocédé'que  l'auteur  met  en  œuvre  pour 
cela,  est  très-ingénieux  ,  et  on  en  peut  voir  le  détail 
dans,  son  mémoire  même  (an  170-*).  -  > 

Une  condition  essentielle-  pour  que  deux  Ther- 
momètres ain:-i  conduits  puissent  être  comparables 
enir'eux,  est. que  la  capacité  du  tube  ou  le  jnercuro 
fait  ses  tnouvemens  doit  être  très-petile,  et  comme  ' 
nulle  eu  comparaison  de. la  capacité  de  la  houle; 
autrement  l'espace  occupé  par,  l'air  intérieur  vicïi- 
droil  à  changer  scnsihlcincnl;  ce  qui  produirait  des 
variations  sensibles  dans  la  force  élastique,  et  con- 
sequemment  aussi  des  anomalies  sensibles  dans  les 
excursions  de  la  colonne  de  mercure. 

j  3  7.  Quoique  toft  les  Physiciens  se  soient  accordés 
à.  donner  au  Thermomètre  d'Amontons  les  justes 
louanges  qu'il  mérite,  cet  instrument  a  été  peu  mis 
ru  pratique , parce  que  1".  il  eàl  compliqué,  difficile 
eftong  à  construire  exactemen!,einbarassaitl  par  .son 
volume.  2".  Il  est  réglé  sur  la  température  moyenne 
pour  le  climat  de  l'aris,  ce  qui  est  un  peu  vague, 
tt  peut  ne  pas  convenir  aux  antres  climats.  3".  De 
nouvelles  expériences  ont  appris  que  la  force  Élas- 
tique de  l'air  ,  dans  tous  les  états ,  ne  suit  pas  assca 
exactement  les  rapports  assignés  par  Amonlons. 
•i  '.  Le  mercure  de  la  colonne  thermométrique  c-.£ 
L  uj 
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sujet  lni-méme  à  des  variations  sensibles  ic  volumrt 
par  le  oiJaud  et  par  Je  froid,  lesquelles  venant  à  -, 
i-e  combiner  avec  les  variations  d'élasticité  de  l'air 
intérieur,  produisent  des  résultats  incertains  ou 
inconnus,  et  par  conséquent  inappréciables. 

l38.  On  trouve  dans  les  Transaction*  philo.io- 
phiq-ues  ,an  1701 ,  un  mémoire  de  Newton,  intitulé  : 
Sja/a  gradiium  calons  el  frigoris.  L'auteur  s'est 
proposé  de  déterminer  non-seulement  les  degrés  de 
chaud  que  le  Thermomètre  peut  supporter  sans  se 
casser,  mais  encore  des  chaleurs  fort  supérieures, 
en  faisant  servir  à  ce  double  objet  un  Thermomètre 
à  huile-  de  lin ,  cl  la  chaleur  d'un  fer  rouge.  Voici 
une  idée  générale  et  suJlisanlc  de  sa  méthode. 

I!  prend  pour  l'origine,  ou  ïe  terme  zéro  du  Ther- 
momètre., l'état  de  l'air  où  l'eau  ordinaire  commence 
à  se  glacer.  Il  suppose  d'abord  ,  pour  former  son 
échelle  des  chaleurs  ,  deux  progressions ,  l'une 
arithmétique,  l'autre  géomélriqne ,  qui  se  corres- 
pondent ,  et  formées  de  telle  manière,  que  1  et  12 
éîatit  deux  ternies  analogues  dans  ces  deux  progres- 
tions,  les  autres  paires  de  termes  analogues  son^ 
3  et  a4 ,  3  et  48,  4  et  96,  etc.  Ensuite ,  tnlre  tous 
les  termes  consécutifs  de  ces  deux  progressions 
il  insère  trois  moyens  proportionnels  ;  ce  qui  donne 
deux  nouvelles  progressions  d'un  plus  grand  nombre  1 
de  termes ,  et  par  conséquent  le  moyen  de  comparer 
un  plus  grand  nomhre  de  chaleurs.  Les  termes  de  la 
progression  arithmé tique  marquentla  graduation  du 
Thermomètre;  ceux  de  la  progression  géométrique 
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servent  à  exprimer  les  rapports  tic  chaleurs  dc^  objets 
comparés.  Newton  fait  répondre  fa  chaleur  du  corps 
humain  au  degré  1  du  Thermomètre ,  ou  au  degré  i 
de  la  progression  arithmétique,  et  pnr  conséquent 
au  degré  1-2  de  la  progression  géométrique.  Par-ià, 
il  trouve  rjuc  la  chaleur  d'un  bain  où  l'on  peut 
plonger  la  main  sans  se  brûler  répoud'au  terme  1  ' 
de  la  progression  arithmétique ,  et  au  terme  i4  -*-. 
de  la  progression  géométrique;  que  in  chaleur  d'un" 
bain  très-chaud  répond  au  terme  i  £  du  la  progres- 
sion arithmétique,  et  au  terme  17  de  la: .progrès-» 
sion  géométrique;  que  la  chaleur  où  un  morceau 
de  cire  flottant  sur  un  bain  chaud  commence  à  se 
fondre,  répond  au  tenue  2  de  la  progression  arithmé- 
tique, et  au  terme  ?4  de  la  progression  géométrique; 
que  la  chaleur  de  l'eau  bouillants  rénor.d  au  terme 
1  \  de  la  progression  arithmétique,  ct  au  tenue  'âi 
de  la  progression  géométrique;  ainsi  de  plusieurs 
autres  substances ,  depuis  la  glace  jusqu'à  i'étaiii 
fondu. 

Pour  déterminer  les  grandes  chaleurs  que  le  Ther- 
momètre ne  peut  donner  immédiatement,  "Ncwtoa 
fait  rougir  au  feu  un  morceau  de  fer;  il  le  laisse 
ensuite  refroidir  en  plein  air;  il  observe  le  temp3 
du  refroidissement  jusqu'au  moment  où  la  chaleur 
devient  simplement  égale  à  celle  du  corps  humain, 
chaleur  que  le  Titcnnomètre  fait.connoitre;  il  sup- 
pose que  la  chaleur  perdue  par  le  1er  en  un  temps 
donné  est  comme  la  chaleur  totale  du  fer  :  d'où  il 
suit  qu'en  prenant  les  temps  des  reiroidissefluens 
Lit 
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successifs  en  progression  arithmétique,  les  chaleurs 
correspondantes  sont  en  progression  géométrique, 
et  que  par  conséquent  elles  se  trouvent  facilement 
par  les  logarithmes.  On  voit,  en  effet,  que  ce  pro- 
blème est  de  mémo  nature  que  celui  de  l'article  107. 
De  plus ,  en  représentant  la  suite  des  temps  par  la 
graduation  arithmétique  du  Thermomètre  ,  dans 
.laquelle  le  terme  1  correspond  au  terme»  ta  com- 
mun à  Icclielle  géométrique  du  Thermomètre,  et 
à  la  progression  géométrique  des  chaleurs  du  fer, 
il  est  clair  que  l'on  connoitra  sur  l'échelle  arithmé- 
tique du  Thermomètre  les  dilfércns  points  ou  degrés 
auxquels  répondent  successivement  les  chaleurs  du 
fer,  qui  auront  aussi  un  rapport  connu  avec  la 
chaleur  du  corps  humain ,  ou  avec  les  autres  cha- 
leurs marquées  par  le  Thermomètre.  Newton  trouve 
qu'au  degré  5  de  celle  échelle  répond  une  chaleur 
195,  qui  est  celle  d'un  brasier  de  charbon  de  terre , 
et  par  conséquent  aussi  du  1er  qu'on  y  fait  chauffer 
jusqu'à  incandescence.  Ainsi,  suivant  son  calcul ,  une 
telle  chaleur  est  environ  1G  j  plus  grande  que  celle 
du  corps  humain  ,  c;l  5  *j  plus  grande  que  celle 
de  l'eau  bouillante. 

II  détermine  sem Maniement  la  chaleur  qui  fait 
fondre  plusieurs  métaux,  ou  ce  qui  revient  au  même, 
la  chaleur  par  laquelle  ces  métaux,  fondus  d'abord, 
commencent  ensuite  à  se  durcir,  en  posant  sur  un 
ièr  rougi  au  feu,  un  morceau  de  métal  fondu,  et 
observant  le  temps  du  refroidissement,  jusqu'à  ce 
que  oe  métal  commence  à  se  durcir,  et  que  la  dut- 
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leur  du  fer  devienne  égale  à  celle  du  corps  humain. 
Toute  cette  théorie  est  très-ingénieuse  ;  mais  on  a 
reconnu  que  l'hypothèse  de  Newton  sur  îa  dimi- 
nution de  la  chaleur  des  métaux  s'écartoit  sensible- 
ment de  la  vérité,  et  on  a  cherché  d'autres  moyens 
pour  arriver  au  but.  Celte  discussion  est  étrangère 
à  mon  sujet. 

l3g.  Dès  l'année  1680,  Halle}"  avoit  proposé  d'em- 
ployer pour  liqueur  thermomélriqne  le  mercure  qui 
n'a  pas  l'inconvénient  de  se  détériorer  par  le  laps  du 
temps,  du  moins  à  beaucoup  près  autant  que  l'cspril- 
dc-vin,  ni  de  s'attacher  aux  parois  du  tube  comme 
Jcs  huiles.  En  1 70g,  Parenhcit  mit  entre  les  mains  des 
Physiciens  un  Thermomètre  à  mercure,  qui  s'est 
perfectionné  dans  la  suite,  et  qui  est  aujourd'hui, 
très-répandu.  Dans  ce  Thermomètre,  l'origine,  ou 
le  zéro  de  la  graduation ,  répond  à  une  forte  congé- 
lation arliliciclle ,  produite  par  un  mélange  de  sel  et 
de  mire;  depuis  ce  tenue  ,  il  y  a  5i  degrés  jusqu'à 
l'étal  de  glace  ordinaire;  212  degrés  jusques  à  la 
chaleur  de  l'eau  bouillante ,  etc. 

*  l4o.  De  tous  les  Thermomètres,  aucun  n'a  eu 
autant  de  célébrité  et  de  vogue,  du  moins  en  France , 

que  Celui  de  Réaumur  (Jiîém.  de  l'^fcad.  an.  ]  730 
et  \  -fi  \  ).  L'auteur  prend  pour  or^ine  de  sa  gradua- 
tion la  congélation  de  l'eau  ,  nonla  congélation  na- 
turelle qui  n'a  pas  constamment  lieu  au  même  degré 
de  froid ,  mais  une  congélation  artificielle  faite  avec 
de  la  glace  ordinaire  et  des  seis.  Pour  éviter  l'erreur 
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qui  pourroil  résulter  de  la  glace  naturelle  plus  ou 
moins  froide  qu'on  emploie  dans  celte  opération ,  il 
fait  su  congé!  a  lion  dans  un  temps  où  l'air  n'a  aucune 
disposition  à  geler  l'eau,  cl  11  lise  le  degré  .zéro  ai* 
lBOmetft  où  la  première  surfnoo  de  l'eau  commence 
à  .se  geler  artificiellement;  ee  qui  répond  au  degré 
'ôï  de  Farenhcit,  à -très-peu  de  chose  près.  Réauinuxr 
emploie,  pour  liqueur,  de  l'espril-dc-vin  rectifié; 
il  suppose  ou  conclut  que  la  totalité  de  la  liqueur 
étant  censée  divisée  en  1000  parties,  elle  so  dilate 
de  80  ou  Si  parties, par  la  chaleur  de  l'eau  bouillante 
qu'il  fixe  en  conséquence  à  ce  degré.  Cette  détermi- 
nation n'est  pas  bien  précise ,  comme  on  voit.  D'ail- 
leurs,il  faut  ecasidérer  que  I'esprîl-de-vin  bouillonne 
avant  l'eau.  Or,  il  est  très-possible  que  ce  bouil- 
lonnement une  fois  établi  n'augmente  plus,  el  donne 
inoins  de  chaleur  que  l'eau  bouillante,  à-peu-pres 
comme  il  arrive  à  l'eau  bouillante  elle-même,  dont 
la  chaleur  a  un  terme ,  el  n'augmente  plus  par  l'ac- 
tion continuée  du  feu  auquelVcau  est  exposée.  Les 
premiers  Thermomètres  de  Rcaumur  avoient  un 
autre  défaut  particulier.  Ils  étoient  construits  sur 
de  grandes  dimensions;  d'où  il  arrivoil  que  la  tem- 
pérature de  l'air  avéit  de  la  peine  à  les  pénétrer  > 
et  qu'en  les  comparant  avec  d'autres  plus  petits, 
on  remarqnoit  qu&  la  liqueur  monteil  encore  dans 
les  uns,  tandis  quelle  descend  oit  dans  les  autres. 
On  reconnut  donc -bientôt  que  les  petits  Thermo- 
mètres étoient  préférables.  Dans  là  suite,  plusieurs 
l'hvaicicus,  en  conserviuilla  graduation  dcRéauumr, 
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ont  substitué  âvce  avantage  îe  mercure  à  l'esprit- 
de-vin.  " 

Chaque  degré  de  l'échelle  de  Rcaumur  vaut  près- 
presque  doux  degrés  de  l'échelle  de  Farcnheil. 

i4i.  Un  autre  Thermomètre  ,  û-*peu-près  de  la 
même  année  1 730  ,-cèlui  de  Delisle ,  a  été  aussi  Fort 
employé.  Il  est  l'ait  avec  du  mercure.  La  gradua- 
tion commence  à  la  chaleur  de  l'eau  bouillante,  et 
les  chiffres  qui  la  marquent ,  soil  au-dessus ,  soit 
au-dessous,  vont  en  augmentant.  Delisle  suppose 
que  le  volume  du  mercure,  le  Thermomètre  étan£ 
plongé  dans  l'eau  bouillante e3t  de  10  mille  ou 
100  mille  parties ,  et  il  exprime  en  "de  telles  parties , 
au-dessus,  et  au-dessous  du  terme  zéro  ,  tous  les 
degrés  de  chaleur  correspondans  à' tous  les  degrés 
de"  dilatation  et  de  condensation.  L'exactitude  de 
ce  Thermomètre  dépend  du  seul  terme  de  l'eau  bouil- 
lante, qu'il  est  par  conséquent  important  de  bien 
déterminer,  en  In  subordonnante  une  hauteur  donnés 
du  mercure  dans  le  Baromètre. 

i4a.  Schôîie  I.  Tous  ces  Thermomètres  et  plu- 
sieurs autres  que  je  passe  sous  silence  ont  leur» 
avantages  et  leurs  "ïnconvéniens.  Voyez  Fourrage 
de  M.  de  Luc.  .    .  • 

On  s'accorde  assez  généralement  aujourd'hui  à 
regarder  le  mercure  comme  la  meilleure  liqueur 
thermométrique.  Cependant,  par  des  expérience» 
faites  à  Pétcrsbourg,  en  1785,  par  M.  Guthrie  , 
de  la  société  royale  de  Londres,  il  peut  se  trourer 
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îles  cas  où  les  Thermomètres  à  (csprit-dc-vin  de- 
vroieift  être  employés  de.  préférence  aux  Thermo- 
mètres à  mercure.  Eu  Irons  dans  quelques  détails. 

Kit  1759,  les  docteurs  Braun  et  JEpinw  par- 
vinrenl  à  geler  le  mercure,  à  Pétersbourg ,  par  un* 
froid  artificiel  qui  rrpondoil  an  degré  3a  de  Itéau- 
mur,  au-dessous  de  la  glace.  M.  Guthrie  a  fait  les 
mêmes  expériences,  et  plusieurs  autres;  d'où  i!  a 
tiré  les  conclusions  suivantes. 

1".  Le  point  de  froid  absolu  pour  la  congélation 
.  du  mercure  est  à  Tn  degrés  au-dessous  de  zéro  selon 
ljjciielle  de  Réanmor.     "    •  , 

1".  Le  mercure  ordinaire,  cl  même  celui  qui  est 
Surcliargé  de  parties  métalliques  étrangères,  ne  se 
gèle  pas  à  un  degré  de  froid  moindre,  que  le  mer- 
cure revifié  le  plus  pur  et  celui  qui  a  été  traité  avejp 
l'alcali;  mais  le  mercure  purifié  pai1  l'antimoine  se 
fige  à  deux  degrés  de  moins. 

3".  Far  de  certaines  circonstances  le  raer*ure  du 
^Thermomètre  peut  être  refroidi  à  quelques  degrés 
au-dessous  de  son  vrai  point  de  congélation,  sans 
qu'il  se  gèle,  tandis  que  le  mercure  dans  lequel  il 
est  plongé  se  trouve  parfaitement  glacé. 

4°.  Le  Thermomètre  à  mercuVe  est  une  mesure 
ju^le  de  la  chaleur  et  du  froid,  depuis  le  degré  de 
l'eau  bouillante  jusqu'au  poiitl  de  la  congélation  du 
mercure;  mais  au-dessous  de  ce  point  ia  contraction 
de  celle  substance  métallique  rend  sa  marche  irré- 
guliére  cl  trompeuse. 

D'après  ces  ■  hases  f  M,  Guthrie  regarde  comme 
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illusoires  et  fautives  des  observations  par  lesquelles 
on  a  voit  cru  trouver  *h-  Sibérie,  arec  le  Theimo- 
mètre-a  mercure,  des  fronts  beaucoup  pins  grands 
que  ceux  de  la  congélation  du  mercure  *  il  penso 
qu'un  puury  avoir éUUrompé  par  la  contraction  du 
mercure,  et  que  les  Thermomètre- jiftespri^de- «in 
50nLpluspV9presà.iaii¥connoitix3le*frQÎ^qxu:cineii, 
l'cspril-de-vin  étant  susceptible  d'une  trés-grandè 
contraction ,  sans  qu'il  eu  Résulte  d'Irrégularité  dans 
sa  marche.  ■  ,    ,  ;r   t.  . 

ii5.  Scliolie  IJ.  11  y  a  \th  défaut  radical  et  edmJ 
mv.ii  à  tous  les  Thermomètres:  Le  verré  est  sujet 
aux  variations  du  chaud  et  du  froid  ;  "il -se  'dilate 
et  se  condensa  dirîeremmcnt  à  proportion  de  son 
épaisseur;  ce  qui  trouble  la  marche  naturelle  de  la 
liqueur  thermoraétrique.  13e  plus,  il  peut  se  l'aire 
que  les  degrés- d'expansion  de  celte  liqueur; n'ex- 
priment pas  exactement  ceux  de  la  chaleur;  i[  est 
très-possible  qu'à  mesure  que  la  chaleur  croît  éga- 
lement, elle  trouve  plus'ou  moins  de-difficulté  à 
dilater  lA  même  liqueur.  Enfin,  il  me  paroit  que1 
pour  rendre  deux  Thermomètres  comparables  en- 
semble avec  toute  la  précision  que  le  sujet  peut 
comporter ,  il  faudrait  que  ces  deux  instrumciM 
eussent,  du  moins  à  -  peu  -  près ,  mêmes  figures,1 
mêmes  dimensions,  même  espèce  et  même  quantité 
de  liqueur-        '  '  '  •-  ■ 

On  Mi{Mém.  del'jicad.  an.  1787)  d'excellentes 
recherches  sur  les  mo  yens  d'établir  entre  les  Ther- 
momètres anc  comparabilité plus  approchée,  etc., 
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par  feu  M.  Charles,  homme  d'un  talent  rare',  qui, 
au  milieu  des  plurf  cruelles  infirmités,  avoil  acquis 
un  profond  savoir  en  plusieurs  genres,  et  qui  Fui 
enlevé,. le  20  août  1791,  dans  la  (rente-huitième 
année  de  son  $ge,  à  la  haute  géométrie,  dont  il 
reculoit  les  limites. 

Usage  du  Tliermomètre  pour  rectifier  f~s  hauteurs 
des  montagnes }  déterminées  par  le  Baromètre. 

i4<i.  Le  chaud  el  le  froid  qui  font  monter  et 
descendre  la  liqueur  dans  le  Thermomètre,  pro- 
duisent aussi,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  des  varia- 
tions dans  les  hauteurs  de  la  colonne  de  mercure 
du  Baromètre;  cl  il  peut  arriver  que  ces  variations 
aient  un  rapport  sensible  avec  la  hauteur  de  la  co- 
lonne barométrique.  Alors  le  Baromètre  fait  ,  du 
moins  en  partie,  la  ibuciion  de  Thermomètre  j  et 
ou  ne  doil  pas  être  surpris  qu'il  se  trouve  des  erreurs 
dauj  les  déterminalions  des  hauteurs,  fondées  sur 
la  seule  considéra  don  que  la  colonne  haromé  trique 
ne  monte  ou  ne  descend  qu'en  vertu  de  la  pression 
plus  ou  moins  grande  de  l'atmosphère.  Aussi  loi  que 
les  Géomètres-Ph  jsieiens  curent  l'ail  celle  remarque, 
ils  cherchèrentà  traiter  la  question,  en  ayant  égard 
à  i'aclion  du  chaud  el  du  froid  sur  le  Baromètre, 
fis  donnèrent,  pour  cela,  de  nouvelles  formules 
plus  ou  inoins  simples,  plus  ou  moins  conformes 
avec  les  mesures  géométriques;  Mais  comme  quel- 
ques-unes de  ces  mesures  manqnoient  elles-mêmes 
d'exactitude  :-ce  défaut  qu'on  îgnoroit  alors  cl  qu'au 
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a  reconnu  depuis  ,  fut  cause  que  im  formules 

propres  à  représenter  certaines  observations ,  en 

contrcdisoienl  (Vautres;  ce  qui  a  retardé  les  progrès 

de  cette  branche  de  "Hydrostatique-Physique.  "Enfin 

on  a  fait,  dans  ces  derniers  temps,  de  nouvelles 

et  de  nombreuses  expériences  sur  cette  matière  ;  et 

on  a  lâché  de  satisfaire  aux  observations  ,  en  appli- 

,  '           .     , ,  -        ,           Il  s- 
quant  un  terme  de  correction  a  la  iormule  x  =  

(  Ij.  II —  L.  h  )  que  nous  avons  donnée  (  107  ). 

1 45.  M.  de  Luc,  qui  s'est  fort  occujié  de  cet  objet, 
trouve,  par  les  observations  qu'il  a  faites  sur 'Ici 
montagnes  des  environs  de  Genève»  .et  dans  ses 
voyages,  que  la  ton  11  nie  précédente  donne  les  hau- 
teurs des  lieux  avec  exactitude  ,  et  n'a  par  consé- 
quent besoin  d'aucune  correction  , -lorsque  le  mer- 
cuve,  dans  le  Thermomètre  de  Réaumur,  se  tient 
à  16  \  degrés  au-dessus  de  la  glace.  Tel  est  donc  le 
point  d'où  il  part  pour  corriger  la  formule  relative-  ' 
ment  à  d'autres  degrés  de  chaleur.  La  règle  qu'il 
donne  en  conséquence  pour  déterminer  la  différence 
de  niveau  de  deux  lieux  si  et  E,  revient  à  celle-ci  : 
observez  en  ^  cl  B  les  degrés  du  Thermomètre; 
prenez  les  deux  différences  de  ces  degrés  à  16  ï 
degrés,  en  ayant  égard  aux  signes;  ajoulCz-îcs  en- 
semble; prenez  la  moitié  de  la  somme,  ce  qui  vous 
donnera  un  nombre  absolu  que  je  nomme  4;  n. 
Alors  ,  x  étant  la  différence  de  niveau,  donnée  par 

la  formule  non  corrigée  x~         (-£■  ■  & —  L  .  h)3 
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y  la  vcritabje  différence  de  niveau  qu'on  cherche  } 
on  aura,  selon  M.  de  Luc,  y  —  -r  +  —  '~. 

1 4G-  En  1781,  M.  Trembley,  qui  s'est  annonce 
de  très-bonne  heure  pour  un  grand  Géomètre,  en- 
voya à  l'Académie  des  Sciences  un  Mémoire,  im- 
primé dépuis,  dans  lequel  il  prouve,  d'après  uii 
grand  nombre  d'obser  va  lions  faites  avec  toute  l'exac- 
titude possible  aux  environs  de  Genève ,  par  M.  le 
Chevalier  de  Schucfcburgh,  et  en  Angleterre  par 
M.  le  Colonelle  Roi ,  que  la  métiibde  de  M.  de 
Lue  donne  les  différences  de  niveau  avec  moins 
d'exactitude' çaie  ne  les  donne  la  mé!]iode  simple  on 
la  formule  x  =  (  L  .  // —  L\  h)  ;  d,'où  il  con- 

clut que  M.  de  Luc  a  mal  fixé  le  degré  moyen  du 
Thermomètre.  11  fait  voir,  par  la  combinaison  des. 
observations  dont  il  s'agit ,  que  le  degré  moyen  du 
Thermomètre  est  m  3,  et  que  le  diviseur  dç  +  >i, 
au  lieu  d'être  n5,  doit  être  19,2.  Substituant  donc, 
dans  la  formule  de  M.  de  Luc,  11     à  1G  ~,  cl  193 

à  2i5,  il  obtient, y  =  x±  ;  formule  qui 

représente,  à  peu  de  chose  près,  les  observations 
de  M.  le  Chevalier  de  Schueknurgh ,  Ct  de  M.  le 
Colonel  le  Roi.  Mais,  comme  M.  Trembley  l'observe 
lui-même,  tonte  celte  matière  a  besoin,  d'être  sou- 
mise encore  à  de  nouvelles  expériences.  Elles  sont 
d'autant  plus  nécessaires,  qu'indépendamment  de 
la  chaîcur*Ia  différence  des  vents ,  celle  de  sécheresse 

1  '  OH  - 
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ou  d'humidité  de  l'air,  etc.  peuvent  aussi  produire 
quelques  variations  dans  les  hauteurs  du  Baromètre 
on  deux  endroits  :  effets  à  constater  et  à  introduire- 
dans  le  calcul. 

M.  de  Luc,  qui  a  proposé  quelques  objections  assez 
foibles  contre  la  théorie  de  JJonguer  sur  lus  dilata- 
tions cl  les  condensations  de  l'air ,  auroit  rendu  sans 
.doute  un  plus  grand  service  aux  Sciences,  en  ap- 
profondissant davantage  cette  théorie,  et  en  Taisant 
de  nouvelles  expériences  avec  le  Pendule,  qu'il  au- 
roit fallu  ensuite  combiner  avec  celles  du  Baromètre 
et  du  Thermomètre. 

147.  Scholie  gênerai.  On  trouvera  peut-être  quo 
je  me  suis  un  peu  trop  étendu  sur  la  Physique  du 
Baromètre  et  du  Thermomèlre  ;  mais  elle  appartient 
réellement  à  l'Hydrostatique  ;  et  vu  son  importante 
et  son  utilité ,  je  ne  pouvois  guère  lui  donner  moins 
de  place.  Je  ne  parle  point  de  la  sécheresse  et  de 
l'humidité  de  l'air,  ni  de  la  relation  que  ces  deux 
qualités  ont  avec  la  chaleur,  ni  des  instrumehs  qu'on, 
emploie  pour  les  mesurer,  parce  que  toutes  ces 
questions,  d'ailleurs  très-intéressantes  et  d'une  longue 
discussion ,  se  rapportent  à  la  Physique  proprement 
dite.  Voyet  à  ce  sujet  le  bel  ouvrage  de  M.  de 
Saussure ,  que  j'ai  déjà  cité. 


Te  rne  J. 
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Principes  généraux  de  l'équilibre  des  corps 
jlotlans  sur  Un  fluide. 


j  18.  xj\  surfice  d'un  corps  solide  plongé  dans 
»n  fluide,  est  pressée  perpendiculairement  en  tous 
ses  points  par  Je  fluide  adjacent,  delà  même  ma- 
nière et  par  ies  mêmes  raisons  que  le  fond  et  les 
parois  d'un  vase  sont  pressés  par  la  liqueur  qu'il . 
contient.  De  toutes  ces  pressions  résulte  une  force 
qui  tend  à  soulever  le  corps,  el  qui  ne  peut  être 
«létrnitc  que  par  la  pesanteur  même  de  ce  corps-, 
ou  par  la  pesanteur  combinée  avec  une  force  exté- 
rieure. Cherchons  donc  d'abord  la  quantité  et  la 
direction  de  la  résultante  de  toutes  les  pressions 
du  fluide,  afin  de  pouvoir  connoître  la  force  qu'il 
lui  faut  opposer  pour  établir  l'équilibre.  Nous 
aurons  besoin,  pour  cela,  des  principes  de  Méca- 
nique qui  ont  été  démontrés  dans  les  articles  g,  io, 
il.  12,  i3,  i4. 

•        '  ■ 

i4g.  Théorème  L  Un  corps  solide  A  (  Fig.  45  ), 
plonge  dans  un  fluide',  est  soulevé  verticalement 
par -ce  Jlulde,  avec  une  force  dont  la  quantité  a 
pour  mesure  le  poids  du  fluide  déplacé ,  et  dont 
la  direction  passe  par  le  centre  de  gravité  de  ce 
même  fluide  déplacé,  ou ,  ce  qui  revient  au  même, 
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par  le  centre  de  gravité  de  la  partie  du  corps, 
plongée  dans  le  Jluide  et  considérée  comme  ho- 
mogène. 

Soit  MN  la  surface  du  fluidej  imaginons  que 
la  partie  MON  du  corps  qui  y  est  plongé  soït 
partagée  en  une  infinité  de  tranches  par  des  plans 
horizontaux  Ss ,  R  r;  rt  quVnsuitc  la  ceinture  qui 
enveloppe  chaque  tranche  et  qui  en  forme  la  surface 
convexe,  soit  partagée  en  une  infinité  de  trapèzes. 
Soit  G  le  cenlre  de  gravité  de  l'un  quelconque  X  de 
ces  trapèzes  latéraux-;  par  le  point  G,  menons  la 
verticale  G  g,  et  la  perpendiculaire  PG  à  la  surface 
du  trapèze  ,  et  supposons  que  le  plan  MSRN  passe 
par  ces  deux  lignes.  Il  est  évident  que  SB  est  la 
hauteur  du  trapèze ,  et  qu'en  menant  les  verticale» 
SL,  RK,  la  petUe  droite  LK  sera  la  hauteur  du. 
trapèze  de  projection  orthogonale  aur  la  surface  du 
fluide-,  de  sorte  que  si  l'on  nomme  B  la  largeur 
moyenne  du  trapèze  X ,  laquelle  est  aussi  celle  du 
trapèze  de  projection,  là  surface  du  trapèze  X= 
jS  X  SB,  et  la  surface  du  trapèze  de  projection  =; 
B  X  LK.  De  plus,  la  surface  du  rectangle  dont  la 
base  =^  B ,  .et  la  hauteur  est  By,  distance  des  deux 
j»laus  horizontaux  S  s,  B  r,  aura  pour  valeur  B  X  Bj. 

Maintenant,  chacun  des  trapèzes  qui  composent 
la  surface  convexe  d'une  tranche  ,  pouvant  êtro 
considéré  comme  une  partie  des  parois  d'un  vase, 
on  voit  (26)  que  le  trapèze  X  est  pressé  perpen-» 
diculairement,  ou  suivant  la  direction  P  G ,  avec 
une  force  P ,  qui  a  pour  valeur  li  x  SR  x  G  g. 

Mij 
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Décomposons  cette  force  en  deux  autres j  situées 
dans  le  plan  MS'RN,  l'une  f  verticale,  l'autre 
II  horizontale.  La  hauteur  G  g  étant  la  même  pour 
tous  les  trapèzes  latéraux  d'une  même  tranche,  la 
force  Py  dont  la  valeur  absolue  est  BxSRx  G  g, 
peut  cire  supposée  proportionnelle  a  B  X  iSfi,poor 
tous  ces  trapèzes;  .et  alors  (12)  la  force  y  sera  pro- 
portionnelle kB  X  LK ,  et  la  force  II  sera  propor- 
tionnelle à  B  X  JRy.  Or  (  i4  ),  toutes  les  forces  H, 
correspondantes  à  tous  les  rectangles  B  x  Ry, 
pour  une  même  tranche,  se  font  équilibre.  Par 
conséquent  il  ne  reste  que  les  forces  V 1  et  comme 
la  valeur-  absolue  de  la  force  P  esl  B  X  SR  X  G  g, 
la  valeur  absolue  de  la  force  sera  BxJ.K  X  G  g, 
expression  qui  est  celle  du  petit  solide  composé  de 
filets  verticaux  compris  cuire  Je  trapèze  X  et  sa 
projection  ;  puisque  suivant  le  Théorème  du  V. 
Guldin,  un  tel  solide  peu!  être  considéré  comme 
engendré  par  tous  les  points  du  trapèze  de  projection, 
qui  se  seroient  mus  verticalement  jusqu'à  la  surface 
X-Ainsï  chaque  trapèze  latéral  est  poussé  vertica- 
lement ,  av.ee  une  force  qui  est  égale  au  petit  solide 
correspondant,  et  qui  de  plus  passe  évidemment  par 
le  centre  de  gravité  de  ce  solide.  Or  le  fluide  déplacé 
par  le  corps  ^  n'est  autre  chose  que  la  somme  ou 
la  différence  de  tous  ces  petits  solides.  Donc  la 
somme  ou  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui 
tendent  à  soulever  verticalement  le  corps  ^4,  est 
,  égale  au  poids  du  fluide  déplacé,  el  passe  par  le 
centre  de  gravité  de  ce  fluide,  ou  par  celui  de  la 
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pnrlic  MON  du  corps,  plongée  dans  le  fluide  et 
considérée  comme  homogène. 

i5o.  Corollaire  I.  Si  un  corps'  abandonné  à 
l'action  de  la  pesanteur  <  *  flottant  sur  un  fluide,  est 
dans  une  immobilité  absolue,  ces  deux  concilions 
-ont  toujours  lieu  lout-à-ia-fois.  1°.  Le  poids  du  corps 
est  égal  an  poids  du  lluide  déplacé;  a*,  le  centre 
de  'j-avité  du  corps  et  celui  de  la  pav'io  enfoncée 
dan.i  le  fluide,  considérée  eûmme  homogène,  sont 
placés  dans  une  même  ligne  verticale.  Car  pour 
l'équilibre,  il  faut  iu.  quelc  poids  du  corps  soit  éjrrl 
à  l'effort  du  fluide  qui  tend. à  le  soulever,  vertica- 
lement; 2".  il  faut  que  ces  deux  forces  soient  direc- 
tement opposées. 

Quand  ces  deux  condilions  n'ont  pas  lieu  fout- 
à-ïa-fois,  le  corps  oscille  et  ne  parvienta  l'équilibre 
que  lorsque  la  résistance  de  l'eau  et  de  l'air,  ou 
d'autres  causes,  ayant  anéanti  tous  ses  mouveniens, 
il  trouve  enfin  et  conserve  une  situation  telle  que 
son  poids  et  la  poussée  verticale  du  fluide  se  dé- 
truisent mutuellement.  On  voit  paf-là  que.  si.  l'on 
veut  qu'un  vaisseau  flottant  sur  fa  nier,  enfonce  dans 
l'eau  une  partie  déterminée  de  son  volume,  il  faut 
tellement  proportionner  et  distribuer  la  charge , 
qu'en  ajoutant  son  poids  à  celui  de  la  coque  même 
dit  vaisseau,  la  somme  soit  égale  au  poids  de  l'eau 
qui  doit  être  déplacée;  et  que  de  plus  les  centre» 
de  gravité  de  ces  deux  poids  soient  situés  dans  un» 
même  Ji ^ne-verticale. 

M  iij 
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i5i.  CoTollaire'II.'Lt  corps-élant  toujours  soumis 
à  l'action  do  sa  pesanteur  et  de  ]a  poussée  verticale 
du  iluide,  et  ces  deux  forces  étant  supposées  égaies 
cl  directement  contraires  ;  si  l'on  nomme  Jll  le 
volume  total  de  ce  corps;  N,  celui  de  sa  partie 
enfoncée  clans  le  Iluide  ci  considérée  comme  homo- 
gène; p,  sa  pesanteur  spécifique;  la  pesanteur 
spécifique  du  fluide  :  l'état  d'équilibre  sera  repré- 
senté par  l'équation  p-X  X  iV",  en  se  sou- 
venant que  le  poids  absolu  d'un  corps  (  Notions 
ù'ii  vàaJLBS ,  art.  A'),  est  le  produit  de  la  pesan- 
teur spécifique  par  le  volume.  Or,  cette  équation 
fait  voir,  i".  que  si  «  =  7),  on  aura  N  =  J\I;  c'est- 
à-dire  ,  que  Si  le  corps  flottant  et  le  Iluide  ont  la 
même  pesanteur  spécifique  ,  le  corps  s'enfoncera 
entièrement  dans  le  fluide  ,  et  s'y  tiendra  d'ailleurs 
indifféremment  à  telle  profondeur  qu'on-  voudra. 
i°.  Si  on  a.p  <  v ,  on  aura  N<^  M;  c'est-à-dire , 
que  si  le  corps  floltant  a  une  pesanteur  spécifique 
moindre  que  celle  du  fluide,  il  ne  s'y  enfoncera 
qu'en  partie.  3°.  Comme  la  plus  grande  valeur  que 
N  puisse  avoir  est  M,  si  on  a  p  |>  v ,  on  aura 
p  X  JU^>  •  X  -Ar,'  donc  alors  le  corps  si  tombera 
au  fond  du  Vase,  et  tendra  à  descendre  ou  pressera 
le  fond  du  vase  avec  une  force  =  p  X  M — X  N~ 
=  {p  —  •  )  X  Mt  à  cause  qu'ici  ^devient  M. 

On  voit  par -là  pourquoi  on  a  plus  de  peine  à 
soutenir  un  poids  hors  de  l'eau,  que  lorsqu'il  est 
plongé  dans  l'eau  :  dans  le  premier  eas.on  soutient 
tout  le  poids  du  corps;  dans  le  second,  on  soutient 
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seulement  l'excès  du  p"oids  du  corps  sur  le  poids  do 
l'eau  dont  il  occupe  la  place. 

i5n.  Corollaire  II J.  Supposons  que  le  corps  sur-  • 
nage  librement ,  ou  que  sa  pesanteur  spécifique  -soit 
moindre  que  celie  du  fluide.  De  l'équation  pxM 
=  «XJV,  on  tire  ]a  proportion  p:V.;N;M, 
c'est-à-dire ,  que  la  pesanteur  spécifique  du  corps 
<J.rt  à  celle  (lu  fluide,  comme  le  valu  nie  de' la  partie 
du  corps  plongée  dans  le  fluide ,  est  au  volume 
total  du  même  corps.  Connoissant  trois  termes 
quelconques  de  celle  proportion,  on  déterminera 
celui  qui  est  inconnu. 

153.  Corollaire  IP  ".  Si  l'on  augmente  ou  si  l'on 
diminue  le  volume  iVque  le  corps  flottant  enfonce 
dans  le  fluide,  d'une  quantité"  « ,  il  faudra,  pour 
maintenir  l'équilibre ,  augmenter  ou  diminuer  lo 
poids  absolu  p  X  M  du  mème*corps,  d'un  poids  tj 
Ici  que  l'on  a!t  p  X  M ±  q  —  "  X  JV+  *  X  n, 
ou  bien  q=^"s  X  "■  Le  poids  additionnel  ou  sous- 
Imclif'y,  .est  donc  toujours  égal  au  poids  du  fluide 
que  le  corps  déplace  de  plus  uu  de  moins  que  dans 
sjn  premier  état. 

On  déterminera  par-là  les  chnngemens  qui  arri- 
vent à  la  flottaison  d'un  Vaisseau,  lorsqu'on  fait 
quelque  changement  à  sa  charge  ou  au  volume  qu'il 
enfonce  dans  la  mer. 

154.  Remarque:  Celle  tendance  que  1rs-  fluides 
ont  à  soulever  les  corps  flottans,  e.st  employée  ton*' 
kio  jours  avec  succès  à  tirer  des  fardeaux  tres-pesans. 

SI  iv 
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du  fond  d'une  rivière  ou  île  la* mer.  On  prend  pour 
cela  un  bateau  d'un  grand  volume,  qu'on  fait  en- 
foncer profondément  en  le  chargeant -de  poids  très- 
pesansj  en  ect  état,  on  l'attaché  .solidement  au  far- 
deau qu'on  veut  élever.  Ensuite  on  oie,  en  partie 
ou  en  totalité,  les  poids  qui  l'uvoient  fait  enfoncer; 
et  alors  il  s'élève  en  vertu  de  la  poussée  verticale 
du  fluide  ,  et  fait  monter  le  fardeau  auquel  il  est 
attaché,  avec  une  force  qui,  au  premier  instant, 
est  cgaV  à  la  somme  des  poids  dont  on  l'a  déchargé. 

i55.  Théorème  II.  Si  l'on  plonge  dans  un  fluide 
rirl  corps  solide  plus  pesant  spécifiquement  que  lui, 
ce  corps  y  perdra  une  partie  de  son  poids,  telle 
qu'on  aura  celte  proportion  :  le  poids  absolu  du 
corps  est  à  la  perte  de  poids  qu'il  fuit  dans  le 
jluide ,  comme  la  pesanteur+spècifujiie  du  corps 
est  à  la  pesanteur  spécifique  du  fluide.. 

Car  puisque  le  corps  est  plus  pesant  spécifiquement 
que  le  Jluide  ,  il  s'y  enfoncera  entièrement  (  i5i),  et 
tendra  à  descendre  avec  une  force=ifc£  X  (p —  ■?»). 

Or,  pour  soutenir  celte  force,  supposons  que  le 
corps  soit  placé  dans  l'un  des  bassins  d'une  balance 
(que  par  celle  raison  on  appelle  balance  hydros- 
tatique)^ lequel  bassin  est  plongé  dans  le  Jluide, 
tandis  que  l'autre,  suspendu  en  l'air,  est  chargé 
du  contre-poids  convenable;  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  imaginons  que  la  force  donL  il  s'agit  soit 
détruite  par  une  force  Q  égale  et  directement  op- 
posée. On  aura  Q  =  M(/>  —  ■*■),•  ou  pM — Q  = 
jU»;  ou  p  X  {p  M—  Q)—j>XM*î  d'où  l'on 
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OrepMipM  —  Q  ::  p  :  ce  qui  esl  la  propor- 
lion  du  Théorème. 

i56.  Corollaire.  On  voit  par-là  que  connoissant 
le  poids  absolu  d'un  corps  solide  qui  s'enfonce  en- 
tièrement dans  un  fluide,  ou  qui  a  plus  de  pesanteur 
spécifique  que  ce  fluide',  et  fa  perte  de  .poids  que 
fait  Je  corps  étant  plongé  dans  le  fluide  :  on  con- 
noilra.  la  pesanteur  spécifique  du  fluide  ,  lorsque 
celle  du  corps  sera  donnée  ;  ou  bien  réciproque- 
ment la  pesanteur  spécifique  du  corps,  lorsque  celle 
du  Suide  sera  donnée. 

'157.  Théorème  III.  Si  on  plonge  dans  deux  fluides 
diff'crens  un  même  corps  solide  plus  pesant  spé- 
cifiquement que  chacun  d'eux  :  les  pesanteurs 
spécifiques  des  deux  fluides  seront  errtr'tlles  comme 
les  pertes  de  poids  que  le  corps  y  fait. 

Car  soient  toujours  M  le  volume  du  corps  pro- 
posé; p  sa  pesanteur  spécifique;  -s-  et  «'  les  pesan- 
teurs .spécifiques  des  deux  fluides  ;  Q  et  Q'  lea 
deux  contre-poids  du  corps,  c'est-à-dire,  les  forces 
qu'il  faut  employer  pour  l'empêcher  de  descendre 
dans  les  .deux  fluides  :  on  aura  les  deux  équa-1 
lions  Q~M(p—  Q>~M(p  —  -*l).  La  pre- 
mière  donne  M  =  P  M — —  ;  et  la  seconde  , 

M=  ?MJ<?  .Donc  *M~Q  =  ' 

ou  bien  {pM—  Q)~*  =  {pM—  Q')~i  d'où 
l'on  tire  ■a  :  «'  p  M  —  Q:  p  M  —  Q'  ;  ce  qui 
est  la  proportion  du  Théorème. 
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■i58.  Corollaire.  Connoissant  les  pertes  de  poids 
que  fait  un  même  corps  plongé  successivement  dans 
deux  fluides,  et  Ja  pesanteur  spécifique  de  l'on  des 
fluides,  ou  connoitra  la  pesanteur  spécifique  de 
l'autre. 

l5y-  Théorème  IV.  *Sï  on-plpnge  dans  un  même 
fluide  deux  corps  chacun  plus  pesons  spécifique- 
ment que  lui,  et  que  ces.  corps  perdent  des  par- 
ties égales  de  leurs  poids  :  ils  auront  des  volumes 
égaux. 

Car  soient  M  et  M'  les  volumes  des  deux  corps; 
p  etjs'  leurs  pesanteurs  spécifiques;  Q  et  Q<  leurs 
contre-poids;  *  la  pesanteur  spécifique  du  fluide  : 
on  aura  les  équations  Q=pM — vM,  Q'  =p< M* 
—  -or  M'.  Donc  si  l'on  suppose  que  les  deux  corps 
perdent  des  parties  égales  de  leurs  poids  dans  le 
fluide,  ou  qu'on  ail  p  M — Q=p'M'^-Q^  on 
aura  aussi  M  z=tjW,  ou  M  =  M';  c'est-à- 
dire,  que  les  volumes  des  deux  corps  .seront  égaux. 

160.  Corollaire.  De-là  suit  la  manière  de  résoudre 
le  prolJèmc  de  la  coiïronue  de  Ilicron  ,  Roi  de 
Syracuse.  Voici  en  quoi  consistait  ce  problème. 

Ilicron  ayant  fait  faire  une  couronne  qui,  selon 
ses  conventions  avec  l'orfèvre,  devoit  être  d'or  pur, 
et  soupçonnant  qu'on  y  avoit  mêlé  de  l'argent, 
voulut  savoir  iVAi  cminèdc  la  manière  d'éclaircir  ce 
.soupçon,  sans  endommager . la  couronne.  On.  ne 
connoît  pas  bien  exactement  les  moyens  qu'Archi- 
mède  employa  pour  cela;  mais  il  y  a  tonte  apparence 
qu'il  s'y  prit  ainsi. 
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Puisque  les  corps  qui  perdent  des  parties  égales 
de  leurs  poids  dans  un  même  fluide  ont  des  volumes 
.égaux,  ïl  est  clair  que  si  l'on  prend  un  lingot  d'or, 
tel  que  l'excès  de  son  poids  dans  l'air  ou  dans  le 
vide  sur  son  poids  dans  l'eau  ,  soit  égal  à  l'excès 
du  poids  de  la  couronne  dans  le  vide  sur  son  poids 
dans  l'eau,  ce  lingot  et  la  couronne  auront' des  vo- 
lumes égaux.  On  déterminera  dé  la  même  manière 
un  lingot  d'argent 'de  même  volume  que  la  couronne. 

Cela  posé ,  si  l'on  a  trouvé  que  dans  l'air  la  cou- 
ronne pèse  moins  que  le  lingot  d'or  et  plus  que  le 
lingot  d'argent ,  et  si  l'on  est  assuré  d'ailleurs  qu'elle 
ne  contient  que  de  l'or  et  de  l'argent,  on  conclura 
qu'elle  n'est  ni  d'or,  ni  d'argent  purs,  niais  un  com- 
posé de  ces  deux  métaux;  et  on  trouvera,  en  gé- 
néral ,  ce  qui  y  entre  de  chacun  d'eux,  par  le  calcul 
suivant.  Soient  A  et  B  les  poids  des  deux  corps 
composans;  M,  le  poids  du  corps  mixte}  G,  lo 
volume  commun  aux  trais  corps;  «  et  z ,  les  parties 
des  poids  si  et  B  qu'il  faut  prendre  pour  former  M. 
On  aura  d'abord,  u-hx=M.  D'un  autre  coté,  le 

volume  de  u  est         >  comme  étant  une  quatrième 

proportionnelle  aux  trois  quantités  ^4 -,  u,  G;  et  de 

même  le  volume  de  z  est  ■  GJ~'  Or  la  somme  de 

ces  deux  volumes  est  G  ;  ce  qui  donne  cette  seconda 

équation  ~~  -\  -~  =  G,onB u-\~si z—A  13, 

„  A{M—B)  B  {A  — M)  - 
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Cette  méthode  seroit  insu-His-mle ,  si  l'espèce  «les 
métaux  étoit  inconnue ,  si  on  ne  savoil  pas ,  par 
exemple  dans  le  problème  précédent,  que  la  cou- - 
ronne  ne  contient  que  de  l'or  et  de  l'argent  ;  car 
il  est  clair  qu'on  peut  faire  avec  de  l'or'  et  un  autre 
métal;  tel  que  du  cuivre,  un  mixte  de  même  poids 
et  de  même  volume  qu'un  mixte  composé  d'or  et 
d'argent.- De  plus,  si  la  couronne  contenoil  plus  de 
deux  espèces  de  métaux,  qu'on  sût,  par  exemple, 
qu'elle  est  composée  d'or ,  d'argent  et  de  cuivre , 
Je  problème  seroit  indéterminé;  car  on  peut' com- 
biner ensemble  ces  trots  métaux  de  plusieurs  ma- 
nières ,  telles  que  le  mixte  résultant  ait  le  même 
poids  et  le  même  volume.  Il  en  est  de  même  à 
fortiori. pour  un  pins  grand  nombre  de  métaux. 

161.  Remarcj-ue.  Ou  explique  par  les  principes 
précédons ,  la  construction  et  l'équilibre  des  aréo- 
mètres ou  -pèse-liqueurs. 

La  forme  d'un  aréomètre  est  arbitraire  jusqu'à 
un  certain  point;  elle  doit  cependant  être  telle  qu'il 
divise  facilement  le  fluide  en  s'y  enfonçant  plus  ou 
moins,  et  qu'il  se  maintienne  dans  la  situation  ver- 
ticale. Celui  de  Farenhcit  {Fi g,  46),  a  ces  pro- 
priétés. II  est  composé  d'un  long  tube  cylindrique 
CD,,  cl  de  deux  boules  creuses  j4 ,  B ;  la  plus  basse 
Jl ,  qui  est  la  plus  petite,  reçoit  du  mercure,  ou 
quelqu'autre  matière  pesante  qui  sert  de  lesL  à  l'ins- 
trument et  lui  procure  de  la  stabilité;  l'autre  , 
toujours  submergée,  élève  le  centre  de  gravité  do. 
la  'partie  d«  l'aréomètre,  qui  est. plongée  dan*  le 
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fluide  ;  ce  qui  augmente  encore  sa  stabilité.  Cct_ 
instrument  peut  servir  à  trouver  les  pesanteurs  spéci- 
•fiqueid.es  fluides,  ou  en  le  faisant  enfoncer  toujours 
à  la  même  profondeur,  au  moyen  de  poids  dont 
on  le  charge  ou  îe  décharge,  ou  en  lui  conservant 
le  même  poids,  et  lui  permettant  de  s'enfoncer  libre- 
ment ù  différentes  profondeurs;  ce  qui  fait  deux  cas. 

1".  .Supposons  que  l'aréomètre  s'enfonce  jusqu'au  ■ 
point  M  dans  deux  fluides  différens-  Soient  P  et  P 
4-  g  les  poids  absolus  qu'il  doit  avoir  pour  cela; 
■»  et  -al  les  pesanteurs  spécifiques  des  deux  fluides; 
G  le  .volume  delà  partie  constante  M^BNdo 
l'aréomètre.  On  aura  (  i5t  ),  P  —  *>X  G,  P  +  ^ 

=^■01  x  G.  Donc  V=  *  X  (*  —  q).  Ainsi  con- 

noissant  P ,  •» ,  et  le  poids  additif  ou  soustractif  q , 
on  connoitra 

20.  Si  l'on  veut  que  l'aréomètre  ait  toujours  le 
même  poids ,  il  s'enfoncera  à  différentes  profondeurs 
dans  deux  fluides  différens.  Soient  K,  M  les  points 
auxquels  il  s'enfonce  ;  et  nommons  P  son  poids 
absolu;  ffet  G  les  volumes  Ksi  B  H,  Msi  B  2V, 
'  plongés  dans  les  deux  fluides;  et  **'  les  pesan- 
teurs spécifiques  de  ces  fluides.  On  aura  7*=  «X  Hi 

P  =  <&'  x  G;  et  -w*  =  Connoissant  donc 

*,  II,  G,  on  connoitra  v*. 

Lorsque  l'aréomètre  est  d'une  figure  régulière  et 
connue,  il  est  facile  de  toiser,  par  les  règles  de  la 
géométrie,  les' volumes  H,  G.  Mais  ordinairement 
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la  forme  de  l'instrument  ne  permet  pas  d'employer 
celle  méthode  avec  exactitude;  et  alors  on  s'y  prendra 
ainsi.  Les  points  f  et  K  étant  les  extrêmes  des  en-- 
foncemens  dans  la  plus  pesante  et  la  plus  légère 
des  liqueurs  dont  ont  veut  comparer  les  pesanteurs 
spécifiques  :  divisez  l'intervalle  en  un  certain 
nombre  de  parties  égales;  faites  enfoncer  succes- 
sivement l'aréomètre  (en  augmentant  où  diminuant 
son  lest)  jusqu'à  tous  les  points  de  divisions,  dans 
un  fluide  dont  la  pesanteur  spécifique  soit  donnée  ; 
et  avant  déterminé,  par  le  moyen  de  la  balance 
ordinaire,  les  poids  absolus  et  successifs  de  l'ins- 
trument, vous  trouverez,  parle  moyen  de  l'article 
i5i ,  les  volumes  eorrespondans  qu'il  enfonce  dans 
le  fluide.  Il  est  évident  qu'on  peut  faire  en  sorte 
que  ces  volumes  croissent  ou  décroissent  dans  tel 
rapport  qu'on  voudra,  en  prenant  les  poids  conve- 
nablement. 

Les  aréomètres  sont  faits  ordinairement  ou  en 
verre,  ou  en  cuivre,  ou  en  fer-blanc,  etc.  Il  faut 
employer  le  verre  pour  ceux  qui  sont  destinés  à 
être  plongés  souvent  dans  des  liqueurs  corrosives. 
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Examen  des  situations  d'équilibre  de  divers 
Corps  flottons, 

162.  Pour  qu'un  corps  solide  flottant  sur  un  fluide 
ne  monte  ui  ne  descende,  et  n'ait  aucun  mouvement 
de  rotation,  il  faut  1".  que  son  poids  soil  égal  au 
poids  du  fluide  déplacé;  2°.  que  le  centre  de  gravité 
de  ce  corps  et  celui  de  sa  partie  submergée,  consi- 
dérée comme  homogène,  soient  situés  sur  la  même 
ligne  verticale.  Je  considère  des  corps  flot  tans  qui 
ont  moins  de  pesanteur  spécifique  que  le  fluide,  et 
qui  par  conséquent  surnagent  :  objet  utile  en  plu- 
sieurs occasions,  sur-tout  dans  l'Architecture  navale. 
On  déterminera  de  même  l'équilibre  des  corps  en- 
"tièreincnl  submergés,  en  observant  qu'alors  le  volume 
de  la  parlie*sul>mcrgée  est  le  volume  total  du  corps; 
et  que  si  le  corps  est  supposé  soutenu  dans  le  fluide 
par  une  force  étrangère,  cette  force  doit  être  dirigée 
de  bas  en  haut,  et  telle  que  l'excès  du  poids  du  corps 
sur  cette  même  force  soit  égal  à  la  poussée  verticale 
du  fluide. 

t63.  Théorème  I.  Toula  figura  plane  homogène, 
divisée  en  deux  parties  égales  et  semblables  par 
son  axe  supposé  vertical,  lotit  solide  homogène, 
produit  par  la  révolution  d'une  courbe  quelconque 
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autour  d'un  axe  vertical,  demeurera  en  équilibre 
en  jlottant  dans  cette  situation  sur  un  fluide. 

Car  il  est  clair  qu'alors,  i".  le  poids  de  la  figure" 
ou  du  solide  moins  pesant  spécifiquement  que  le 
fluide,  est  soutenu  par  la  poussée  verticale  et  con- 
traire du  fluide,  a0.  Le  centre  de  gravité  de  la  figure 
ou  du  solide,  et  celui  de  sa  partie  enfoncée  dans  le 
fluide,  sont  placés  sur  une  même  ligne  verticale. 

Ou  voit  par-là  qu'un  triangle  isocèle,  une 
parabole  ,  ua  cône  droit,  un  cylindre  droit,  un 
ellipsoïde,  etc.  supposés  homogènes,  demeureront 
en  équilibre  sur  un  fluide,  lorsque  leurs  axes  seront 
verticaux. 

1 64.  Remarque.  On  doit  observer  que  la  propo- 
sition inverse  n'est  pas  vraie  généralement;  c'est-à- 
dire  que  si  un  corps  homogène,  divisé -en  parties 
symétriques  par  sort  axe,  est  en  équilibre  sur  un 
fluide,  il  ne  s'ensuit  pas  toujours  que  son  axe  est 
vertical.  Car  nous  verrons  tout- à -l'heure  que  cé 
même  corps  peut  avoir  quelquefois  plusieurs  autres 
situations  d'équilibre. 

î  65.  Théorème  II.  Tout  corps  prismatique  homo- 
gène,  dont  l'axe  est  horizontal ,  demeurera  en 
équilibre  sur  un  fluide,  lorsque  le  centre  de  gravild 
de  la  section  faite  dans  son  milieu,  parallèlement 
«  ses  bases,  sera  dans  une  même  ligne  verticale 
avec  celui  de  la  partie  de  cette  section,  qui  est 
plongée  dans  le  fluide. 

Car  on  peut  regarder  les  centres  de  gravité  du 
prisme 
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prisme  et  de  sa  partie  plongée  dans  le  fluidç,  comme 
réunis  dans  les  deux  points  dont  nous  venons  de 
parler.  Le- prisme  est  donc  alors  en  équilibre.  Ainsi, 
pour  déterminer  la  situation  d'équilibre  de  ces  sortes 
de  prismes,  i!  siiflit  de  déterminer  celle  de  la  section 
faite  dans  leur  milieu. 

.  iGfi.  Problème  ï.  Trouver  la  position  que  doit 
pivndre  le  triangle  homogène  ESG  (  Fig.  k>j  ), 
flottant  sur  le  J! iJ.de  M  N ,  pour  demeurer  en  équi- 
libre,,  en  supposant  qu'il  n'y  ait  qu'un  angle ,S 
d'enfoncé  dans  le  fluide  ? 

Les  deLnx  conditions  requises  pour  l'équilibre  sont, 
i".  que  le  poids  absolu  du  triangle  ESG  doit  être 
t'gal  au  poids  absolu  du  triangle  d'eau  MSN'. 

2°.  Que  les  cent^dc  gravité  R  el  O  des  deux 
triangles  ESG,  mSÎf  doivent  être  places  dans 
une  même  ligne  RO  verticale,  et  par  conséquent 
perpendiculaire  à  la  surface  M N  du  fluide.  Voici 
la  manière  de  les  remplir. 

Ayant  divisé,  cliicune  en  deux  parties  égales 
aux  poinls  jP,  Q,  les  bases  ÊG,  M  N  des  deux 
triangles  ESG,  MSN;  soient  tirées  les  droites 
SE,  SQ,  sur  lesquelles  on  prendra  les  parties 

$R=  ~  SP,  SO=  --  SQ,  pour  déterminer  les 

«entres  de  gravilé  R,  O  des  deux  mêmes  triangles. 
Soient  menées  les  droites  RO,  EQ,  qui  seront 
aarallèles  enlrcllcs,  puisque  les  côtés  du  triangle 
SEQ  sont  coupés  proportionnellement  en  R  et  O; 
.et  de  plus  perpendiculaires  à  MN,  puisque  R.Q 
Tome  1.  N 
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iloil  t  ire  verticale.  Du  poinl  P  soient  abaissées  les 
perpendicnlairea  P  ^4 ,  PU,  sur  les  côlés  SE,SG 
du  triangle  ESG3  prolongés  lorsqu'il  est  nécessaire; 
et  soîenl  tirées  les  droites  PM,  P N,  qui  sonl  évi- 
demment égales  cntr'ellcs ,  à  cause  de  QM~  QWt 
ut  de  P  Q  perpendiculaire  sur  31  N. 
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L  la  pesanteur  5pikifii]ii((Ri  Huide  =  «. 

Les  deux  triangles  ES  G,  ATSNt  qui  ont  l'angle 
commun  S,  sont  enLr'eux  comme  les  produits  SEx 
SG,  S  M  X  SN.  Ainsi  on  aura,  par  la  première 
condition  de  l'équilibre , p  a  b  =.«* xy. 

Dans  le  triangle  rectangle  P^i  S,  on  a  P^4  = 
PS.  sin.  PS  A  ™  c  sin.  m  ;  «S^=  PS.  cos.  PS  A  — 
c  cos.  m.  On  a  pareillement  clans  le  triangle  rec- 
tangle P-D.?,  PU  =  c  sin.  n;  tfZÏ  =  c  cos.  n. 
Donc  j4M=.  c  cos.  m  —  x;  DN=  c  cos  n — y; 
(  PJi  )»  =  (  c  sin.  m  )a  -+-  (  c  cos.  m  —  .t  (  P_tV )» 
=  (rsin.n)»  +  (ccos.  »  —  .y)».  Or  (PiKJî.ïps 
(PN)1.  Ainsi  on  aura  l'équation  (  c  sin.  p»  )a  -h 
{  c  cos.  m  — X  )a  =  (c  sin.  n  )1H-(  c  cos.  tj — y)*,oii 
simplement  x  x  —  i  ex  cos.  m  =yy  —  i  c  y  cos. 
parce  que  (sin.  m)*  H- (cos.  m)1—  î,  et  (sin. 


cos.  n-, 
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(cos.  n  )21,=  i.  Cette  équation  remplit  la  seconde 
condition  dé  "équilibre.. 

II  e&l  aisé  du  trouver  les  valeurs  de  *  et  de  y 
pr/r  la  construction  de-  deux  hyperboles.  Mais  en 
employant  la  voie  de  l'élimination,  et  chassant  y, 
on  parviendra  à  l'équation  déterminée, 

**  — -  2  C      cos.  m  H  —  r  —  - — - —  =  o, 

dontlcs racines  combinées  avec  l'équation^ 

feront  connoitre  les  différentes  positions  du  triangle, 
qui  admettent  l'équilibre, 

J67.  Corollaiiv  I.  On  sait  par  la  règle  de  Des- 
cartes, que  dans  toute  équation  dont  les  racines 
sont  réelles,  il  y  en  a  autant  de  positives  que  les  • 
signes  -h  et  —  n'y  trouvent  de  fois  être  changés  : 
et  autant  de  négatives  qu'il  s'y  trouvé  de  fois  deux 
signes  -f-,  ou  deux  signes  — ,  qui  s'enlresuivent. 
Ainsi ,  puisque  le  terme  qui  devrait  contenir  x* 
manque  dans  notre  équation,  on  voit  que  si  toutes 
ses  racines  sont  réelles,  il  y  en  aura  nécessairement 
trois  positives  et  une  négative.  La  racine  négative 
ne  peut  pas  servir,  parce  que  la  pesanteur  n'ayant 
qu'une  direction,  la  droite.  S  Al  ne  peut  en  eonsé^ 
quénec  être  placée  que  d'un  seul  côté  par  rapport 
au  point  £  Mais  les  racines  positives  indiqueront 
des  positions  réelles  d'équilibre,  pourvu  que  l'on 
ait  de  plus  x  <^a,  et  y  ■<  b.  • 

168.  Corollaire  II.  Supposons,  pour  faire  une 
application  simple  de  notre  équation  générale,  que 

—  ;  v.  M  ij 


/ 
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le  triangle  propose  ESG  ,soit  isocèle.  On  aura  è  =  at 
cos.  n  =cos.  m;  el  l'équation  générale  deviendra, 
,  ,  a  c  p  a'  x  cos.  m  p*  a* 

ar —  2  car3  cos.  m  H  —  —  =0; 

d'où'l'on  lire  ces  deux  équations  du  second  degré^ 
x,  "'  P  ._0 

•t1  —  1  ex  cos.  m  H  —  —  o.       .  .  ' 

La  première  donne  x  =  +  a  £ — - — J  ,  ou 
simplement  x  =  a  £ — - — J  1  parce  que  la  ra- 
cine positive  est  seule  utile.  Or  comme  on  a  toujours 
.  y  —  _ L'.  "  ? —  f  on  aura  aussi  y  =  a  r^/~  J- 

Donc  ^  —  x.  Ainsi  le  triangle  MSN  est  isocèle  de 
même  que  le  triangle  ESG,  ou  ce  qui  revient  au 
même,  la  base  E  G  du  triangle  proposé  est  parallèle 
à  la  surface  du  fluide. 

La  seconde  équation  donne  x  =  c  cos.  m  + 

(  c  cos-  m  Y  — J  - Ainsi  à  cause  de 

—  —H  5  on  aura 

y==   t£  '  

^c-cos.  m±j/^[(  c  cos-  mY  "V~~J) 

=  c  cos.  m  +  "J/^Qcôs.  m)1  ~~'J*  Ce  second 

cas  donne  donc  les  deux  combinaisons  suivantes, 


y 
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(x  —  c  cos.  m  -+-  "J/^Jjccos.  m)1  !LA_J  | 
y  =  c  cos.  m  —            c  cos.  m  )2  "  "  "  J  j 

|  x  =  c  cos.  77i  —  ~^/~     i?  cos.  m  )\  — — J  | 

|  jy=  c  cos.  m  -+-  j/*  £(ccos.  m)1 — ;— ~—  J  j 

qui  indiquent  deux  nouvelles  situations  d'équilibre, 
lorsque  les  valeurs  de  x  cl  dej-  sont  réelles,  et  que 
de  plus  on  4P  <C  o ,  el  jy  <^  a.  Or  pour  que  ces 
deux  conditions  soient-  remplies ,  il  faut  gne  l'on  ait 

SJL-  <  (  c  cos.  m  y,  ou  -i  <  tc^M)'. 
3°.  a  >  c  cos.  m  -f-  J//"£(ccos.wi)>  


Les  limites  entre  lesquelles  est  renfermée  alors  la 

valeur  de       sont  donc  ^CC  — ■ — et— C."C03" m-IT?-" 

Par  exemple,  lorsque  îe  triangle  proposé  est  équi- 

laléral ,  on  a  c  cos.  m  =  —  a  et  ce  triangle ,  outre 
'  4  0 

la  première  situation  d'équilibre  indiquée  par  la 

première  équation  ,  pourra  en  avoir  encore  deux: 

autres,  pourvu  que  l'on  ait       <C  -^7-  et  ~—  ^> 

ou  que  la  valeur  de  ^—  soit  comprise  entre  les  deux 

fractions  -J-  et 
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169.  Problème  IL  Trouver  la  position  que  doit 
prendre  le  triangle  homogène  SEC#(  I;ig.  4S  ), 
flottant  sur  un  fluide'  MN ,  pour  demeurer  en 
équilibre ,  en  supposant  que  les  deux  angles  E,  G 
soient  enfoncés  dans  lr  fluide  ? 

Il  n'y  a,  pour  résoudre  ce  problème,  qn'à  ren- 
verser  d'e  haut  en  lia.-,  la  1  igure  relative  au  précédent, 
en  procédant  comme  il  suit,  ■ 

Les  trois  centres  de  gravité  du  triangle  SE  G, 
du  trapèze,  MNGE  cl  du  tàvntf^M  N  sont 
toujours  placés  dans  une  même  lipK  droile.  Or 
pour  qu'il  y  ail  équilibre,  il  faut  que  le  centre  de 
gravité  du  triangle  proposé  SE  G  et  celui  de  sa 
partie  MNGE  plongée  dans  le  fluide,  soient  dans 
une  même  ligne  ver  licalc.  Donc  les  centres  de  ^ra\ iié 
des  deux  triangles  SEG,  SMM  sont  aussi  placés 
dans  une  même  ligne  verticale.  Du  sommet  S,  je 
mène  aux  milieux  des  bases  EG,  MN  les  droites* 

SP,  SQ;  et  ayant  pris  S&  =     SP,  SO'=~  SQ  „ 

je  tire  par  les  centres  de  gravité  R,'0  des  deux 
triangles  SEG,  SMN}  la  droite  JiO  qui  est  verti- 
cale ,  on  perpendiculaire  à  ta  surface  du  lluide. 
Soient  joints  les  points  P  cl  Q,  par  la  droite  PQ 
qui  est  parallèle  à  RU;  et  dii  point  P  soient  menées 
les  droites  P  M,  PN,  et  les  perpendiculaires 
P,/,  PV,  sur  SE,  SG  respectivement.  On  aura, 
comme  ci-dessus,  PM—  PN.  Cela  posé, 


Chapitre   XII.  199 

/SE  !   =  a 

[s  G  =  ù 

Ile  oinus  total   =  1 

J  l'angle  donné  J'SE   —  m 

J>oient<i.anglc  auMi  donné  PSO  =  n 

iSM   =  * 

MSlV     —  y 

F  la  pesanteur  spécifique  du  triangle  SEG.  . .  =  p 
Via  pesanteur  spC-eilique  du  fluide   — 

On  a  SEG:  S  M  HT  '.;  S E  X  S  G  1  S  M  X 
S  N  ;   et  par   conséquent  SE  G  —  S  M  N  bu 
E  M  N  G  :  SEG::  SE  x  SG~  S  M  x  SN 
:  S  E  X  S  G.  Ainsi  le  quadrilatère  E  M  N  G 
SEG  X  (SE  X  S  G  —  S  MX.  S  JV)         _  , 

=   SEXSG  !  ■   °r  13 

première  condition  de  l'équilibre  demande  que  l'on 
ait  p  X  SE  G  =  *  X  EMN  G,-  on  aura  donc 
„  v  fpr-.v  SEGX(SEXSG-SMxSN) 

p  XSEG-^X   ssxSG  ;  » 

™u  bien,  p  a  h  =  ■&  (  a  b  — 

On  a  ,  comme  ci-dessus  ,  P  ^4  —  c  sin.  my 
S  j4  =  ccoa.  m ,  PZ)  =  c$iiin>  S  D  =  c  cos.  n  t 
.■4  M  =  c  cos.  m  —  x  y  D  N  =  c  cos.  n  — y  , 
(  P  JH  )".—  (  C  sin.  m  )2  +  {  6-  cos.  m  —  x  )- , 
(  P  iV  J1  =  (  c  sin.  n  )*  -+-  {  c  cos.  n  —  y  )\ 
Ainsi  ,  à  cause  de  P  M=P  N,  on  aura,  .ra; 
—  2  c  x  cos.  /tî  =:  y  y  —  2  e-j-  cos. 

Comparant  celte  équation  avec  la  précédente,  on 

trouvera,     —  2  f  aJ  cos.  mH  

N  iv 
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 — —  —  o,  équation  dont  les  racines 

combinées  avec  l'équation  pab  —  nr(ab- — xj  ) 
donneront  les  différentes  situations  d'équilibre  du 
triangle. 

On  voit  assez  que  la  remarque  générale  de  l'ar- 
ticle 167  s'applique  également  iei. 

170.  Corollaire.  Soit  ESG  un  triangle  isocèle. 
On  aura  b  =  a  cos.  n  =  cos.  m;  et  notre  équation 

deviendra  jt4  —  2  c  x5  cos.  m  +  -3  — — ~-Q-  — —  — 

 (j^ — /O  a —  —  0j  d'où  l'on  tire  ces  deux  autres 

équations  , 

„_  ■■(■->) 


-Ki cos,  m+- 


-  —  o, 


dont  la  première  donne  *  =  a  j/*"  £ — - — - — ^ 

_y  —  a  ~^/~  £ — * — - — J ,  et  fait  voir  que  le  triangle 

est  en  équilibre  lorsque  sa  base  E  G  esf  horizon- 
tale; la  seconde  donné  ces  deux  combinaisons, 

!x=c cos. m -+- £(ecos.m)a  —  ^— ^ — ~Jj 
y  =  c  cos.  m  —  j/"  [(  c  cos.  m )'  —  "V*-*  ]]  j 
=  c  cos.  m* — £(0  cos.  m  )a  —  tSz. — £_'J  I 
=  c  cos.  m  -+-  j/"  [  (c  cos.  m )>  —  ]  j 
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qui  représenteront  deux  nouvelles  situations  d'éqni- 

.-,  «  t  o  P  ^  <(a  — l'rcos.m}' 
libre,  pourvu  que  1  on  ait  1  .  —  ,>  — ;  ; 

Par  exemple ,  quand  le  triangle  ES  G  est  équi- 
latéral ,  ou  qu'on  a  c  cos.  m=.  -  7  -  a.  si  l'on  a 

de  plus  — - —  --^g  -  et  —  ■  <!  ;  ce  triangle 
aura  trois  situations  d'équilibre  sur  le  fluide. 

171.  Problème  III.  Trouver  ta  position  que  doit 
prendre  le  rectangle  homogène  IÎHSK  (Fi g.  4g) 
flottant  sur  un  fluide ,  pour  demeurer  en  équilibre, 
en  supposant  qu'il  n'y  ait  que  l'angle  S  d'en- 
foncé dans  le  fluide  ? 

Qu'on  mène  du  point  S  au  point  Q  milieu  de 

MN  la  droite  SQ,  et  qu'on  prenne  SO  =  — —  SQ  ; 

le  point  Osera  le  centre  de  gravité  du  triangle  MSAT. 
Or  comme  le  centre  de  gravité  du  rectangle  BHSK 
est  au  point  d'intersection  R  des  deux  diagonales 
BH,  SK,  ii  s'ensuit  que,  si  par  ce  point  R  et  par 
le  point  O  on  lire  la  droite  RO ,  cette  ligne,  par 
les  conditions  de  l'équilibre  ,  sera  verticale ,  ou 
perpendiculaire  à  la  surface  M  N  du  fluide.  Soit 

prise  RP=  ■ — ~  ,  et  soit  menée  la  ligne  PQ  qui 

sera  évidemment  parallèle  à  R  O ,  cl  par  conséquent 
perpendiculaire  sur  le  milieu  dé  M  N.  D'où  il  suit 
que  les  droites  PJiî ,  PN,  seront  égales.  Enjiu  du 
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point  P,  soient  abaissées  les  perpendiculaires  PA , 

PO  sur  SU,  SK,  respectivement. 

C  S  H   =  a 

ISA'   =  b 

Soicnt\SiV   '=  y 

i  lapes.™  leur  spccifi<|uc  du  rectangle  HIISK.  p 
la  pesanteur  spécifique  du  fluide........  —  «■. 

La  première  condition  tle  l'équilibre  donne  l'équa- 
tion pab  —  — —  — . 

De  plus ,  puisque  l'on  a  SP  =  — ^—  SB ,  on  aura 

P  A  =  —  B  H=  -4-  b  ,  SA^,—-SH 

4  4       '  4 

—  _JL_  a     F  D  =  — 3-  B  K  —  —  -  a,  S  U 

4       *  4  4  ' 

=  -^-$K=^-b.  Donc  [PMY  =  —~~ — 

+(_î_B_<,y,(Ptf).=^*L_4.(_j_i_r)*. 

Ainsi,  à  cause  de  !P M=P N ,  on  aura 

3a*                       3  £  r 
x  x  _  _—   . 

Comparant  cette  équation  avec  la  précédente  , 
el  éliminant  y  ,  on  aura  l'équation  déterminée 


**  


■Apa  »'  x 


par  le  moyen  de  .laquelle  on  trouvera  les  différente» 
situations  d'équilibre  du  rectangle. 

ly 2.  Corollaire.  Soit  le  rectangle  proposé  un 
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carré.  On  aura  b,~a;  noire  •équation  devient 
sr4  1  C  1          —  o  ,  et 

■2.  m  «' 

se  décompose  en  ces  deux  au  1res  équations  , 
^a          a/i  »'   ^    ^a        3  g  .v     ^    a  />  n*   ^    j  ^ 

première  donne ^=Q^//^£— —  J,.y=«J/^£'-3^-J' 
d'où  l'on  voit  que  le  carré  est  en  équilibre  , 
lorsque  sa  diagonale  H  K  est  horizontale ,  ce 
qui  est  évident  par  soi-même.  La  seconde  donne 


a 


-V- 


4 

(9~  —  top) 


4 

d'où  résultent  deux  nouvelles  situations  d'équilibre, 
lorsqu'on  a  -  p  -  <  — et  —P—  >■  — . 

1  jZ.  Remarque.  On  irouve  par  la  mémo  méthode 
la  position  d'équilibre  d'un  rectangle  dont  trois 
angles  scroicnl  submerges.  Car  on  n'a  pour  cela 
qu'à  imaginer  que  la  Figure  4g  est  renversée  do 
bas  en  haut,  que  les  trois  angles  B,  H,  K  sont 
submergés,  et  que  le  triangle  MSN  esl  la  p;irtic 
du  rectangle,  saillante  au-dessus  de  la  surface  MN 
du  fluide.  Ainsi  en  conservant  les  mêmes  dénomi- 
nations, on  aura  évidemment  ces  deux  équations, 

pab^Çaô  ^.fl-^—^f.^:^—  aJ^-, 

qoi résolvent  le  nouveau  problème. 
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174.  Problème  IV.  Trouver  la  position  que  doit 
prendre  le  rectangle  homogène  lillSK  (Fïg.  5o), 
flottant  sur  un  fluide  , pour  demeurer  en  équilibre  r 
en  supposant  que  les  deux  angles  H  et  S  soient 
plongés  dans  le  jlu'ule  ? 
*  Du  point  M,  où  le  coté  B II  rencontre  la  sur- 
face 31 N  du  fluide,  menez  au  côté  opposé  K  S 
la  perpendiculaire  MI;  ce  qui  partage  ie  trapèze 
submergé  31 H S N  en  un  triangle  MIN  et  un 
rectangle  M  H  SI  ;  élevez  par  l'angle  II,  la  ver- 
ticale II L;  des  centres  de  gravité  T,  G,  O,  R, 
du  triangle  MIN,  du  rectangle  partiel  MIISI, 
du  trapèze  MHSN,  et  du  rectangle  total  BHSK, 
menez  à  HB  les  perpendiculaires  TE,  GX,  Of^, 
HZ  ;  menez  de  pins,  des  points  0,  ii,  2  , 
les  horizontales  OQ ,  jRy,  AT,  ZX;  et  par  les 
points  y ,  Z ,  abaissez  les  verticales         ,  Zs£. 

!SI1   —  a 

un   =  b 

HM   —  x 

SX  ^   =  JK 

la  pesanteur  spécifique  du  rectangle   =  p 

celle  du  fluide   =  -■. 

On  a  d'abord ,  par  la  première  condition  de 
l'équilibre ,  p  X  BU SK  =    X  MH SN,  d'où. 

MIISN=-^,  ou  til±Zl  =J^L,  ou 

3/1/1                       a  !•  p 
x  ~\-y  =  £  ,  ou  y  —  —  x. 


Soient 
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En  considérant  les  momens  du  triangle  MIN t 
du  rectangle  Mit  SI,  et  du  trapèze  M  H  ^iVpar 
rapport  à  HS  comme  axe,  on  aura,  par  la  pro- 
priété des  moment,  MIISNx  O f^—  M I N 
X  TE-hMHSI  x  GX,  ou  MHSN  X  OK 

MI  X  IN  a  <.__  rr„,  •  MI 
=   X  — „—  MI-i-HM  X  MI  X  , 


ou  (en  nommant  D  la  droite  Of), 


pabD 


Le  centre  de  gravité  O  du  trapèze  MHSN  est 
évidemment  placé  an  milieu  de  la  droite  a  Ob,  pa- 
rallèle aux  côtés  opposés  Mil,  N$;  ce  qui  donna 

•  Maintenant,  le  triangle  MIN,  comparé  succes- 
sivement avec  les  triangles  HCf^,  ODf^,  HLZ , 
R  si  Z ,  qui  lui  sont  tous  semblables  ,  donne 


MN 

—  >  c'est-à-dire  (en  nommant, 

pour  abréger  un  peu,  MN,  z), 

c^=-[-f  -  +  DK~.X)  ]  x  fJT'  . 

Donc   OQ=OZ>  +  fTC  =  —  h 
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-}~  Z  I.  =  — *- — \  -''r  — — — .  Or,  puisqu'en 

vertu  de  la  .seconde  condition  de  l'équilibre,  les 
centres  de-gravités  O,  Ry  doivent  être  placés  sur 
une  même  ligne  verticale,  on  a  OQ  =  R  Y, 
c'est-à-dire  (  en  négligeant  z ,  qui  est  diviseur  de 

tous  les  termes  ) ,  uD  +  +    °   a7  1 

X  (y— *)  =  — —  1  bfy~~x^     ;0U  0[30a 

(  y  —  x)2]  =  ci5-+-a6(j'  —  :r  )  —  a  x 
'X  (j  —  x  ).  Substituant  dans  celle  équation  pour  D 

sa  valeur  


parviendra.!  l'équation  déterminée  du  troisième  degré 


(— — :)  [aol+C-T-  ~ -a* 

 ,\y,aamj>   *) 

X  (A  —  ar) .  (^-~-~- ~xJi  équation  divisible  par 

— ~  x,  et  qui  donne  par  conséquent  d'abord 

x=.-£S—;  ensuite  l'équation  du  second  degré 
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Zph* 

La  valeur  de  x ,  donnée  parla  première  équation 
K  =  tJL  f  étant  substituée  dans  l'équation 

y  =i  — 3f  b-  *'-  —  x  ,  donne  aussi  y  =  — — -7-,  Ainsi 

les  lignes  x  et  y  sont  égales;  d'où  il  suit  que  le 
rectangle- est  en  équilibre  lorsque  le  côlé  plongé 
dans  le  fluide  est  horizontal ,  ce  qui  est  évident  par 
soi-même.  L'équation  du  second  degré ,  donne 
(  en  déterminant  d'abord  x  f  puis  niellant  pour  x 

sa  valeur  dans  l'équation  y  —  — -■  —  x  ) , 

iPb±Y\]>h'(.'p-p*) — -a—  ]  \ 

Ainsi  le  rectangle  proposé  pourra  avoir  deux 
nouvelles"  situations  d'équilibre,  pourvu  qùCj'i'. 
les  valeurs  de  x  et  de  y  soient  réelles  qu'elles 
soient  positives;  3".  que  chacune  d'elles  soit  moindre 
que  b. 

i?5.  Corollaire.  Supposons  que  le  rectangle  pro- 
posé devienne  , un  carré,  ou  que  l'on  ail  b  =  a. 
Ce  carré  est  d'abord  en  équilibre,  lorsque  sou  coté 
qui  est  plongé  dans  le  fluide  est  horizontal.  De 
plus  on  a  ces  équations, 
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E  1 

j      „f -,y  [3  1,-p-p-  )- 

\jr=  

1  I=  .  _  

~ ] 

j             0/,  +  „|/"[3(.?_f.)_ 

d'où  suivent  deux  nouvelles  situations  d'équilibre^ 
lorsque  la  fraction  ~-  sera  comprise  entre  ~-  et 

6  .  ' 

1 76.  Problème  -V.  Trouver  la  position  que  doit 
prendre  la  parabole  homogène  ABC  (Fig.  5i), 
flottante  sur  un  fluide  pour  demeurer  en  équilibre  } 
en  supposant  que  sa  partie  FMN  soit  seule  plongée, 
et  que  les  points  G,  C  soienl-hors  du  fluide? 

11  est  d'abord  évident-  que  la  parabole  ^4EC, 
supposée  moins  pesante  spécifiquement  que  le  tluide., 
est  en  équilibre  lorsque  son  axe  est  vertical.  Mais 
il  s'agit  ici  de  savoir  en  général  si  elle  ne  peut  pas 
encore  être  en  équilibre,  quand  son  axe  est  incliné. 

Soient  l'axe  de  la  courbe,  BD  ou  BC  sa 

dernière  ordonnée.  Ayant  tiré  par  le  point  H,  milieu 
de  MN,  et  parallèlement  à  D^-ï,  le  diamètre  HF, 
je  mène  du  point  i-Tordonnée  FG,  la  droite  FX, 

au 
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au  foyer  X,  et  la  tangente  ^7* qui  rencontre  en  T  ' 
l'axe  D^4  prolongé,  et  qui,  par  Ja  propriété  de  la  . 
parabole ,  est  parallèle  à  MN.  Du  point  M,  j'abaisse 
M  Y  perpendiculaire  sur  .fY/proIongce.  Je  joins  les 
centres  de  gravité  K.  et  I  de  la  parabole  ABC  et 
de  sa  partie  FM  N,  pdr  la  droite  Kl  qui ,  en  vertu 
de  l'équilibre,  doit  être  verticale,  ou  perpendiculaire 
à  MN.  ' 


'AD  

B  D  

1  le  paramètre  de  l'axe  JD=zl!L.  -=  Q 

Soient  Ifh...,.  _  x 

\m  H.  Ï..'..:.."...   —  y 

KO  '  ?..  -  = 

'  la  pesanteur  spécifique  de  la  parabole.  .. .  z=  .p  . 

,  la  pesanteur  spécifique  du  fluide  —  «. 

On  aura,  par  la  propriété  de  la  parabole,  AK 
D=\ai  FI=\FH^\x;.GT 
=  3G^  =   **,  ]  F  T=    '^("  +  *")  m 
,  Les  deux  triangles  semblables  FG  T,  MYH% 
donnent  FT:  FG  ::  MHz  MY=  —  , 

Or  ,  l'aire  parabolique  ^4 BC—  \  BD  X  D  A  , 
et  l'aire  F  M  N  =  |  M  Y  X  F  H.  Ainsi  on 
aura,  par  la  première  condition  de  l'équilibre-, 

P'h=  k ; 

Comme  la  seconde  condition  de  l'équilibre  est 
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évidemment  remplie  lorsque  l'axe  de  la  parabole 
cil  verlical ,  el  que  par  conséquent  z  —  o ,  on 
volt,  par  l'équation  précédente  ,  que  dans  ce  cas 
particulier  ,  on  a  p  a b  =  «s  y  i^wi^/ci, 
en  observant  qu'alors  y^p^cx.  D'où  résulte 

x  =  a$/r         Mais  revenons  au  problème  général 

où  le  point  F  ne  tombe  pas  sur  le  point  ui. 
La  propriété  de  la   parabole   donne   FX  = 

^^-^  =  ^  iFX^^l^l^ 

j-:  ffi-V^y-t***)  ^  Substituant  cette  valeur 

Aey  darfs  l'équation  générale  p  ab  =  ^p^^~- — ^ 

on  trouvera  x  ~  a      -  ^  —  ;  d'où  l'on  voit  que  la 

valeur  de  x  est  toujours  la  même,  quelle  que'puisse 
être  la  position  de  la  parabole  sur  le  fluide  *. 

La  droite  A^/étant  perpendiculaire  à  MN,  Je» 
deux  triangles  F  G.  T,  IL  H  sont  semblables  et 

donnent  FT:  GT  ::  IH:HL  =  —   . 

*  Noua  observerons  a  celle  occasion ,  que  si  dans  une  para- 
bole les  abscisses  lie  deux  diamètres  quelconques,  comptée» 
de  leurs  sommets ,  sont  égales  ;  les  parallélogrammes  formés' 
par  les  deux  ordonnées  ,  les  deux  tangentes  et  les  autres 
cités  parallèles  aux  diamètres ,  seront  égaux  ,  et  les  espaces 
paraboliques  seront  aussi  égaux  ;  ce  qui  est  analogue  à  la  pro- 
priété qu'ont  les  parallélogrammes  faits  autour  de  diamètre» 
.••njugués ,  dan»  l'ellipse  ou  l'hyperbole ,  d'etre  égaux  enlr'cux^ 
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Donc  L  O  =  Il  O  —  H  L  =  F t  -r-  H  L 

- — c  :-sV<y*+ï^)-  Le3.deux 

triangles  semblables  F  G  T ,  jC  L  O  donnent 
GT  :  FT  ::  LO  :  OK  =  g"  +  4  —  

H.  5 

Mais  d'un  aulre  coté,  orl  a  OJC  —  K^i — -0^4 
—  K  ^  —  (O  T  —  si  T)  ==-§7  a  —  x 
H  — .'  Égalant  entr'elles  les  deux  valeurs  de 


ou  bien  (  en  mettant  pour  x  sa  valeur  trouvée 
ci-dessus  ) ,  z  z  =  6  ^~  ~ T        "  '  ^  ~^ 

ce  qui  dpnne  deux  nouvelles  situations  d'équilibre, 
semblables ,  Tune  à  droite  ,  l'autre  à  gaucbe 

pourvu  que  l'on  ait6o^>5e+6o  X  y^'  3 

ou  —  <  ^ — -g-—— ^2 ,  quantité  supposée  réelle 
et  prise  positivement. 

1 77.  Problème  VI.  On  suppose  maintenant  que 
la  parabole  ABC  n'ait  pas  le  même  centre  de 
gravité  que  de  figure ,  soit  parce  qu'elle  n'est  pas 
homogène  dans  toute  son  étendue,  soit  parce  qu'elle 
est  chargée  de  quelque  corps  étranger  placé  ailleurs 
qu'à  son  centre  de  figure,  et  Hé  solidement  avec 
elle  :  il  s'agît  de  trouver  la  position  qu'elle  dot', 
prendre  pour  être  en  équilibre  sur  le  fluide  MNV 
Oij 
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Soit  lp  point  X'  le  centre  de  gravité  du  système 
de  tous  les  poids  dont  la  parabole  ABCe&i  chargée, 
cl  qni-font  équilibre  à  la  poussée  verticale  et  con- 
traire du  fluide.'  Ce  point £'  étant  donné  de  position, 
si  l'on  mène  la  droite  K>  /^perpendiculaire  à  l'axe  . 
\AD  de  la  parabole,  celle  ligne  et  la  partie  cor- 
respondante A  ïr  de  l'axe  seront  données.  Soit 
FMN l'espace  parabolique,  plongé  dans  le  fluide. 
Par  le  centre  de  gravité  /  de  cet  espace  considéré 
comme  homogène,  et  par  le  point  A',  je  mène  la 
'  droite  IK'  qui  doit  être  nécessairement  verticale  à 
cause  de  l'équilibre,  et  qui  va  rencontrer  en  K  l'axe 
A  D.  J'achève  la  construction  comme  dans  l'article 
précédent,  et  je  garde  les  mêmes  dénominations,  en 
faisant  de  plus  K<  V  —  k,  AV=  h;  cl  observant 
que  par/»  on  doit  entendre  ici  la  pesanteur  speci- 
liquc  d'un  corps  de  même  poids  que  la  parabole 
ABC,  et  dont  le  volume  scroitTaire  ^ZfC'sup- 
posèeliomogènc.Onbouvera,  comme  loul-à-l'hcurc, 

réquation,^  ab=  ^^+4  a»)  '  qui  remPlil  la 
'  première  condition  de  l'équilibre.  Ensuite  on  Irou- 
wra  x  =  a  jy —-f 

Les  trois  triangles  semblables  FG  T,  TUT,  KL  O, 


donnent,  comiire  ci-dessus,  OK 


 iL'I—  ;  et  les  deux  triangles  semblables  FGTt 

KfK'  donnent  - G  T  :  F  G  :;  y  K>  :  KXL  ~i 
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— — .  Donc"  0^=  OK  —  f^K.=  cc  +  kzz  _ 
ai  it 

JL J!  1 — .Mais  û'un  aQtre  coté,  OZ^=  /^T1 — 

OT=st  P"+sfT—  H  F  —  h  +  —c  x. 

Égalant  enlr'elles  les  deux  valeurs  Je  GV,  on  trou- 
vera io;3; — (  io  c h — 6  c* — 5cI)z — 5 c^—o, 
équation  dont -les  racines  (  après  avoir  mis  pour  *- 
sa  valeur  trouvée  ci-dessus  )  feront  connaître  les 
positions  d'équilibre  de  la  parabole. 

En  faisant  k  —  o  ,  h  —       a,  on  retombe  dans  la 

solution  précédente,  comme  cela  doit  être. 

Je  ne  multiplierai  pas  davantage  ces  applications-. 
On  procédera  d'une  manière  analogue  dans  les. 
autres  cas,  soit  que  les  corps  flollans  soient  homo- 
gènes ou  non. 
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CHAPITRE  XIII. 

De  la  stabilité  des  corps  jlottans  :  des  oscil- 
lations simples  gîte  font  ces  corps  dérangés 
de  la  situation  d'équilibre. 

i 78.  To  u tes  les  situations  d'équilibre  d'un  corps 
oui  la  même  fin,  celle  d'établir  l'immobilité  de  ce 
corps;  mais  toutes  ne  lui  procurent  pas  le  même 
degré  de  consistance  ou  de  stabilité;  et  si  par  quelque 
cause  extérieure,  l'équilibre  vient  à  être  dérangé, 
il  est  possible  que  le  corps  achève  de  trébucher, 
ou  qu'il  revienne  à  .sa  première  situation.  Or,  par 
rapport  aux  corps  flottons-,  il  existe  en  effet  de 
lelles  causes  extérieures  :  par  exemple ,  l'impulsion 
du  vent,  l'agitation  des  lames,  etc.,  qui  tendent 
continuellement  à  troubler  l'équilibre.  Ce  n'est  donc 
pas  assez  que  le  ccnlrc  de  gravité  du  corps,  et  celui 
de  sa  partie  submergée,  toujours  regardée  comme 
homogène,  soiént'placés  sur  une  même  ligne  verti- 
cale :  la  position  respective  de  ces  deux  points  sur 
cette  ligne  et  leurs  distances  mutuelles,  rendent 
l'état  d'équilibre  plus  ou  moins  l'arme^  ainsi  qu'on 
le  verra  bientôt.       '■  .        l  . 

Je  supposerai  toujours,  pour  parvenir  à  des  ré- 
sultats simples  et  satisfaisant ,  que  les  inclinaisons 
d'où  résultent  les  dérangemens  des  situations  d'équi- 
libre, puissent  être  regardées  comme  Irès-pelitcs; 
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j'examinerai  les  oscillations  qu'elles  produisent  au- 
tour d'un  axe  fixe;  j'appelle  simples  ces  sortes 
d' oscillai  ions,  pour  les  distinguer  de  celles  qui  ont 
lieu  autour  dé  plusieurs  axes ,  el  dont  il  sera  parlé 
.dans  le  chapitre  suivant. 

17g.  Avant  d'entrer  en  matière,  rappelons-nous, 
ici  un  Théorème  de  mécanique  dont  nous  allons 
faire  usage.  Lorsqu' 'un  corps  est  poussé  suivant  une 
direction  qui  ne  passe  pas  par  son  centre  de  gravité , 
ce  point  est  mu  comme  s'il  se  trouvait' sur  la  di- 
rection de  la  force  motrice;  el.  le  corps  tourne  autour 
de  ce  même  point  comme  s 'il  était  Jixe.  I)'où  il  suit 
que  si  un  corps  est  poussé  par  de.ux  forces  parallèles 
et  égales,  de  directions  opposées,  l'une  passant  par 
le  centre  de  gravité,  l'autre  à  une  dislance  quel- 
conque de  ce  point,  le  cenlre  de  gravité  demeure 
immobile  ;  mais,  en  vertu  de  la  seconde  force  -,  le 
corps  tourne  autour  du  cenlre  de  gravité ,  comme  si 
celle  force  exisloit  seule ,  et  que  le  centre  de  gravité 
fut  un  point  fixement  arrêté.  Voyez,  pour  la  démons- 
tration et  pour  un  plus  ample  dévulopjn  ment,  mon. 
Traité  de  Mécanique ,  articles  44g,  45o,  etc. 

180.  Problème' I.  Déterminer  les  conditions'  de 
la  stabilité  d'une  figure  plane  verticale  Jlottante 
sur  un  fluide  ?  ■ 

Jl  peut  arriver  que  le  centre  de  gravité  de  la  figure 
entière  soil  placé  plus  bas  que  celui  de  sa  partie  sub- 
mergée, soit  parce  que.  la  figure  n'esl  pas  homogène , 
soit  parce  qu'elle  est  chargée  de  quoique  corps 
Oiv 
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étranger  place  vers  le  fond;  ou  bien  que  !e  premier 

centre  soif  placé  plus  haut  que  le  second. 

Ier.  Cas.  Soil  (  Figure  5i  )  ^4 I3K  la  figure  pro- 
posée, d'abord  en  équilibre;  31N,  la  ligue  de  flot- 
taison; G  le  centre  de  gravité  de  tout  le  poids  de  la 
ligure;  F  celui- de  sa  partie  submergée  que  l'on 
regarde  toujours  comme  homogène,  ainsi  que  les 
autres  parties  de  pareille  nature.  Les  deux  points  G 
et  F  sont  placés  sur  une  même  ligne  verticale  GZ, 
tant  que  l'équilibre  subsiste.  Mais  supposons  que 
par  quelque  cause  extérieure,  la  Hguve  ^BK  s'iiu- 
cline'tin  peu  du  eu  lé  de  B,  ou  ce  qui  revient  au 
même,  que  la  figure!  demeurant  immobile, la  ligne 
<le  flottaison  prenne  la.  position  ma;  avec  cette 
condition,  que  la  nouvelle  partie  submergée  soit 
égaje  à  la  première  M  NK  :  qu'ensuite  la  ligure 
soit  abandonnée  uniquement  à  l'action  "de  la  pe- 
santeur et  de  la  poussée  verticale  du  fluide.  On  voit 
d'abord,  par  l'article  précédent,  qu'à  cause  de  m  n  K 
=  MNK ,  le  centre  de  gravité  G  de  la  figure  ne 
monte  ni  ne  descend.  La  partie  NV mK  étant  com- 
mune,aux  doux  surfaces  mnK,  MNK,  les  deux 
triangles  NVn,  M  Vm^  sont  égaux,  e'esl-à-dire, 

qu'en  menant  leurs  hauteurs  nf,  mh,  on  a— — — — - 

~  — -rr  .  Or ,  #7-  y  h  IZ  nf:  m  h  —  J/  ; 

et  comme  l'inclinaison  de  la  ligure  est  supposée  très- 
petite,  on  a  sensiblement  yf=p'NJ  Prks±Pr  M$ 
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•ce  nui  donne  m  h  =  n    *  Substituant  cette 

1  V  N  • 

valeur  d_e  m  h  dans  l'équation  - — —  =.  — - — , 

on  trouvera  (N^Y  =  {Mf^Y,  ou  Nf^—MV; 
"d'où  il  suit  qoe  le  point  où.les  deux  lignes  do 
flottaison  se  coupent ,  est  le  milieu  de  MN.  ■  ' 
'  Ayant  mené  par  le  point  I,  centre  de  gravité  de 
la  partie  submergée  m  n  K ,  la  droite  1»  perpen- 
diculaire à  la  surface  actuelle  m  n  du  fluide,  et 
qui  rencontre  en  g  Ja  verticale  G  Z,  il  est  clair  que 
comme  le  point  g  est  placé  au-dessus  dû-  centre  de 
gravité  G  de  la  ligure,  fa  poussée  verticale  actuelle 
du  fluide  qui  s? exerce  suivant  Ig,  et  qui  lendà  faire' 
tourner  la'figure  autour  d'un  axe  horizontal  passant 
par  le  centre  de  gravité  G ,  la  ramène  vers  la  situa- 
tion d'équilibre,  et  que  par  conséquent  la  ligure  a 
de  la  stabilité. 

Par  le  centre,  de  gravité  G  de  la  figure ,  celui  F 
de  la  parlie  MNK  primitivement  submergée,  et 
ceux  des  triangles  Nf^ny  MA^m,  soient  menées 
perpendiculairement  a  mn  les  droites  Gi,  DFd, 
y  x,  z.  u  ;  de  plus  soit  menée ,  par  le  point  G,  la  droite 
GDE  perpendiculaire  aux  parallèles  D  Fd,  El  g, 
cl  par  conséquent  horizontale.  Les  surfaces  mi?Kt 
MNK,  NKn,  MVm  doivent  cire  considérées 
ici  comnje  cxprinyint  des  poussées  verticales  du 
fluide ,  et  par  conséquent  comme  des  forces  ver- 
ticales, dirigées  de  bas  en  haut,  ayant  le  centre  du 
gravité  de  leur  système ,  placé  «  la  droite  de  GZ. 
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Maintenant,  puisque  mn  K  -+-  M  y  n—MNK 
-H  NA^n ,  les  deux  forces  résultantes  (  rn  n  K  -j— 
M y  m) ,  et  (  MNK  +  ),  seront  en  équilibre, 

si  de  plus  ces  deux  forces  ont  des  momens  égaux 
par  rapport  à  la  verticale  G  i  ;  c'est-à-dire ,  si  (  en 
désignant  les  momens  par  la  lettre  initiale  M 
plarcée  au  -  devant  des  forces  ) ,  on  a  l'équation 
M.\  mn'K  -Y-M  fm  )  ~M.  (MNK  +  NVw). 
Or  la  force  (  mnK  +  MVm  )  étant  composée 
des  deux  forces  mnK,  M  y  m,  dont  les  direc- 
tions sont  placées  de  difTérens  eûtes  par  rapport 
à  l'ajte  G  i  ,  on  a  M.'  {  mnK  -+-  M  P~ m  ) 
=  M  .mnK  —  M .  M  y  m  =  mnK  X  GE 

—  Mv^m_L.  x  iz.  c.ila{oTce(M  NK^-Nyn) 

étant  composée  des  deux  forces  MNK,  N  Pen- 
dant les  directions  tombent  du  même  côté  de  l'axe, 
on  a         M.NK  H-  N  y'n)  =^-M .  MNK 

M.  Nyn  =  MNK  X  GD     -/V-F  *  "f  X  mt. 

Un  aura  donc,  mnK  X  G  h  X  i 

=  MNK  X  GD-h     N  -  X  'l  1     X  ix;  ou, 

mnJC  x  G  E=.  MNK  X  G  7?  4-  Nr*nf 

X{iz  +  ix)  =  MNK  X  .G5+-^-^. 

X>»^  JKM  X  +    f^A7r  X       .  ■ 

équation  où  mnK  X  G  E  exprime  le  moment  d» 
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îa  poussée  verticale  actuelle  du  fluide,  ou  la  mesure 
de  la  stabilité,  11  ne  s'agit  donc  plus  que  de  réduire 
celle  équation  à  sa  forme  la  plus  simple. 

Lorsque  la  ligne  de  flottaison  a  passé  de  la  posi- 
tion MN  à  la  position  mn,  un  point  quelconque  , 
par  exemple  le  point  Z ,  placé  sur  la  verticale  GZ , 
a  décrit  l'arc  ZQ,-ia\  que  le  côté  GZ  étant 
perpendiculaire  à  MN,  le  côté  GO  est  perpen- 
diculaire à  mn,  cl  tous  les  angles  ZGQ ,  GFD , 
NPr  n ,  M  y  m  sont  égaux.  Donc  ,  en  nommant 
R  le  rayon  donné  GZ,  Z  l'arc  Z  Q,  on  aura 

valeurs  qui  étant  substituées  dans  l'équation  m  n_K 
■  y^.GE=^MNK  X  GD-h  SJ^ÛL  x  nf, donnent 

mnKxGE=(MNK  x  FG-h  )  X 

II'.  Cas.  Le  centre  de  gravité  de  la  figure 
est  ici  placé  en  C,  au-dessus  de  celui  F  de  la  partie 
31 N  K  primitivement  submergée  ;  je  mène  par 
ce  point  les  droites  ©  il ,  £H  &  E' ,  l'une  per- 
pendiculaire ,  l'autre  parallèle  à  mn;  tout  le  reste 
est  d'ailleurs  le  même.  On  a  toujours  31.  (mnK 
H-  M  V m)  =  M.  (M  N  K  -h  N  V n).  Or  , 
M.{mnK^M^n)  —  M.mnK  —  M.Mf^m 

=  mnK  x  GKEi~~~^--^-  X  »'z,-etsem- 

blablemcnl ,  M.  (JHNK  -+-  NFn)  =  M.N^n 

—M,  M&K=~~J-  x  i'x—MNK.x  G'D[. 
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Oh  aura  donc  m  n  K  X  G'  E'  """ —  ■ 

Xi'z=  —  V*  "f  X  i'x  —  MNK  x  Q  D>; 
d'où  l'on  tire  ,  en  opérant  comme  ci  -  dessus  , 
m  nK\x  Q  f^)'    —FQ  xMNK) 


En  réunissant  les  deux  cas  à  l'aide  ûu  double 
signe  +  t  cl  nommant  D  la  dislance  initiale,  du 
centre  de  gravité  de  la  figure  à  celui  de  sa  partie 
•  snbmergéc  ,  nous  aurons  ,  pour  l'expression  du 
moment  de  la  poussée  verticale  actuelle  de  l'eau, 

(±--J-  ±D  x  MNKyx  ~.         -       -  ■ 

181.  Coiollaire.  On  voit  que  dans  le  premier  cas, 
la  ligure  a  toujours  de  la  stabilité;  et  que  toutes 
clioscx  d'ailleurs  égales,  elle  en  a  d'autant  plus, 
que  son  centre  de  gravité  est  placé  plus  bas  par 
rapport  à  celui  de  sa  parlic  submergée,  ou  que  ha. 
distance  D  de  ces  deux  points  est  plus  grande. 

La  figure  a'aussi  de  la  stabilité  dans  le  second 
(  M  Y  \s 

cas,  lorsque  la  quantité  ----- -  ■—  ~Dx  M  N  K 

est  positive;  et  d'aulant  plus,  que  cette  quan- 
tité est  plus  grande.  Mais  si  cette  même  expres- 
sion étoit  négative,  la  figure  manquerait  de  stabilité; 
l'inclinaison  primitive  augmenter  oit ,  et  la  figure. 
Jiniroit  par  trébucher.  •   *  * 
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Si  on  avoit  J^LJpl  D  X  M  NK  =  o  , 

(ce  qui  est  toujours  relatif  au  second  cas),  la 
figure  serait  indiiTérente  à  tourner  dans  un  sena 
ou  dans  un  autre ,  et  la  plus'  petite  force  étran- 
gère la  feroit  verser.  De  plus,  on  auroit  MNK 
X  G'  Et  =  o,  ou  G'  E'  =  0.  D'où  il  suit  qu'alors) 
le  centre  de  gravité  de  la  ligure  tombe  sur  lepoint  g, 
intersection  des  deux  perpendiculaires  menée-s  des 
centres  de  gravité  des  deux  parties  submergées  dans* 
les  deux  positions  de  la  figure ,  aux  deux  lignes  de 
flottaison-  Si  l'on  veut  donc  que  cette  figure  ait  de 
la  stabilité,  il  faut  que  son  centre  de  gravité  soit 
toujours  placé  au-dessous  du  point  g. 

Le  point  g  est  celui  que  Bouguer  appelle  meta- 
centre  ,  dans  son  Traite  du  Navire  ,  et  au-dessous 
duquel  doit  tomber  le  centre  de  gravité  du  poids 
total  d'un  Vaisseau,  pour  que  ce  Vaisseau -flottant 
à  la  mer  ait.de  la  stabilité. 

182.  Problème  Ir.  Déterminer  les  mouvemens 
d'oscillation  que  fera  la  figure  dans  l'hypothèse 
du-  Problème  précédent  ,  et  qu'elle  ail  de  la 
stabililé  ? 

I. a  figure  ayant  été  inclinée  de  manière  que  le 
point  donné  Z  a  décrit  l'arc  ZQ,  on  doit  consi- 
dérer l'angle  ZGQ  comme  donné,  et  comme  celui 
d'inclinaison  initiale.  Maintenant,  la  figure  revient 
sur  ses  pas  en  vertu  de  la  poussée  verticale  du  fluide 
qui  s'exerce'  suivant  G  i  ou  G'  it  ;  et  dans  un 
temps  /,  le  point  Q  décrit  un  arc  QR,  tel  que 


222  H  TD  R  O  ST  A  T  I  Q  IT  E, 

si  l'on  Domine 'z  cet  arc,  S  la  somme  des  pro- 
duite des  élémens  de  toute  la  figure  par  les  carrés 
de  leurs  distances  au  point  G,  on  a,  par  les  for- 
mules ordinaires  des  forées  accélératrices  [K'ojres 
mon  Traité  de  Mécan.  art.  45i,  H  not.  IjK)  , 

Or  ,  celte  équation  est  exactement  de  la  même 
nature  que  celle  d'un  pendule  oscillant  '  autour 
d'un  point  fixe.  Car  soit  (Fig.  53),  F  un  pen- 
dule suspendu  au  point  lise  G,  autour  duquel  il 
oscille  :  qu'on  écarte  ce  pendule  de  la  verticale  GZ  y 
de  sorte'  que  l'angle  Z  G  Q  soit  ici  le  même  que 
dans  la  Figure  5i  :  que  le  pendule  parlant  de  la  ■ 
.  position  F,  décrive  dans  le  temps  t  l'arc  Pp ,  et 
le  point  Q  l'arc  Q  R  =  u:  On  aura  (en  nom- 
mant s  la  somme  des  produits  des.  élémens  de  F 
par  les-  carrés  de  leurs  distances  au  point  G), 

fxGi,)<l=îx4r  Woh  ''on  ïoit 

que  les  mouvemens  du  pendule  et  de  la.  figure 
proposée  sont  semblables;  et  si  l'on  veut  que  ces 
mouvëmens  soient  exactement  les    mêmes  ,  on 

n'aura  qu'à  égaler  la  valeur  de  — —  à  celle 

J  ■'  -                                           P  X  G  P 
.  Cette  condition  donne  


— --  —   s  " — -  ^°   *•  Un  Pen(*u'e 

simple,  c'est-à-dire,  un  poids  assez  petit  pour  que 
toute  sa  masse  puisse  être  censée  réunie  en  un 
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même  point ,  et  nommons  L  la  longueur  de  ce 
pendule,  ou  la  distance  GP;  on  aura  alors 
s  =  P  X  &  }  et  l'équation  précédente  nous  don- 

r   iaS  

nera ,     —  (  MN }1  _p j  -J)^MNK      —  ■ 

expression  de  la  longueur  d'un  pendule  simple  qui 
fait  ses  oscillations  dans  le  même  temps  que  la  figure 
proposée.  Ainsi,  comme  les  oscillations  de  ce  pen- 
dule sont  isochrones  entr'ellcs,  et  ne  cessent  que 
par  la  résistance  de  l'air  ou  des  autres  obstacles. qui 
peuvent  anéantir  le  mouvement  :  les  oscillations 
de  la  figure  seront  aussi-  isochrones ,  et- ne' s'étein- 
dront que  par  la  résistance  qu'elle  éprouve  en  frap- 
pant l'air  et  l'eau. 

i83.  Exe"mple.  La  figure  proposée  étant  _  un 
triangle  isocèle  homogène  ABK  ('Fig.  5k), et  la 
partie  submergée  MNK  étant  aussi  un  triangle 
isocèle  t  on  demande  la  pâleur  de  L. 

Ayant  mené  du  sommet  K  la  perpendiculaire 
K  CD  sur  les  bases  parallèles  MN,  ,  nom- 
mons MN,  a;  KC,  Ci  ^B,f;  KD ,  g;  p\ 
la  densité  ou  la  pesanteur  spécifique  du  triangle  } 
la  densité  ou  la  pesanteur  spécifique  du  fluide  : 
on  aura  d'abord  pfg=-*ac  ,  ou  bien  encore 
(  à  cause  des  triangles  semblables  siBK,  MNK  ), 
pp  =  **a?;  pg*  =  -*c\ 

Le  dénominateur  de  L  a  pour  valeur  relative  au 
volume,  a'  —  kac{g  —  c).  Mais,  comme  dans 
ces  problèmes,  il  faut  prendre  les  quantités  rela- 
tivement aux,  masses,  cette  valeur,  qui  se  rapporte 
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au  triangle  fluide  M NK,  doit  être  multiplies 
par  w,  Je  la  suppose  positive,  afin  que  la  figure  ait 
de  la  stabilité. 

Pour  trouver  S,  d'une  manière  fort  simple,  je 
cherche  la  somme  des  produits  des  élémens  du 
triangle  ^4IiK,  par  les  carrés  de  leurs  distances  au 
sommet  AT,  et  j'emploie  ce  Théorème  général  de 
mécanique  (V oyez  mon  Traité,  atticles  iHy  et  i88)  : 
la  somme  des  produits  des  élémens  d'un  corps  par 
ïes  carrés  de  leurs  distances  à  un  axe  oui  ne 
passe  pas  par  le  centre  de  gravité ,  est  égale  à 
la^  somme  des  produits  des  mêmes  élémens  parles 
carrés  de  leurs  distances  à  un  axe  passant  par  le 
centre  de  gravité  et  parallèle  au  précédent,  plus 
au  produit  de  la  masse  du  corps  par  /<?  carré  de 
la  distance  des. deux  axes. 

Soit  donc  y~E  'une  perpendiculaire  quelconque 
à  l'axe  K  D  du  triangle  \ABKi  soit  pris  sur 
celle  ligne  l'élément  Tt ,  et  soit  tirée  TK.  La. 
somme  des  produits  de  tous  les  points  de  f  E 
par  les  carrés  de  leurs  distances  au  sommet  K 
■  est  J'Tt  x  (  TKY^fTl  X  {  E  K)*       Tt  X 

{TEY^r  E  X  {E  K)\+  

J(„yx(^|_  +  T^)/*-  cause' 

de  VE  —  EK  X  ■  Soil  Pris  !e  Point  e 

infiniment  prés  de  E  :  la  somme  des  produits  de 
tous  les  pointa  du  triangle  ABK ,  par  les  carrés  de 
leurs 
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leurs  distances  an  sommet  K3  sera  2  f  E'e  X(EK)5 

\  K  D         \K  ï>}  )—       a   ~  X  {  KD~ 

■  (AD? 
"*~  3  (  A'  />  )!  7  4       '       48  " 

on  a ,  par  le  Théorème  cité,  —~— 


=,  S  H  X        -        ;   d'où  -  l'on  tire 

a  9 

6-=-   /**(3/r+*«*>    ,  Cette  valeur,  qui  est 

relative  au  volume  et  qui  appartient  au  triangle 
solide  sfBK,  doit  être  multipliée  par jj,  afin  d'avoir 
une  quantité  relative  à  la  masse. 

Pfg(3ff+tgg)  

tJ-Mac(g-c)]  7 

«)]  ' 

1 84.  Scholie.  II  est  facile  d'appliquer  la  même 
théorie  à  la* recherche  de  la  stabilité  et  des  oscilla- 
tions simples  d'un  corps  solide  flottant  sur  un  fluide. 
Car  soit  siMK  {-Fiff.  52),  la  coupe  verticale  du 
corps  ,  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  qui  y 
est  représenté  par  le  point  G  ou  G'.  Que  /^repré- 
sente l'axe  horizontal,  perpendiculaire  à  .ABK, 
et  passant  par  le  centre  de  gravité  de  la  partie  du 
corps ,  plongée  dans  le  fluide.  Soit  achevée  d'ailleurs 
la  construction  comme  dans  l'article  180.  Il  est  évi- 
dent que  tout  est  le  même  dans  les  deux  cas,  avec 
cette  .différence  qu'ici  MN  est  le  profil  de  la  surface 
Tome  I.  P 
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de  flottaison  du  corps ,  el  que  N  f^n ,  Mfm  repré- 
sentent deux  onglets  formés  par  la  rotation  des  sur- 
faces Nf,  Mf,  autour  de  l'axe  horizontal  designé 
par  le  point  /""dans  le  profil  j4BK.  Ces  (feux  onglets 
sont  nécessairement  égaux ,  parce  qu'on  suppose  que 
le  centre  de  gravité  du  corps  ne  monte  ni  ne  des- 
cend. Ainsi  l'axe  horizontal,  représenté  par  le  point 
Jf,  passe-  par  le  centre  de  gravite  de  la  surface 
de  flottaison  MN ;  car  l'égalité  des  deux  onglets 
rend  les  distances  des  centres  de  gravité  des  .deux 
surfaces  N 'y ,  MVt  à  l'axe  réciproquement 
proportionnelles  à  ces  mêmes  surfaces.  D'après  ces 
notions  ,  el  les  principes  établis  ,  on  trouvera  les 
conditions  de  la  stabilité  du  corps,  et  la  longueur 
du  pendule  simple  qui  fait  ses  oscillations  dans  le 
même  temps  que  ce  corps. 


CHAPITRE  X^V. 

Continuation  du  même  sujet  :  Théorie  géné- 
rale des  mouvemens  très-petits,  ascension- 
nels et  oscillatoires  des  corps Jlottans. 

i85.  l  Beksocilli,  Euler  et  d'Alcm- 

licrt,  ont  résolu  successivement  et  en  différons  temps 
les  principales  questions  relatives  à  cette  matière 
(Voyez  les  Mémoires  de  l'académie  de  Pëtcrs- 
bourg,  année  1739;  la  Science  Navale  d'EuIerj 
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la  Résistance  des  Jltiiiles  de  d'Aleiubert  ,  et  \a 
tome  I de  ses  Opuscules  mathématiques).  J'ai  aussi 
traité  le  même  sujet  dans  mes  deux  Pièces  sur 
l'arrimage  (les  Vaisseaux ,  qui  partagèrent  les 
Prix  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  en  1761 
et  1765.  Comme  il  appartient  à  l'Hydrostatique  et 
à  la  Mécanique,  il  doit  naturellement  trouver  encore 
place  dans  cet  Ouvrée.  Je  commence  par  les  prin-  . 
eipejj  de  'Mécanique  et  de  Géométrie  qui  me  seront 
nécessaires. 

186.  Lcmnie  I.  Le  centre  de  gravité  oit  de  masstt 
G  d'un  corps  (Fig.  55),  parcourant  suivant  une  loi 
quelconque  la  droite  CX  ;  si  l'on  mène  par  ce 
point  et  perpendiculairement  «GX,  le  plan  A  1) 
qui  conserve  toujours  son  parallélisme  dans  l'espace 
absolu  i  qu'ensuite  on  suppose  que  chaque  mo- 
lécule du  corps  parcoure  perpendiculairement  et 
relativement  au  plan  AD  l'espace  p  m  :  on  aura 
{en  nommant  d  P  chaque  molécule  élémentaire  du 
corps,  p  l'espace  parcouru  pm,  (1 1  l'élément  du 
temps,  <t  la  force  accélératrice  suivant  pm),  on 
aura,  dis-je ,  pour  l'étendue  entière  du  corps, 

/pdP^o;  et  /«ilP^o,  ou/— ^*-=o. 

Les  espaces  pm  étant  simplement  parcourus  rela- 
tivement au  plan  ^4  D ,  nous  pouvons  toujours 
supposer  que  ce  plan  est  en  repo-,  en  imaginant, 
pour  cela,  qu'on  imprime  au  centre  de  gravité  G 
■an  mouvement  égal  et  contraire  à  celui  qu'il  a. 
Cela  posé,' il  est  clair,  1°.  que  l'intégrale  jp  dP, 
Pij 


V 
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appliquée  à  Ions  les  points  de  la  masse  du  corps, 
exprime  la  différence  qui  se  (rouve  entre  la  somme 
des  produits  des  molécules  de  la  partie  ^4  JL  D 
du  corps,  multipliées  chacune  par  le  clicniin  qu'elle 
décrit  de  gauche  à  droite,  perpendiculairement  au 
plan  s4D,  et  la  somme  des  produits  des  molécules 
de  la  partie  ^JFD^  multipliées  chacune  par  le 
chemin  qu'elle  décrit  de  droite  à  gauche,  perpen- 
diculairement nu  même  plan.  Or,  quand  le  centre 
d<-  gravité  est  immobile,  ou  regarde  commc'tcl, 
celle  différence  est  égale  à  zéro.  {Koycz  mon  Traité 
de  Mécanique  ,  art.  4o3,  et  suif). 

i".  La  quantité  f  <p  dP  ou  f  d  P  '^f  P.-  est  aussi 

zéro  pour  L'étendue  entière  du  corps  :  car  les  forces'  i> 

étant,  par  exemple  ,  positives  pour  la  partie  siED 

du  corps,  elles  sont  négatives  pour  la  parlie  jÎFD ; 

et  il  y  a  aulant  de  tpdP  pour  l'une  de  ces  parties 

que  pour  l'autre,  puisque  le  centre  de  gravité  est 

ici  regarde  comme  immobile.  Donc  on  a,  pour  le 

,.    , ,,               r    dP  .ddP 
corps  entier,  JqdP  =  o,  ou  j  ^    —  ~ ^ 

187.  Lemme  II.  Déterminer  les  conditions  géné- 
rales de  l'équilibre  entre  les  jbices  qui  sollicitent 
un  corps  en  mouvement,  et  les  résistances  qu'il 
leur  oppose  par  son  inertie  ? 

I.  Imaginons  par  un  point  fixe  (Fig.  56)  , 
trois  axes  ^4  P ,  ^-/C,  ^/7Ï,  perpendiculaires  entre 
eux,  et  immobiles  dans  l'espace  absolu.  On  peut 
concevoir,  pour  fixer  l'imagination ,  que  les  deux 
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axes  j4  P ,  ~d  C  sont  situés  dans  le  plan  de  la 
planche,  et  que  l'axe  ^4 B  est  perpendiculaire  au 
même  plan.  Quel  que  puisse  être  le  nombre ,  et 
quelles  que  puissent  être  les  directions  des  forces 
appliquées  au  corps  proposé  ,  il  est  clair  que  toutes 
ce* forces  pourront  toujours,  à  chaque  instant,  être 
réduites  à  trois  forces  seulement,  parallèles  chacune 
à  chacun  des  (rois  axes  -dP ,  ^4C,^-4.B.  Je  suppose 
que  ces  forces  ainsi  réduites,  sont  dirigées  dans  les 
sens  Ff,  Ee,  Dd,  et  qu'elles  sont  exprimées  pap 
les  lignes  Ff,  Ee,  Dd.  D'un  point  quelconque  JV" 
du  corps,  soit  abaissée  NM  perpendiculairement 
au  plan  Ci  P,  et  soit  tirée  MP  perpendiculaire 
à  P.  Soit  décomposée  la  résistance  que  la  mo- 
lécule du  corps,  placée  en  N ,  Oppose  au  mouve- 
ment par  son  inertie,  en  trois  forces Np,  Nm,  Nn 
parallèles  respectivement  aux  trois  axes  P,  ^4  C, 
B.  Pour  que  l'équilibre  dont  nous  avons  parlé 
ait  lieu,  il  faut  i".  que  la  résultante  ou  la  somme 
de  chacune  de  ces  forces  élémentaires ,  soit  égale 
à  la  force  sollicitante  qui  lui  correspond;  2".  que 
le  moment  provenant  des  premières  forces,  par  rap- 
port à  chacun  de  nos  trois  axes ,  soit  égal  au  mo- 
ment correspondant  qui  provient  des  forces  solli- 
citantes. 

Soient  Force  Ff  =  F;   Force   Es  =  E  ; 
Force  Dd=D;  ^P  =  q;  PM~r;N3I 
Felément  du  temps  =  d  t;  chaque  molécule  du 
corps  —  dP;  on  aura,  d'abord  ces  trois  équa- 
■     P  iij 
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_      r    dPddi,              '  dPddr 
hons  F=f  J?  ,  E*=J  —   , 

Z?  =  f — —  -  ,  qui  sont  relatives  au  mouve- 

mcnl  de  transi  a  lion  du  corps. 

Ayant supposéquelesdired ions  des  forces  F,  E,  77 
rencontrent  les  troi,;  plans  B^4  C,  B^P,  C^/P 
aux  points  Fy  E,  D  respectivement;  soient  menées 
parallèlement  à  Cu4  les  droites  FO,  DK  aux 
deux  axes  ^B,  yt P ;  parallèlement  à  *:/ B  les 
droites  FQ,  ER  aux  deux  axes  ^4  C ,  ^4  P  ; 
parallèlement  à  si  P  les  droiles  ES,  DU  aux 
deux  axes  .d  B ,  si  C.  11  est  visible-  que  le  moment 
de  la  force  F,  par  rapport  à  ^4  F  est  nul;  que  le 
moment  de  cette  force  par  rapport  à  si  C'est  Fx  FQ; 
que  le  moment  de  celle  même  force  par  rapport  à 
si  B  est  F  X  FO;  que  le  moment  de  la  force  E 
par  rapport  à  si C  est  nul  ;  que  le  moment  de  celle 
force  par  rapport  à  sîD ,  est  E  X  ES;  que  le 
moment  de  celle  même  force  par  rapport  à  ^4  P , 
est  Ex  EH;  que  le  moment  de  la  force  D  par 
rapport  à  .-/Z/,  est  nul;  que  le  moment  de  cette 
force  par  rapport  à  --/C,  est  D  X  DIT;  que  le 
moment  de  cette  même  force  par  rapport  à  ,4F, 
est  D  X  DK.  De  la  combinaison  de  ces  momens, 
résiillc  pour  chaque  axe  un  moment  unique,  et 
en  désignant  ce  moment  par  la  lettre  initiale  Mt 
placée  au-devant  de  l'axe,  on  a 

M.  sfC  =  F  X  FQ  ~  D  X  D  H, 
M .  ^JB  =  F  X  FO  —  E  x  E  S, 
M .  ^4P  ~  E  X  EU  —  D  x  DK. 
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En  anatysant  de  la  même  manière  les  momens 
de  la  résistance  de  la  molécule  dP  placée  en  N y 
par  rapport  aux  trois  axes       C,  ^4 B ,  ^4  P ,  il 
résultera , 

M .  ^C=pd^/JL     fqdPJde  , 
J     dt>        J     dt3  » 

J       dû  J  dt' 

Égalant  chacun  à  chacun  ces  momens  aux  mo- 
mens correspond  ans  des  forces  sollicitantes ,  on  aura 
ces  trois  autres  équations ,  relatives  aux1  mouvemen» 
de  rotation  : 

FxFQ—Dx  DH=f~~*;'±  —Jî^fiL, 

FxFO— Ex  ff-fM';fw 
J      <W        J      dp  ' 

'  e  X  er  ~d  X  dk=  p*™**  r^?**^ 

J       dt1  J  dt3 

II.  Par  le  centre  de  gravité  G  du  corps,  concevons 
trois  nouveaux  axes  GF~,  GT,  G  Y,  parallèles 
chacun  à  chacun  des  axes  lixcs  ^4  P,  ^C,  ^4 B. 
Ces  axes  Gjf,  GT,  GKàont  mobiles  avec  le  cenLre 
de  gravité;  mais  chacun  d'eux  demeure  toujours 
parallèle  à  lui-même.  Soient  par  rapport  au  point  G, 
les  trois  coordonnées  GF~,  f^L,  LN~,  qui  répondent 
au  point  jV.  Ayant  prolongé  l'axe  VG  jusqu'à  ce 
qu'il  renéontre  en  Z  le  plan  BjfC,  du  point  Z 
soient  menées  les  droites  Z/,  ZX  parallèles  cha-' 
P  iv 
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cune  à  chacun  des  deux  axes  s/ C,  ^4B.  Conservons 
les  dénominations  précédentes,  et  supposons  de  plus 
2G^n,  AX=.~,siï=  0,  GK=  y',/ 7,  = 
i* ,  LN  =  s' ,  la  distance  de  la  droite  ■/'"/' ;iu  plan 
7Y7/'  —  a,  la  distance  de  la  même  ligne  au  plan 
YGf=  la  dislance  de  la  droite  Ee  au  plan 
YGT=#,  la  distance  de  la  même  ligne  au  plan 
TG^  =  7,  la  dislance  de  la  droite  ZJrf.au  plan 
YGT=$,  la  distance  de  la  même  ligne  au  plan 
YGA^=  On  mira  évidemment  y  =  n  ■+  </,  r 
=  »+  rl,s  =  (  -f-js',  t/i/.y  —  ddu-r-  ddg' , 
=  d  d  *  +  </  i*}dds  =  d  a  9  -h  rf  (/*' ,  ^  Ç  fl  +■  «, 
FO  =  >*-\  jî,  E6'=n  +  <rj  ER=.i+y,  DH— 
n  +  i>À  —  -a  -r-  g.  Substituant  toutes  ces  valeurs 
dans  les  six  équations  fondamentales  du  numéro  ■ 
précédent,  on  aura  i°.  les  trois  équations,  F  = 

/dpddn         f  dPddJ  •  „  fdPddm 
—n — +J  ——'E=J         + . 

/dPddj>  r  dPddt  r  dPddJ 

"      d?       '      ~  J        di>  J 
Or,  parla-seconde  partie  du  Lemme  précédent,  on  a 

/dPddq'  fdPddJ  fdp  d .1  ê 

-ï—  =  °.J— tt-  =  o  ,J— jfr-  =  °- 

De  plus,  comme  rftfn,  rfrf*,  </(/fl,  sont  les 
mêmes  pour  tous  les  points  du  corps,  on  voit 
que  nos  trois  premières  équations  deviennent  F=- 
Pddn  Pdd*        _  Pddt 

de  »  ~~ ;   <//•  '   —  ■ 

i°.  Pour  savoir  ce  que  deviennent  les  trois  autres 
équations,  considérons  d'abord  les  parties  corres- 
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pondantes  F  X  Q  F et  J  -  -  ^  ~ — —  de  la  première. 

OaaFxFQ  =  Fxe-+Fx-ik  f  ""'d"-1- 
 r{i  +  J)dl>(ddn  +  ddj)    pidPddn 

/d  dKddn         rtdPddq'  rddPddt/   
dë         y       dr    ■    +J  37 

 -jjt  ,  quantité  qui  devient  t   X  »  + 

/s'  dPddq'  Ptiddli 
— — — — — ,  en  mellant  pour   — —  sa  valeur 

i7"  X  el  observant  que  par  la  première  partie  du  . 
Lemme précédent  ,fs>  dP—o,  et  parla  deuxième 

S  dPf^  ~  °"  ^  ''0U  ll?S  mi^mcs  opérations 
sur  les  autres  parties  correspondantes  de  nos  équa- 
tions, et  qu'on  cfFaec  les  termes  qui  se  détruisent, 
on  trouvera  que  ces  équaiions  se  réduisent  enfin  aux 
suivantes  : 

~  ~  rs'dpddg'  fè'dPddif 

Fxt-Ex*  =f—J7-±-  -f  J(J  , 
„      „       r^'dPdd?  rJdPddx' 

JU.  Quel  que  puisse  être  le  mouvement  tic  chaque 
point  N  du  corps  proposé,  relativement  au  centre 
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de  gravité,  nous  pouvons  toujours  concevoir  qu'il 
est  produit  par  la  rotation  du  corps  autour  de» 
trois  axes  GY ,  GV,  G  T.  Supposons  (  Fig.  57  ), 
qu'au  premier  instant  le  point  N  soit  en  71;  et 
soient  GE,  EF,  FH,  les  coordonnées  correspon- 
dantes. Imaginons  qu'eu  vertu  de  la  rotation  du 
corps  autour  de  i'axe  GY,  la  droite  FHy  en  tour- 
nant parallèlement  à  elle-même,  prenne  la  position 
iSKj  qu'en  vertu  de  la  rotation  autour  de  l'axe  G  fr\ 
le  point  K  parvienne  en  Jî;  qu'en  vertu  de  la  ro- 
tation autour  de  l'axe  GT,  le  point  It  parvienne 
en  j_V.  Les  -coordonnées  NL ,  LV,  (7/^sont  ici  les 
mêmes  que  dans  la  ligure  précédente.  Soient  tirées 
les  droites  GF,  G$,  1)K.  Du  point  if ,  soit  abaissée 
MO  perpendiculaire  sur  le  plan  TG  et  par  le 
point  O  soit  menée  perpendiculairement  à  GT  la 
droite  XO  qui  passe  nécessairement  par  le  point  /. 
Soient  tirées  les  droites  X/i,XN.  Enlin  des  points 
JD  et  X,  soient  élevées  perpendiculairement  au 
plan  TGV,  ou  parallèlement  à  Taxe  G  Y,  les  droites 
DZ,  XP.  Supposons  Gi5  =  4>  EF=>-,FH—^1 
l'angle  de  rotation  autour  de  l'axe  G  Y=  x,  l'angle 
de  rotation  autour  de  l'axe  GV~  =  j,  l'angle  do 
rotation  autour  de  l'axe  GT=  z. 

Puisque  l'angle  D  G  S  est  la  somme  de  l'angle 
EGFrl  de  l'angle  FGS  {x),  on  aura  DS=  GF 
X  sin.  27GJ=Acos.*  +  4sin.*j  GJ}=GFx 
cos.  DGS  =  4  cos.  x  —  x  sin.  x. 

L'angle  RDZ  ou  OUDèiani  la  somme  de  l'angle 
KDZ  ou  DKSvL  de  l'angle  RDK  (j-  ),  on  aura  DO 
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—  DK.  sin.  IÎDZ  =  DS.  cos.  y  +  SK.  sin.  j-  = 
*cqs.  x  cos.y  +  4  sin.  x  cos.  j-  H~  ain.ys 50 == 
ZJÀ'  X  cos.  RDZ  =^SK  X  cos.  j  —  05  X  sin.  j-=: 

coa.y  —  x  cos.  xsïn.j'-r-  4  sin.  x  sin.y. 

L'angle  NXP  ou  XNL  étant  la  différence  d© 
l'angle  on  X/ÏO  et  de  l'angle  RXN  (  z  ) ,  on 

aura XL~XRx sin. NXP=XO  X  cos.z—ROx 
sin.  z^4  cos.  x  cos.  r — A* sin.  x  cos.  z— ju  cos. y  sin.r 
-f-  xcos.  a;  sin.j'  sin.  z-f~4sin.  x  sin.j'  sin.  z  ;  LN=. 
XR  x  cos.NXP  =  RO  x  cos.  z  +  XOXsin.  z  =: 
ft  cos.y  cos.  z  —  x  cos.  .r  sin.  j  cos.  z  —  4  sin.  xs'm.y 
cos.  z  +  4cos-  x  sin.  z  —  x  sin.  jc  sin.  z: 

D'où  il  suit  qu'à  cause  de  XL  =  GP^—q'  tDO 
=  p-L=i*  ,LN=s< ,  on  aura 
y'  =:  4  cos.  cos.  z  —  X  sin.  xcos.  ^  —  p  cos.  j'  sin.z 
-f-  X  cos.  x  sin,  /  sin.  z  +  4  sin.  x  sin.  j-  sin.  z 
H  =  x  cos.  x  cos.  j  +'  4  sin.  x  cos.  j-  -+-  /*  sin.  y  ; 
s'  =  cos.  y  cos.  z  —  X  cos.  x  sin.j'  cos.  z  —  4  sin.  x 
sin.j'  cos.  z  -f-  4  cos.  x  sin.  z  —  x  sin.  x  sin.  z. 

Ainsi  on  pourra  chasser  q< ,  r*  ,  s< ,  (/  ,  ddr1 , 
dds'  des  équations  piécédcnles.  Il  esta  remarquer 
au  sujel  des  irois  quantités/*-'  dPddq' — -f  q>  dPdds', 
fïdPddqi  t-  fqi  dP  ddif.faf  dP  drf^  — 
J'r'dPdds',  qui  sont  les  mêmes  respectivement 
q  UC /V  P  (/  (  .ï'  —  ?'  ),fdP  (l(rtdq>—ç<  dH), 
j  d  P  d(s>  d  r1  —  r1  d  s'),  il  est  à  remarquer,  dis-je, 
que  dans  les  deux  difiërentiations  successives  qu'il 
faut  faire  d'abord  pour  trouver  d (  s'  dq'  —  q>  ds'}, 
d  (H  d  q<  —  q<  dr<)ld(  d  H  —  r*  d  s'  ),  les  angles 
x,y,z  sont  variables,  et  les  quantités  -\,  h}  /*  sont 
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constantes;  mais  que  dans  l'intégration  qui  suit,  il 
n'y  a  que  1rs  quatre  quantités  dPj  4-,  x ,  /x  qui  doivent 

parce  qu'alors  les  intégrales  expriment  les  motive- 
mens  des  parties  du  corps. 

Ces  formules  générales  servent  à  déterminer  les 
jnouvemens  d'un  corps  quelconque,  animé  de  forces 
quelconques.  En  voici  l'application  à  notre  sujet. 

188.  Problème.  Déterminer  les  mouvemens  que 
doit  prendre -un  corps  flottant ,  lorsqu'ayant  été 
d'abord  un  peu  dérange  de  la  situation  d'équilibre  , 
par  une  cause  quelconque  ,  il  est  ensuite  unique- 
ment abandonné  à  l'action  de  sa  pesanteur  et  de 
la  poussée  verticale  du  fluide  ? 

Soient,  au  premier  inslanj  des  mouvemens  qu'il 
s'agit  de  déterminer,  ^4BK  (Fig.  58)  une  section 
verticale  du  corps  flottant,  par  un  plan  qui  passe 
par  son  centre  de  gravité  G,  et  qui  contient  l'axe 
vertical  GY  etVaxe  horizontal  GV}  HPK  (  Fi  g.  5o,  ) 
une  autre  section  verticale",  perpendiculaire  à  la 
première,  qui  passe  aussi  par  le  centre  de  gravité 
G,  et  qui  contient  l'axe  vertical  GY  et  l'axe  hori- 
zontal G  T;  MENI  {Fig.  60)  la  section  horizon- 
laie  du  corps,  faite  à  fleur  d'eau,  et  dans  laquelle 
MNesl  la  section  commune  des  deux  plans  MENI, 
^4BK;  et  El  est  la  section  commune  des  deux 
plans  MENI,  HPK.  Les  trois  axes  GY,  Gt^, 
G  Tsont  ici  les  mêmes  que  dans  les  Figures  .%  et  5j. 
Faisons  passer,  pour  plus  de  simplicité  dans  le 
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talcul,  le  plan  ^4BK  (Fi g.  58),' par  le  centre  de 
gravité  L  tlu  plan  de  flottaison  MÈNI(Fïg.  60)  .- 
supposition  toujours  permise,  puisque  ta  position 
des  axes  dans  l'espace  est  asbitraire.  Le  centre  do 
gravité  F(Fig.  61  )  de  la. partie  submergée  au  pre- 
mier instant,  étant  supposé  placé.à  une  certaine 
distance  (fort  petite)  de  la  verticale  G  1",  menons 
par  ce  centre  F  et  par  la  verticale  GY  le  plan 
CDK  qui  coupe  le  plan  MEJSI  suivant  RS.  Du 
point  F\  soient  menées  les  droites  FQ  ,  FF  ,  l'une 
perpendiculaire  à  G  Y,  l'autre  à  JîS.  Soit  aussi 
menée  par  le  point  F'  [Fig.  60),  FI  f  perpendi- 
culaire à  M N.  Ici  et  dans  la  suite,  les  quatre. 
Figures  58,  59,  60  et  61  ,  doivent  toujours  être 
combinées  ensemble;  il  faut  se  bien  rejiréscnler  leur 
position  respective,  et  ebereber  dans  chacune  d'elles 
les  lignes,  les  surfaces  et  les  solides. qu'on  aura  besoin 
de  désigner. 

Cela  posé,  il  est  clair  que  le  corps  en  qucslion 
étant  soumis  seulement  à  l'effort  de  sa  pesanteur, 
et  de  la  poussée  verticale  du  fluide ,  les  forces  que 
nous  avons  nommées  ci-dessus  F  et  E  sont  ici 
nulles,  et  qu'il  ne  reste  que  la  seule  force  D  qui 
est  la  différence  de  la  poussée  verticale  du  llnide 
et  de  la  pesanteur  du  corps;  que  par  conséquent 
ce  corps  ne  peut  avoir  aucun  mouvement  pro- 
gressif horizontal,  ou  que  n  =  o,  ■a=o;  mais 
qu'en  vertu  de  la  force  D,  son  centre  de  gravité 
peut  monter  ou  descendre  (ici  nous  supposons  qu'il 
monte  d'une  quantité  égale  à  OyJ,  tandis  que  le 
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corps  tourne  autour  des  trois  axes  G  V,  G  f,  G  T. 
De  plus,  en  considérant  la  disposition  du  centre 
de  gravité  de  la  partie  submergée  ,  on  voit  qû'cn 
Vertu  de  la  rotation  autour  de  l'axe  G  T,  ]i:  point  B 
s'élève,  le  point  sf  s'abaisse  ,  et.  la  section  MN 
du  corps  prend'la  position  m  n  ;  qu'en  vertu  de  la 
rotation  autour  de  l'axe  G/^,  le  point'//  s'élève', 
]c  point  i3  s'abaisse,  et  la  section  El  (la  corps  prend  _ 
la  position  ei.  Or,  durant  Iç  temps  t  de  Ions  ces 
moiivemens,  il  sort  de  l'eau  un  prisme  ayant  JllENl 
pour  base  et  Oq  ou  Or/'  pour  hauteur,  plus  les 
deux  onglets  nqc,  e  q' r  ;  au  contraire,  il  entre 
dans  l'eau  les  deux  onglets  rnçd,  tçi  i  :  sur  quoi 
il  faut  observer  que  les  deux  onglets  eq1rt  tq'i 
sont  égaux,  comme  étant  produits  par  la  rotation 
des  espaces  MNE ,  MNI,  autour  de  l'axe  m  n.  ou 
A!N  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  de  leur 
système.  Ce  sonl-là.  les  seuls  changemens  qui  ar- 
rivent dans  la  partie  submergée  du  corps  ;  et  il  est 
visible  que  le  mouvement  autour  de  l'axe  vertical 
6'  n'y  contribue  en  rien.  Supposons  que  les  ver- 
ticales élevées  par  les  centres  de  gravité  des  quatre 
onglets  «ye,  mqd,  eq'r,  tç'i,  rencontrent  le 
plan  MENIy  aux  points  g,  z,  /,'*',  respective- 
ment; et  soient  menées  les  droites  gh ,  zk,  /p,  su 
perpendiculaires  à  MN.  Nommons  ; 

La  pesanteur  spécifique  du  corps   p  i 

Celle  du  fluide   *, 

Le  volume  entier  du  corps   3f  < 

*  Celui  de  il  partie  plungce  nu  premier  instant... 
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L'aire  M  E  N I.   d> , 

La  dislsncc  O  L  de  son  centre  de*  gravité  L  au 


point  O   £, 

La  hauteur  G  Q  f  f'ïg1.  G  l  ) ,  du  centre  de  gravité 
de  la  partie  submergée  ,  au-dessus  de  celui  G 

du  corps   h  , 

o/(Fié-  60).  ■  •  /, 

/y.   t'; 

Oq  (Fig.  58)   », 


L'angle  de  rotation  aulour  de  l'axe  vertical  G  Y.  i , 

L'angle  de  rotation  aulour  de  l'axe  horizontal  GV.  j , 

L'angle  de  rotation  autour  de  l'axe  horizontal  GT.  s  , 

L'onglet  e^rou  t.Ji   i'j.. 


Op   k, 

Ip  

Ou   n, 


L'o"gI«  nrjc  

Oh  .'   », 

g  h  

L'onglel  inq  d  f  ~  • 


Je  n'ai  pas  besoin  d'avertir  que  les  quantités 
a  ,  à,  c ,  f,  g,  g> ,  h,  i ,  h ,  V,  e,  £>  f,  f 
sont  données  ou  dé  terminât)  les  par  la  Géométrie. 

On  aura  d'abord.,  D  =  *  X  (N—  ME  NI 
X  O  q  —  nq  c  +  m  q  d —  e  q'  r  -+-  i  q'  i)  — p 
X  M=  +  {&—MENIX  Oq~nqc-hmqd) 
—  p  xM=*N—  va**  —  i»c3  =  -f-  -s-/3  z 

—p  M: 

De  plus,  si  l'on  considère  qu'en  vertu  de  l'in- 
clinaison du  corps  vers        le  centre  de  gravite  F 
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s'approche  du  plan  HPK  de  la  quantité  7/ z , 
ou  (jue  Of  devient  —  h  s,  et  qu'en  vertu  de 
l'inclinaison  vers  P ,  le  même  point  F  s'approche 
du  plan  siBK  de  la  quantité  hy  ou  que  F~f 
devient  rf1'  — hyi  on  verra  sans  peine  qu'après 
le  temps  /  le  moment  de  la  poussée  verticale  du 
fluide  ,  par  rapport  à  l'axe  G  T,  ou  D  X  <P  = 
.  [  tï  (  t  -  *  z  )  ■+-  a'  b  S  -  f  e  z  -f>  g  ,  -  fi  ky 

—  i3  ny~\,  cl  que  le  moment  de  là  même  force,  par 
rapport  à  l'axé  G/-',  ou  DxÇ=  —  ♦  [iV(</1'  —  hy) 

h-  c5  *  *  ■+■  /3  ^  -  —  *"3  *  y — *  "'.r  l 

Reste  à  trouver  les  valeurs  de  J"dP  d(st  dgl 

—  </'  ds<),fdF  d{ii  dç'—çi  d  >>),fd P  d(si  d W 

—  r*  ds')  en  fonctions  des  angles  x ,  y ,  z. 
Comme  les  oscillations  sont  censées  fort  petites,  "il 

est  clair  que  dans  les  valeurs  de  y1,/',  s'  trouvées 
ci-dessus ,  oii  pourra  négliger  tous  les  termes  qui 
contiennent  plus  d'un  sinus,  supposer  dans  les  termes 
qui  contiennent  un  sinus  et  un  cosinus  ou  deux 
cosinus,  chaque  cosinus  =  1  ,  et  prendre  l'angle 
pour  le  sinus.  Donc 

si  dqi  —  (j'dsi  =  —  x^i  dx  —  (a»:i4-4,)^=t+-4x^7j 
t* dq1 — y* dr*=:  —  (4,H-*'1)  dx — */*dz  —  4-f^dy, 
y  dH  —  d  d  s'  =  *\./j.dx  -\-(><\+^)dy—  -\-*dz  ; 
f  dPd{s<  d  </  —  </>  d  s<)=—pddxf*ndM 

—  pddzf{  p*«4-  4'  )  d  M  -hpd  dyf-l  X  d  M, 
JdP  d(  rl  dçl  —ç!dH)=  —p  ddx /('  4'  -h     )  dM 
— p  ddzf*  n  d  M  —  p  ddyf-^  n  d  M ,  ' . 
fdPd{s'dd  —  rJds>)  =  pddxf-^pdM 
-i-p  d  d  yf(*  +  ^)  dM—p  dd  zf\  *  (/  M  : 

quantités 
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quantités  dans  lesquelles  les  parties'  comprises  sous 
le  signe 'd'intégration  sont  données  par  Ja  figure 
du  corps.  Nous  forons  pour  abréger ,  /**  (t  d M. 
=  ^tf(^  +  4*)  dM  =  Ii,  /4*  </  M=  C, 

f  (  4'  +  &  )  d  M  =  G  ,  f  4  H-  d  M  =  II , 

f{^-^^)dM^K. 

Il  résulte  de  tout  ce  qui  précède  »  qu'on  aura 
les  quatre,  équations  suivantes  qui  expriment  en 
général  toutes  les  oscillations  (très-petites),  dont 
un  corps  flottant  peut  être  affecté  : 
[  »  N—  •  a»  6—  (.  c9  —  z  —  p  M]  dl*  (  A  ) 

=p  MddA, 

—  «[JV(<f  —  iî)  +  fl'il  -  (c3fiH-/5#)z(BÏ 

—  (  i=  *  +.(3  n  )y  ]    (»  =  —  p  s4  d  d  x  —  p  B  d  d  z 
-h p  Cddj , 

p  Gddx-hp^f  ddz-hpllddy^o,  (C) 
m  ['N  (  J  '  —  h  y)  -h  (c5  e>  -h  P  g<  )  z  —  (  z3  (  D  ) 
H-  i3  n<  )j  ]  d  P=p  Hddx  +p  Kddy  —p  Cddz. 

Comme  les  quatre  variables  D,  x,  y  y  z  ne  sont 
qu'au  premier  degré  dans  les  équations  (A),  (B), 
(C),  (D) ,  ces  équations  combinées  ensemble  s'in- 
tègrent facilement  par  les  méthodes  que  d'Alem- 
bert  a  données  dans  les  Mémoires  de  l'Académie 
de  Berlin  pour  les  années  1748  et  ijôoK  Je  ne  ferai 
pas  ici  en  général  ce  calcul,  qui  n'a  d'autre  diffi- 
culté que  sa  longueur.  Je  me  borne  à  l'examen  de 
quelques  cas  particuliers. 

189.  Corollaire  I.  Supposons,  comme  il  arrive 
dans  les  oscillations  des  vaisseaux  flotlans  à  la  mer, 
gué  le  plan  uiBK  partage  le  corps  flottant,  eu 
Tom  e  L  "  Q 
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deux  parties  exactement  égales,  et  que  les  centre* 
de  gravite  des  deux  onglets  cy'  r,  iy'  t  se  trouvent, 
du  moins  à-peu-près  dans  le  plan  IfPK,  ou  aura 
rigoureusement  e'  =  o,  #*  =  o;  cl  dans  l'équation 
(fi)  on  pourra  négliger  les  termes  i'3  ny , 

comme  incomparablement  plus  petits  que  les  antres. 
De  plus,  on, aura,  par  la  propriété  du  centre  de 
gravité ,  fi-  j*dM  —  Q,  f-^*-dM—o.  "Ainsi  nos 
équations  se  changeront  en  celles-ci, 
(E)  [-»JV— »  f!*t  —  -P)z  —  pM]dt* 

,F>  f,  z) -h  a*  bt>  —  (c*e+f*g)s]dl* 

{  '=pBdds, 

/q-  G  ddx  -+-  Hddy  =  o, 

„;    .[JV(*  -  hy)~i  PÈ'f]dt\=p  Hdds 
+pKddy,  ; 
résultais  qui  reviennent  à  ceux  que  j'ai  trouvés  un 
peu  différemment  dans  les  deux  pièces  cilées. 
Comme  on  peut  mettre  dans  la  dernière  équation, 

à  la  place  de p II ddx  sa  valeur  ~— et 

que  II  est  une  quantité  dont  le  carré ,  tout  au 
moins,  peut  être  traité  comme  infiniment  petit 
du  premier  ordre,  oti  pourra  négliger  le  terme 

 "  ~~  G  ~^~r'  Soient  pour  abréger  le  calcul , 

wN  —  pM  ««»     _L  —  mp  _p 

pM  '  p  M-    '      '  pM 

-      —  =  Q,  -"--i  =  it, 

n  R  X  *  .,  R 


Digiiizàl  ByGoojjle 


C  H  A  V  I  T  H  B     X  I  V.  243 
»(JVA  +  r»«+/»g)   -   mNi>  .  ' 

—  *s'~  =  T> 

 "  =  y-  Nos  quatre  équations 

deviennent 

'  ddt  —  Idt*-}-Li'dtx-i-PJsdP  =  o  , 
ddz  —  Q  d  t*  ~h  R6  d  t1  -+■  S  z  d  t*  =  o, 
Gddx  +  Hddy  =  o, 
ddy—Tdf*-\-  f y  dt*=o. 
Les  deux  premières  combinées  ensemble  s'in- 
tègrent de  la  manière  suivante,  par  l'ingénieuse 
méthode  de  d'Alembert.  Avant  multiplié  la  pre- 
mière par  un  coélficient  idé terminé  v ,  je  l'ajoute 
à  la  seconde;  ce  qui  donne  vddQ —  vldt* 
-h  vH  d  P  -f-'f  P  z  d  P  ■+  d  d  z  —  Q  dt* 
-f-  Ri  d  t*  -f-  S z  d  t1  =  o,  Ensuile  je  suppose* 
que  l'on  ait  l'équation  c  £  •  +  c  f  i  +  .)|  ( 
H-  iS  z  =  •  (  e  0  -f-  z  ).,  •  étant  un  coefficient 
indéterminé;  ce  qui  donne,  en  comparanl  ensemble 
les  termes  de  même  espèce  ,  ces  deux  équations 
v  L -l-  R=z  *  vt  v  F  -h  S=,.  D'où  l'on  lire 
deux  valeurs  de  >  que  je  nomme  v  et     ,  et  deux: 
valeurs  de  »  que  je  nomme  *  et  »'.  Soient  v  8  z 
==s,vli-t~z==s'  :  l'équation  vddî  —  vldt3 
H- etc.  donnera  ces  deux  autres 

dds-hisdP  —  {p  =  6, 

dds'-ht*  s'dt*~{vl  I-hQ)dl*  =  0. 
Multipliant  la  première  par  ds ,  la  seconde  par  dsf, 
ensuite  intégrait  deux  fois,  on  trouvera  facilement 
Qij 


Htdrostatiqujï, 
s  =  (— ~—)  X(  1  —  cos.  I  V .  ), 
'■=(   "'f+g  )x(.-co^j/.'); 


çl  par  conséquent 


9 


_1™^(_C0S.,K,, 


Ces  valeurs  de  8  et  de  z  sont  compièlcs ,  parce 
qu'on  doit  avoir  A  —  b  et  z  =  o ,  lorsque  /  =  o , 
et  que  t  =  o  donne  cos.  i  J/'  i=  1 ,  cos.  /  =  1. 
l  Quant  aux  deux  dernières  équations  fondamen- 
tales Gddx-JrHddj  —  o,  ddy  —  TdP 
~\~y ydf  —  O)  elles  s'intègrent  tout  de  suite,  et 
donnent  :  .  , 

J=-T-(1-co,.tyn, 

*  =  — (i-co».<K^>- 

.  190.  Corollaire  II.  Il  est  évident,  par  les  expres- 
sions que  nous  venons  de  trouver  pour  f  et  z ,  que  si 
t  el  1'  sont  des  quantités  réelles  et  positives,  le  mou- 
vements du  centre  de  gravité  et  celui  de  rotation  z.  ■ 
autour  de  l'axe  GT  sont  Irès-potits,  comme  on  les 
a  supposés,  et  que  par  conséquent  le  corps  fera  des 
oscillations  qui  ne  l'exposeront  pas  à  verser.  Mai» 
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sî  i  et  »'  étoient  des  quantités  réelles  négatives,  on 
trouyeroit  que  les  valeurs  de  fl  et  de  z  dépendraient 
des  logarithmes ,  et  qu'ainsi  t  augmentant,  elles 
augmenteroient.  D'où  il-snit  que  les  oscillations  ne 
seraient  plus  infiniment  petites,  comme  on  les  a 
supposées,  et  que  le  corps  n'aurai  t  pas  de  stabilité, 
ou  seroit  exposé  à  verser.  On  trouve  pareillement 
que  les  valeurs  de  fl  et  dé  *  contiennent  des  loga- 
rithmes, lorsque  v  et  v' ,  et  par  conséquent  aussi  * 
et  sont  imaginaires,  ou  lorsque  v  et  v<  étant  des 
quantités  réelles  ,  ces  deux  quantités  sont  égales 
enlr'elles.  Mais  ces  deux  derniers  cas  sont  purement 
géométriques,  et  n'ont  pas  lieu  dans  notre  problème. 

Pareillement,  les  valeurs  de  y  et  de  x  seront  infi- 
niment petites ,  lorsque  V  sera  une  quantité  posi- 
tive; mais  si  f  éloit  une  quantité  négative,  le 
corps  n'auroit  pas  de  stabilité  par  rapport  aux  deux 
axes  GY,  et  fmiroit  par  verser. 

On  voit  que  les  conditions  de  stabilité  dont  jo 
viens  de  parler,  dépendent  de  la  position  du  centre 
de  gravité  du  corps  entier,  par  rapport  à  celui  do 
ea  partie  submergée.  Toutes  les  fois  que  le  premier 
point  est  placé  plus  bas  que  le  second,  le  corp3- 
flottant  a  de  la  stabilité  en  tout  sens;  mais  si  au 
contraire  le  premier  point  est  placé  plus  haut  que 
le  second,  ce  corps  pourra  manquer  de  stabilité; 
nos  formules  font  connoitre  la  plus  grande  hauteur 
qu'on  puisse  mettre  alors  entre  les  deux  centres  de 
gravité.  Cette  manière  de  déterminer  les  métacentreç 
tel  générale  et  fort  simple. 

-    .  Q  iij 
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191.  Corollaire  III.  Lorsque  la  verticale  G  Y 
passe  par  le  cenlre  de  gravité  du  plan  de  flottaison , 
el  que  les  deux  plans  sf&K,  HPK  partagent  chacun 
le  corps  en  derix  parties  égales  et  semblables,  les 
deux  onglets  nçc,  mqd  sont  égaux,  de  même 
que  les  deux  onglets  eq<  r,iql  /.De  plus,  on  af^ttdM 
ou  j4-=o,f\>.dM  ou  C—o,f-^pdM  ou//  — o. 
Far  conséquent ,  si  l'on  suppose  qu'au  premier  ins- 
tant le  poids  du  fluide  déplacé  soit  égal  au  poids 
absolu  du  corps,  ou  qu'on  ait  urN—p  M ,  le  corps 
ne  pourra  ni  monter  ni  descendre,  et  on  aura  fl  =  o. 
On  aura  aussi  ,r  —  o,  abstraction  faite  de  tout  mou- 
vement-do  rotation  horizontale ,  primitivement  im- 
primé. Nos  quatre  équations  fondamentales  de 'l'ar- 
ticle 189  se  réduiront  donc  au  deux  suivantes, 
d  d  z  —  Qd  l'-^Szdt1—  of 
ddy_—  TdP-i-?ydR=ot 
lesquelles  donnent 

*  =  - £—(!■— cos.*//«y)i 

Le  corps  proposé  a  donc  alors  simplement  deux 
mouvemens  de  rotation  qui  se  font  aulour  des  deux 
axes  horizontaux  GT,  G/-%  passant  par  son  cenlre 
de  gravité  et  perpendiculaires  entr'eux.  Ces  oscil- 
lations demeurent  toujours  fort  petites  ,  et  par 
conséquent  le  corps  a  de  la  stabilité, lorsque  Sot  ^ 
sont  des  quantités  positives.  Elles  sont  absolument  . 
de  même  espèce  que  celles  d'un  pendule  qui  va 


0 
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.et  TÏcnti'et  en  nommant  Z ,  Y  leurs  amplitudes 

a  Q  a  T 

totales,  on  a  évidemment  2=  — - — 7,  Y~  — y~~~~ 

A  l'égard  des  temps  employés  à  parcourir  les 
angles  Z,  Y,  ils  sont  faciles  à  trouver.  Car  pour 
que  z  devienne  Z ,  et  que  y  devienne  Y  ,.  i[ 
faut  que  l'on  ait  t  . —  cos.  t  J/  S  =  2  ,  1  — 
cos.  t  \S  y~*  =  1  ,  ou  bien  cos.  t  ]/  S  — 
—  i,  cos.  *  \f  F  —  —  1 ,  et  par  conséquent 

1800  1800        „  , 

f=  — — -,  i  =  — ->— — .  Substituant  a  la 

place  de  S  et  leurs  valeurs,  on  trouvera,  que 
le  temps' de  chaque  oscillations  Z ,  est  exprimé 

de  même  celui  de  chaque  oscillation  Yt  est! exprimé 

ces  valeurs  ne  contiennent  point  les  distances  ini- 
tiales «f1,  tf'  du  centre  de  gravité  de  la  partie  sub- 
mergée aux  plans  HPK,  ^4 B  K,  il  est  clair  que 
les  oscillations  seront  isochrones  dans  chaque  espèce, 
quelles  que  soient  leurs  amplitudes  totales,  pourvu: 
néanmoins  qu'elles  soient  toujours  fort  petites.  Le- 
corps  oscille  donc  à  la  manière  des  pendules.  Pour 
déterminer  les  longueurs  des  pendules  synchrones 
aux  oscillations  de  ce  corps ,  on  remarquera  que 
fi  un  pendule  simple ,  dont  la  longueur  est  L,  est 
distant ,  au  premier  instant ,  de  la  verticale  ,  do 
la  quantité  <f,  for!  petite,  et  décrit  dans  le  temps  £ 
Q  iv 
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l'angle  u  qui  a  L  pour  rayon  ;  l'équation  de  ce 

,  ,          ,  ,              (f  —  u)df  ,  . 

pendule  est  a  a  u  =  — 1  -jj-  j  ou  bien  u  — 

«T  (  1  —  cos.  Y  D'où  l'on  lire  le  temps  d'une 

oscillation  entière  =  180"  X  ]/  L.  Ainsi,  la  lon- 
gueur du  pendule  synchrone  aux  oscillations  Z  est 
donnée  par  l'équation 

/._  _/>(4'-i- 

•  (JVA  +  ie»  ' 
et  relie  du  pendule  synchrone  aux  oscillations  Y 
est  donnée  par  l'équation 

m{NA  +  aP.lf)  ' 
192.  Schalie.  Je  terminerai  ces  recherches  par 
l'application  des  formules  de  l'article  précédent  à 
«u  exemple  particulier. 

Soit  le  corps  flottant  (  Fîg.  62  )  un  demi-sphé- 
roïde elliplique  ^iKBF^4H  homogène  ,  produit 
par  la  demi-révolution  de  la  demi-ellipse  st  H  B 
autour  de  son  axe  _A  B.  Le  plan  HBP  qui 
sert  de  base  au  demi-sphéroïde ,  et  le  plan  de  flottai- 
son ./W.EiVi',  sont  parallèles  et  distans  l'un  de  l'autre 
d'une  quantité  donnée  ZO.  Le  point  G  est  le  centre 
de  gravité  du  demi-sphéroïde,  et  les  trois  axes  G  Y, 
GV^,  G  T,  sont  les  mêmes  que  ci-dessus.  ^4BK 
est  la  section  longitudinale  du  corps,  HPK  la 
section  latndinale.  Jl  s'agit  de  trouver  ici  les  valeurs 
des  quantités  N ,  h,  c3  <?,  i5  & , /(41  +  /**}'  dM, 
yt** dM,  Cherchons-les  par  ordre. 
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i*.  Pour  éviter  la  multiplicité  et  la  confusion 
des  lignes,  considérons  MENI  comme  une  sec- 
tion indéterminée  du  demi  -  ellipsoïde.  Ayant 
mené,  à  Yaxe.-MN  de  la  courbe  MENI  l'or- 
donnée quelconque  CD,  qu'on  fasse  passer  par 
celle  ordonnée  le  plan  vertical  SCXOL  qui 
coupe  .le  plan  vertical  .ABK  suivant  XR.  On 
voit  que  CD  sera  aussi  l'ordonnée  d'un  cercle 
dont  MX  est  le  rayon.  Ainsi  ( CD)'  =  (XR)' 
—  (DR)1.  Mais  par  la  propriété  de  l'ellipse, 

(  XR)'=l(BZ?-(nZ)']  X  Y/iy.  ' 
=  [  (  BZ  Y  -  (  DO  )'  ]  X  -i§^£- ,  et  (  DR  )» 


(CD)*  =  [(lfO)'-(DO)']  X  - 


(nzy 
(bzy  ■ 

D'où  l'on  voit  que  la  courbe  MENI  est  une 
ellipse  semblable  à  l'ellipse  ^4HBP.  Soient  BZ 
—  a,  ZP  ou  ZK  =  6,  ZO  —  x,  le  rapport 
de  la,  circonférence  .au  diamètre  =  n.  On  aura 
JLHBP  =  nab,MENI=nab  x  {N°T 


■.  Donc  dN  —  — 


complétant  l'intégrale  de  manière  qu'elle 
nouisse  lorsque  x  =  b.  Faisons  x  —  Z  O  =  f, 
ligne  connue  ;  nous  aurons  la  quantité  que  nous 
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chercons  N  =         (  ~  —  b'  —  b* /+  ~~): 

En  supposant/1  =  o ,  A"  devient  ce  que  nous  avons 
□  h  «  S* 

appelé  jUj  el  on  a  par  conséquent  M  =  - — —  

.      Le  moment  élémentaire  du  solide  MKNIME, 

naxdx{bh—xx\ 
par  rapport  au  point  il,  est   ~ —  , 

dont  l'inlégrale  complète  cst~~f~(j~^  ~y — 

H  ^ —  Y  Faisons  d'abord  x  =  Oj  et  divisons  par 

M  ou  nous  aurons  la  distance  du  cenlm 

de  gravité  du  solide  ^4KBP^4H  au'  point  Z ,  — 
— ^—  b.  Faisons  ensuite  x=f,et  divisons  par  N  ou 

|—  b'  —  b1  /'-t-  ~— ^;  nous  auronsla dis- 
tancé du  centre  de  gravité  de  la  partie  submergée» 
au  point  -J--_^-,j-.  Ai™,  A  = 

8  4"(  aï3  — 3 '  '• 

3".  Imaginons  que  l'onglet  formé  par  la  rotation 
de  l'aire  EIN  autour  de  JEI,  est  composé  d'une 
infinité  d';  triangles  /?rs  perpendiculaires  à  l'axe  .£,'/. 
En  faisant,  pour  une  moment,  OI=/t  ON=  my 
Op  =  u;  il  est  clair  que  pr=-^—]/r\ll  —  u  u\ 
al  que  le  moment  élémentaire  du  demi  -  onglet 
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~  ~T~P~  X  du(li  —  uu)  >  don*  l'intégrale  est 

Faisant  */  =  /,  considérant  qu'alors /(/u ]/\_H — «  "] 
réprésente  l'aire  d'un  quart-de-cerele  dont  le  rayon 
est  lt  et  doublant  l'intégrale,  on  trouvera  que  la 

quantité  exprimée  par  c'  =  ~^~w  Met'ons  pour 
m  sa  valeur  ~\/'\_bb  —  ff~\i  pour  l  sa  valeur 
VI  *>  à  ~  ffh  "°us  a«rons  «  =  na^\b-#ï-, 
4°.  On  trouvera  de  la  même  manière  que  la 
quantité  exprimée  par  i"  k' ,  vaut  ~~^~jr?  • 


5°.  Pour  déterminer  /"  (  41  H~ )  ou  la 

somme  des  produits  des  particules  du  demi-ellipsoïde 
par  les  carrés  de  leurs  distances  à  l'axe  latitudinal 
GT,  je  considère ,  ainsi  que  je  l'ai  déjà  fait,  MENI 
comme ujie  section  indéterminée  du  demi-sphéroïde. 
Sur  l'ordonnée  CD  à  l'axe  MNy  je  prends  les  deux 
points  quelconques  infiniment  voisinsy,  u.  Ayant 
supposé  ZO  =  x,  OM  ou  ON  =  m,  OD  =  g, 

27/*=  s,  et  nous  rappelant  que  ZG  =  ~-  6,  on 

verra  sans  peine  que  le  produit  del'éléincnt/«  par 
le  carré  de  sa  distance  à  Vaxe  G  T  est  représenté  par 
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ds  ^qq  +      ~  b  —  x  ^  J,  quantité  dans  la- 
'  quelle  il  n'y  a  que  s  de  variable.  Intégrant  et  faisant 
■ensuite  s  =  Z)C =  —  —  ?a  ])  on  a  [  ~t~ 

4  —    ^  ]  X  ---  —  y3]  pour  la  somme 

des  produits  de  tous  les  points  de  DC  par  les  carrés 
de  leurs  distances  à. l'axe  GT.  Multipliant  cette  . 
eommeparc/y,  intégrant  en  ne  faisant  varier  quey, 

on  trouvera  —  (J^—^ — H        b  —  x^  J/" dq  ]/"\_tn* 

a  -,        y  (  mm —  tjq  )3  \ 
—  9  J  ^  )  pour  la  somme  des  pro- 
duits de  tous  les  points  de  l'aire  elliptique  CDOE 
par  les  carrés  de  leurs  dislances  à  l'axe  G  T.  Faisant 

q  =.  m  =  -rml/r[  bb  —  x  x  ]}  considérant  qu'alors 

fdqVi  m'  —  q1  ]  =  —  —  =  ^  > 

et  quadruplant  l'intégrale  :  il  nous  viendra   X 

pour  la  somme  des  produits  de  tous  les  poinfs  do 
l'ellipse  entière  MENI,  par  les  carrés  de  leurs 
distances  à  l'axe  GT.  Enfin,  multipliant  par  dxy 
intégrant  en  ne  faisant  varier  que  x ,  faisant  ensuite 
x=i,  on  ^af(V^')dM=  "(""■'!±^)_. 


.       On  trouvera  de  la  même  manière  la  somme 
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des  produits  des  particules  du  demi- ellipsoïde  par 
les  carrés  de  leurs  dislances  à  l'axe  longitudinal 

G/-,  «,/(  »•  -+V  )  rfJ/= ,'^**-. 

Il  suit  de  tous  ces  détails  qu'en  faisant,  pour 
abréger  un  peu ,  ?  —  3fi'/  +  y3  =  «% aa  — t 
bb  =■     ,  bb  — yy='7a,  on  aura 

-    n;^av       ;  is/*-  .  ■ 

3(iJ«M-aflV)  '  -3  6  ' 

.    7,  —    (6*«*'*,  +  i9fr  )f       i,_  83^6* 

6b«{Ô'*!+3  0V)      '      t  Borna'  ' 

On  peut  tirer  de  ces  formules  plusieurs  conscV 
quences  intéressantes ,  comme ,  par  exemple ,  les. 
dimensions  du  sphéroïde ,  les  plus  propres  à  lui 
procurer  des  oscillations  douces,  par  la  combinaison 
]a  plus  avantageuse  de  leur  amplitude  avec  leur 
durée;  matière  curieuse  en  elle-même,  ei  qui  peut 
avoir  des  applications  fort  utiles  dans  l'arrimage  des 
vaisseaux.  Mais  ces  discussions  nous  mèneraient 
trop  loin.  Voyez  mes  deux  pièces  sur  l'arrimage  ■ 
des  vaisseaux. 
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CHAPITRE  XV. 

De  la  Figure  de  la  Terre,  en  tant  qu'elle  peut 
dépendre  des  loix  de  l'Hydrostatique. 

ig3.  L'a  Terre  parbît  former  ,  dans  sa  plus 
grande  partie,  une  masse  solide.  Mais  lorsque  l'on 
considère  d'un  cote  la  vasle  étendue  des  mers,  leur 
profondeur,  leur  communication  universelle  et  réci- 
proque ,  la  quantité  de  rivières  qui  sillonnent  la 
surface  du  globe  ;  et  lorsque  d'un  autre  côté  ,  en 
pénétrant  dans  son  intérieur,  on  y  trouve  les  corps 
ou  Tes  débris  de  productions  maritimes  de  toute 
espèce  :  on  est  fortement  porté  à  penser  que  la  Terre 
étoit  originairement  une  masse  (luide  qui  s'est  con- 
solidée en  partie  par  la  succession,  des  temps,  et 
qui,  pour  arriver  à  cet  état,  a  dû  prendre  la  forme 
que  demandoient  les  loix  de  l'équilibre  des  fluides. 
En  considérant  donp  la  Terre  sous  ce  point  de  vue , 
sa  figure  est  déterminable  par  les  principes  de 
l'Hydrostatique,  comme  nous  allons  le  faire  voir. 

Nous  appellerons  pesanteurs,  des  forces  qui  sont 
en  effet  de  la  même  nature  que  la  gravité  dans 
l'hypothèse  de  Galilée,  mais  qui  peuvent  être  d'ail- 
leurs constantes  ou  variables ,  soit  en  quantités ,  soit 
tn  directions. 

194.  Huguens  et  Newton  sont  les  premiers  qui 
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aient  entrepris  de  résoudre  le  problème  dont  il  s'agit; 
leurs  solutions  méritent  d'être  connues,  quoiqu'elles 
ne  soient  plus  aujourd'hui  que  de  irès-petîles  branches 
de  cette  théorie  qui  a, fait  des  progrès  considérables. 
Huguens  prend  pour  base,  que  si  une  masse  jluidè 
pesante  dans  tous  ses  points  est  en  équilibre ,  sa 
surface  doit  couper  perpendiculairement  les  direc- 
tions des  pesanteurs  des  particules  qui  y  sont 

placées  .'.Neivton,  que  si  une  masse  fluide  pesante  . 
est  en  équilibre , deux  colonnes  quelconques  menées 
à  un  même  point  fixe,  considéré  comme  centre, 
se  contrebalancent  mutuellement  et  indépendam- 
ment du  reste  de  la  masse.  Voici  la  manière  d'ap- 
pliquer l'un  et  l'autre  principe  à  la  recherche  d« 
la  figure  de  la  Terre. 

ig5.  Problème  I.  La  Terre  supposée  fluide  ,' 
ayant  la  forme  d'un  solide  de  révolution ,  et  chacun 
de  ses  points  étant  soumis  à  l'action  d'une  pesan- 
teur donnée  et  de  la  force  centrifuge  :  trouver  sa 

figure  ? 

Solution  par  le-  triscipe  de  Hug'uens. 
Soient  (  Fig.  63),  C  le  c«ilre  de  la  Terre, 
D^/EB  l'un  de  ses  méridiens,  ou  la  section  de 
cette  planète  par  un  plan  qui  passe  par  l'axe  de 
révolution  DE.  Que  la  pesanteur  au  point  M  ait 
la  direction  quelconque  MO;  représentons  cette 
force. par  ME,  et  décomposons-la  en  deux  antres 
M  H,  MK,  perpendiculaires  aux  deux  axes  DE, 
\AB  du  méridien.  La  force  centrifuge  du  point  M 
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qui  circule  autour  de  DE,  est  proportionnelle, 
comme  on  sait',  à  l'ordonnée  JUJP  :  je  représente 
par  HI  celle  force  qui  agit  en  sens  contraire  de 
la  force  M  H.  Alors,  on  voit  que  le  point  M  est 
animé  par  les  deux  forces  MI,  MK;  d'où  résulte 
la  force  composée  My,  laquelle  doit  être  perpen- 
diculaire à  l'élément  Mm  du  méridien.  Supposons 
CF=x;F  M=y  ;  Force  MF—  9  ;  l'angle  OMP, 
pour  le  rayon  1 ,  =z ;  et  nommons _/* la  force  cen- 
trifuge donnée  pour  une  distance  donnée  k.  On  ' 
aura ,  Force  MM=-  <p  cos.  z  ;  Force  MK = 9  sin.  z; 

Force  HI—  — /— i Force  MI—'<f  cos.  z  . 

Maintenant  ,  en  mettant  l'ordonnée  m  p  ,  les 
triangles  rectangles  semblables  Mrm,  V"K.'My 
donneront,  Mr  (  —  dx)  :  r  m  (d'y)  Il  K  y 
^<jcos.  z  —  -  ~-  ^  :  MK(<p  sin.  z  ) d'où  l'on 
tire  ,  pour  l'équation  du  méridien , 

Ç  9  cos.  z  —  ^  dy  =  —  ç  sin.  z.dx. 

Solution  par  le  principe  de  Newton. 
Soient  (Fig.  64-f  D ^  EB  U  méridien;  DE 
l'axe  de  révolution  ;  C  le  centre  de  la  Terre  ,  où 
tendent  la  colonne  polaire  D  Cet  la  Colonne  quel- 
conque MO,  lesquelles  doivent  se  faire  mutuelle- 
ment équilibre.  Prenonssur  CM\c  point  quelconque 
M,  dont  la  pesanteur  est  dirigée  suivant  H  O,  et 
que  je  représente  par  R  t  ;  décomposons  cette  force 
en  deux  autres  Rht  Ri, l'une  dirigée  suivant  MC^ 
,  l'autre 
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l'autre  perpendiculaire  à  M  C.  Représentons  par  Rt 
la  force  centrifuge  du  point  R,  laquelle  agit  dans 
le  sens  QR,  perpendiculairement  a  l'axe  de  révo'i 
lulion  DE  ;  et  décomposons-la  en  deux  autres  Rs, 
Ru  y.  l'une  dirigée  suivant  CM,  l'autre  perpendi- 
culaire à  CM.  11  est  évident  que  les  forces  Ri , 
Ru,  ne  contribuent  en  rien  au  poids  du  canal  RC 
dans  le  sens  Al  C,  et  qu'il  ne  faut  avoir  égard  qu'aux 
forces  Rh,  Rs.  Supposons  l'abscisse  CP  =  x; 
l'ordonnée  P M~y  ;  l'angte  CROz=p;  CR=  77 
RQ  =  u;  Force  Rt  =  $;  la  force  centrifuge 
pour  la  distance  k.  On  aura ,  Force  R  h       cos.  jj  ; 

Force  Rz  =    =£"    ;  Force  Rs=-^—.  Donc  la 

pression  du  canal  R  C  sur  le  point  C,  est  fdr 

— 77-).         .P-  ï^rf], 

intégrale  qu'il  faut  prendre,  en  regardant  a:  et  v 
comme  constantes  ;  ensuite ,  pour  avoir  le  poids  du 
canal  entier  M  C,  il  faudra  faire  r—  CM=\/'  (xx 
-h  y  y)  ,■  ce  qui  donnera  une  expression  qu'on  égalera 
au  poids  connu  de  la  colonne  DC. 

196.  Corollaire.  Supposons,  pour  faire  ude  apr- 
plicalion  très-simple  de  ce  problème,  que  la  pesan- 
teur <p  soit  constante  et  dirigée  au  centre  C  de  la 
Terre .(Fig.  63  et  64).  On  aura  {Fig.  63),  sm.  * 

=  7-, — *  ; — ,  cos.  2  —  — — —  ; —  ;  et 

l'équation  du  méridien,  trouvée  par  le  principe  1I9 
Tome  I.      ?  Jl 
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Huguens,  deviendra     y(sx+yy)  ï  

Qxdx  ■   virdx+ydy)  

—        jS(xx+yy}.    '  OU  ^•{xx'+yy) 

_  f*jl~=o,  dont  l'intégrale  est  <p  \S \x  x 

-t-jp^)  La  constante^  doit  être 

telle  qu'en  faisant^  =  o,  on  ait  x  —  CD,  quantité 
donnée. 

Dans  la  Figure  64 ,  on  a  p  =  o,  et  la  quantité 
fdr  (*  cos.jj  L{{l'+yy\    )  devieDl  d'abord» 


-  .   Faisant   r  =  C  M 

ii-(xx+yy) 

=  y  {-x  x  H-  y  y),  on  a.  <p  y  (s  «;•+■  y  y) 

'.  Z?- —  ,  pour  tout  le  poids  de  la  colonne  CM, 

lequel  doit  êtrecgal  au  poidsconnu  delà  colonneZ>C; 
d'où  l'on  [ire,  comme  lout-à-l'heure,  <p  y  {xx-\-yy  ) 
—  -Ùl—=       pour  l'équation  du  méridien. 

197.  Remarque  I.  Les  principes  de  Huguens  et 
de  Newton,  qui  nous  ont  donné  la  même  équation 
pour  le  méridien  dans  l'hypothèse  du  corollaire  pré- 
cédent, donnent  également  les  mêmes  équations 
dans  plusieurs  autres  hypothèses  de  pesanteurs. 
Mais  il  y  a  des  cas  où  les  résultats  sont  différons. 
Le  principe  de  Huguens  établit  l'équilibre  à  la  sur- 
face du  fluide  ;  celui  de  Newton  l'établit  dans  l'in- 
térieur par  rapport  au  centre  j  mais  «ses  deus  condi- 
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lions  ne  son!  pas  sullisantes  séparément,  ni  même 
en  certains  cas,  conjointement,  pour  établir  l'équi- 
libre dans  tous  lia  pointa  de  la  masse.  Voyez  les 
Mëm.  de  V^icad.  pour  l'année  1/34,  et  le  Traité 
de  la  figure  de  la  Terre  de  Clairaul ,  page  3i" 

ig8.  Remarque  II.  L'équilibre  a  lieu  dans  tons 
les  points  de  Ja  masse ,  lorsqu'en  y  prenant  un  point 
quelconque^ et  non  pas  seulement  un  point  lise ^t 
déterminé ,  comme  a  fait  Newton  ),  on  trouve  que 
ce  point  est  en  équilibre ,  ou  qu'il  est  également 
pressé  en  toutes  sortf-s  de  sens.  De  ce  principe  géné- 
ral que  Maclaurin  a  développé  clairement,  le  pre- 
mier ,  il  suit  : 

1".  Que  dans  toute  masse  fluide  O^i N (Fig.-65), 
soumise  à  des  forces  quelconques  et  en  équilibre, 
le  canal  angulaire  O  M  N ,  terminé  de  part  et 
d'autre  à  la  surface  ,  est  séparément  eu  équilibre- 
Car  la  masse  entière  étant  en  équilibre  ,  la  par- 
ticule M  est  également  pressée  dans  tous  les  sens  ; 
et  cette  égalité  de  pression  demeurera  la  même , 
si  l'on  conçoit  que  le  canal  OMIT  demeure  seul 
fluide,  le  reste  de  la  masse  étant  supposé  se  durcir. 

a".  Que  le  canal  triangulaire  OMR,  dont  uu 
angle  O  est  la  à  surface  du  fluide  ,  est  en.équiKbre, 
Car  si  l'on  prolonge  Mit  jusqu'à  la  surface  du 
fluide,  les  deux  canaux  angulaires  OMN,ORN' 
sont  chacun  séparément  en  équilibre.   Donc  * 


*  Je  désigne ,  pour  abréger,  la  pression  d'une  colonne  par  la 
lettre  iniliilc  f ,  écrite  en  avant. 

R  ij 
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P  .03I—P.NM,  et  P.  OR  =  P  .NR.  Or, 
P  .NM=^P.NR~hP.RMt^P.OR  +  P.  RM; 
donc  P.  OM  =  P.  O  R-\- P .  RM;  c'est-à-dire , 
qui:  le  poinl  M  souffre  une  égale  pression  (le  la  part 
dclacolonnv  CW/etdelapart  des  deux  colonnes  OR, 
RM,  qui  agissent  sur  ce  point  de  la  même  manière 
que  si  elles  ctoienl  placées  en  ligne  droite.  Donc  il  ne 
peutyavoirde  mouvement  dans  le  canal  OMR,  ni 
d«iv  le  sens  O M Ry  ni  dans  le  sens  ORM;  et  par 
conséquent  ce  canal  es!  en  équilibre. 

3°.  Que  le  canal  triangulaire  MRQ,  pris  dans 
rinlérieur  de  la  masse  est  en  équilibre.  Car  si  l'on 
prolonge  MR,  MQ,  QR  jusqu'à  la  surface  du 
fluide,  les  trois  canaux  OMN,  OQZ ,  NRZ , 
seront  en  équilibre,  comme  on  l'a  vu  n°,  1.  Donc 
P.  OM=P.NM,  oaP.OQ+P.  QM=P.NR 
-i-P.RM;  et  P.  OQ  =  P.RQ-i-P  .Z  R,.oa 
■P.OQ^P.RQ  +  P  .NR.  Substituant  cette 
valeur  de  P.OQ,  dans  l'équation  précédente,  il 
viendra  P .  Q  M-hP.  R  Q  =,P ,  R  M..  Ainsi,  la 
somme  des  pressions  des  colonnes  QM,  R  Q,  sur 
le  point  M ,  est  égale  à  la  pression  de  la  colonne  R  M 
sur  ce  même  point  ;  et  par  conséquent  le  canal  QMR 
est  en  équilibre. 

4".  Que  le  canal  OMR  QN  {Fig.  66),  de 
flgure  quelconque ,  reclilignè  ou  curviligne  ,  ter- 
miné de  part  et  d'autre  à  la  surface  du  Huide,  est 
en  équilibre.  Car  si  l'on  mène  les  diagonales  OR, 
OQ,  tous  les  canaux  OMR,  ORQ,  OQN 
seront,  eu  équilibre.  Donc  P.OM  —  P.RM 
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-hP  .OR;  P  .  O  R  ~  P  .  Q  M  +  P  .  O  Q  ; 
P .  O  Q  =  P.NQ.  Ainsi  P.OM—P  .RM 
-+-P .  QR-hP .NQ ;  c'est-à-dire,  que  la  pression 
de  la  colonne  O  M  sur  le  point  M,  est  égale  à 
la  somme  des  pressions  des  colonnes  RM,  QR, 
NQ,  sur  ce  même  point;  d'où  résulte  l'équilibre 
du  Canal  O  M R  Q  N.  Celle  conclusion  a  toujours 
lieu  ,  même  dans  le  cas  où  tous  les  côtés  du  polygone 
ou  de  la  courbe  O  MR  Q  N,  ne  seraient  pas  situés 
dans  un  même  plan.  .  . 

5°.  Que  le  canal  MRQ  TP~  (Fig.  67  ) ,  de 
figure  quelconque ,  rentrant  en  lui-même ,  pris  dans 
l'intérieur  du  fluide,  est  en  équilibre. 'Car  si  l'on, 
mène  les  diagonales  M  Q ,  M  T,  on  verra  que  tous 
les  canaux  triangulaires  MRQ,  M  Q  T,  MTf, 
étant  en  équilibre,  la  pression  de  la  colonne  RM 
sur  le  point  M,  est  égale  à  la  somme  des  pressions 
des  colonnes  R  Q ,  Q  T,  T 'f y  M,  sur  ce  même 
point;  d'oùrésulle  l'équilibre  dansle  canal  MRQTfi^ 
quels  que  soient  le  nombre  et  la  position  de  ses  côtés. 

199.  Remarque  III.  On  voit  que  le  principe  de 
Newton ,  ou  l'équilibre  .de  deux  colonnes  centrales , 
n'est  qu'un  cas  particulier  du  n".  1  de  l'article  pré- 
cédent; et  que  celui  de  Huguetis,  ou  la  perpendi- 
cularité  de  la  pesanteur  à  la  surface  du  fluide,  aura 
lieu  lorsque  le  n°.  4  du  même  article  sera  vérifié , 
c'est-à-dire,  quand  un  canal'  de  figure  quelconque  , 
terminé  de  part  et  d'autre  à  la  surface  du  fluide, 
sera  en  équilibre  :  car  on  peut  concevoir  que  co 
canal  est  couché  immédiatement  à  la  surface  du 

\        _    •    .  R  iif 
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fluide,  qu'il  esl,  par  exemple,  OKN  (Fig.  66); 
et  alors  l'étal  d'équilibre  demande  nécessairement 
que  la  pesanteur  soit  perpendiculaire  en  chacun 
des  points  de  ce  canal,  sans  quoi  il  y  auroit  un  cou- 
rant dans  le  .sens  OKN^Ï ,  ou  dans  le  sens  con- 
traire NUL  0^4. 

200.  Remarque  Les  Géomètres,  et  en  par- 
ticulier Maclaurin  et  Gairaut,  ont  fait  un  grand 

'  usage  de  ces  propriétés  des  canaux,  pourreconnoître 
l'équilibre  de  là  Terre  et  pour  déterminer  sa  figure 
dans  différentes  hypothèses  de  pesanteurs. 

Lorsque  la  pesanteur  primitive  esl  dirigée  vers  un 
point  fixe,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  loi  de  cette 
force,  l'équation  du  méridien  de  la  Terre  considérée 
toujours  comme  un' solide  de  révolution,  peut  se 
trouver  immédiatement  et  d'une  manière  fort  simple 
par  le  principe  d'éyalilé  de  pression  ,  comme  on  Je 
va  voir. 

201 .  Problème  II.  La  masse fluide  ÂDBE(Fig.  68), 
tournant  autour  de  l'axe  1)  E ,  et  chacun  de  ses 

-points  étant  soumis  à  l'action  de  la  force  centri- 
fuge ,  et  d'une  pesanteur  dirigée  vers  le  centre 
fixe  C,  et  proportionnelle  à  une  fonction  donnée 
de  la  distance  à  ce  point  :  trouver  directement  sa 
figure,  par  le  principe  d'égalité  de  pression  ?■ 

Soit  JVnn  point  quelconque  de  la  planètes  et  sup- 
posons que  le  lieu  de  tous  les  points  où  la  pression 
est  la  même  qu'en  JV,  soit  la  couche  ou  la  courbe 
O  TKH.  Menons  du  centre  C  la  droite  CNMt 
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Al  des  points  N,  M  les  perpendiculaires  NQ,  MP 
à  l'axe  de  révolution  DE.  Supposons  CQ  =  s  ; 
QN=z  ;  CN=u;  la  force  centrale  dii  point 
N=$,  l'onction  de  s  et  s,-  la  force  centrifuge—y, 
pour  la  distance  k;  la  pression  en  N~p,  fonc- 
tion de  .ï  et  = ,  en  sorte  que  dp  —  JJds-+-  Qdz  , 
.P  et  Ç  étant  des  fonctions  de  s  et  z ,  telles  que 
P  d  s  -h  Q  d  z  soit  une  différentielle  complète, 
autrement  ^>  serait  line  quantité  imaginaire  ,  cl  il 
ne  pourroit  pas  y  avoir  équilibre.  Considérons  la 
portion  de  lluide  qui  est  en  N  comme  nn  petit 
rectangle  Nnrç,  dont  la  hauteur  Nn  =  ds,  et 
la  base  Nq  =  dz  :  il  est  clair  que  P  ds ,  différen- 
tielle de  p  en  ne  faisant  varier  que  s,  exprime 
l'élément  de  la  pression  *ur  chaque  point  de  n  r; 
et  que  Qdz,  différentielle  de  p  en  ne  faisant  varier 
que  z  ,  exprime  l'élément  de  la  pression  sur  chaque 
point  de  q  r.  Donc  la  pression  élémentaire  contre 
n  r~P  ds  .  dz,  et  la  pression  élémentaire  conlro 
q  r  =  Q  d  z  .  d  s.  Je  décompose  la  force  centrale  <t 
en  deux  autres,  l'une  dirigée  suivant  Nn,  l'autre 
suivant  Nq  :  la  première  est  — j  la  seconde  , 

 ^—  :  à  celle-ci  il  fa.ul  ajouter  la  force  centrifuge 

du  point  N,  qui  est         Alors,  la  force  absolue  qdt 
pousse  l'élément  Nnrq  dans  le  s^ns  Nn  est  — 
.  dsdz,  et  la  force  absolue  qui  le  pousse  dans- 

,1e  sans  Nq  est  (~^-  —  -™)  •  d  s  â  z-  0r.»  Voar 
lt  iv 
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qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  que  ces  deux  force» 
soient  égales  chacune  à  chacune  dés  pressions  cor- 
respondantes et  contraires.  Donc  .  dsdz— 

Pdsd=,  ou—  ?-  =  i>;  (-^Ç— V")  •  ?5  J* 
e=  Q  rf«  t/s,  ou  -~  —  Q.  Ainsi  dp  =:  — 

f  <*«  +  ^ /*_  dz=— 

rr-  ^  '  ~  —  <*du  +  ^s  <<*  , et/>=^— /W« . 

-+-  r--^--  ,  quanlite-qui  doit  être  constante  pour  tous 

les  points  d'une  même  couche.  Celle  condition  va 
nous  donner  la  nature  delà  courbe  extrême  ^ZJ-CE, 
et  de  la  courbe  intérieure  OTKH. 

Tout  le  reste  demeurant  le  même,  soient  CP=x; 
PM  =  y;  CM  =  r;  la  force  centrale  en  M  ~  F. 
La  valeur  générale  de  p  devient  pour  le  point  JHt 
fy' 

p  -=^4 — fFd  r  ■+■  —  t~-  Or,  il  est  évident  que  dans 
toute  l'étendue  de  la  couche  supérieure  et  dernière 
s4DJ3E,  la  pression  doit  être  nulle.  Donc  l'équation 
de  cette  courbe  est 

Celte  équation  doit  convenir  à  tous  les  points  de 
ïa  courbe  ^4DBE;  et  pour  déterminer  la  constante 
j4 ,  il  faut  se  donner  un  point  fixe  par  où  la  courbe 
doive  passer.  Soit  if  ce  point}  supposons  CB~b} 
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et  pour  ce  même  points  =  b,f  Fd  r  =  B,  quan- 
tité connue  :  on  aura  ^4  —  B-\-         =  o ,  ou  j4=. 

B  L'équation  de  la  courbe  ^4DBE,  entr» 

r  etjfj  est  donc 

ik        J  ai 
Pour  trouver  l'équation  delà  courbe  OTKIT, 
reprenons  la  formule  p  =  j4  —  J"$du-+- 

ou  p  =  B  —   /  <j>  d  u  4-  Donnons- 
nous  le  point  K;  supposons  CK  ~  c  ;  et  pour  ce 
même  point  z,  =  cyJ'ç  du  =  C,  quantité  connue;  - 

d'où p=B  ^ — Ainsi, l'équation 

de  la  courbe  OTKH,  entre  u  et  z  est, 

f*'  . 

+.  -  ?  j  c'est-à-dire ,  en  réduisant, 

Voyez  au  sujet  de  ce  Problème  général  et  d« 
plusieurs  autres  sur  îa  même  matière,  un  excellent 
Mémoire  d'Eulcr  {^tcad.  de  Berlin,  ann.  ij55T 
Pag-'217-)     .  . 

202.  Corollaire.  Supposons  que  la  force^entrals 
<p ,  toujours  dirigée  vers  le  point  fixe  C,  soit  de  plus 
constante  en  quantité  :  double  supposition  que 
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ïluguens  avoit  d'abord  faite  pour  déterminer  la 
ligure  de  la  Terre,' d'après  les  loix  de  l'Hydrosta- 
tique, combinées  avec  la  nature  de  la  force  cen- 
trifuge, avant  qu'on  eût  exécuté  les  fameuses  opé- 
rations qui  ont  servi  à  déterminer  le  rapport  des 
axes  de  la  Terre  par  les  mesures  astronomiques  et 
géodesiques. 

Nommons  g  la  force  constante  <t;  nous  aurons 
F=g;fFdr^gr;B  =  gb;f<tdu=gu. 
Ainsi  l'équation  de  la  courbe  ^4DBE  sera  g  à 

■ — *~  gr-+-  ~^J~  ~  °»  et  ce^e  ^e  'a  cour^B 

OTKH  sera  gc  —~  +         =  o. 

Pour  déterminer  le  rapport  du  rayon  CB  de 
l'équateur  au  demi-axe  CD  de  révolution,  on  ob- 
servera que  pour  CB ,  on  a  r  =y  =  b;  et  pour 
CD  ;  y  =  o ,  ce  qui  donne  C  D  =.  r  =  b  — - 
-ï^.  Donc  CB  :  CD;;b:b  i  — 

.  -~ —  ;  ou  (  en  faisant  l'arbitraire  h  =  b  ) ,  CB  : 

f  S 

CD  :  :  1  :  1  -—.  Reste  à  trouver  la  valeur 

f 

numérique  de  la  fraction  — > — .  .  .  •  '  r 

Y  ■  :3g 

Or  i°.  la  force  £"est  lajgravilé  primitive  et  non 
altérée  par  la  force  centrifuge.  Celte  gravité  feroit 
parcoJBr  à  un  corps  tombant  librement,  i5  pied» 
î  pouce  i  lignes,  pendant  l'intervalle  de  la 
première  seconde  de  sa  cîiûte ,  suivant  le  résultai 
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des  expériences  du  pendule,  faites  à  l'equateur  par 
Bougutr  (  Voyez  son  Traité  de  la  figure  .de  la 
Terre ,  pag.  345  ).  Et  comme  (  en  nommant  s  l'es- 
pace parcouru  par  un  mobile ,  <p  la  force  accélé^ 
ralrice ,  u  la  vitesse  du  mobile ,  i  le  temps  du  mou- 
vement ),  les  formules  ordinaires  u  d  u  —  <p  f/îs, 

d  t  =         donnent  ici  /  ==  1/  -^-,ou  e  =  -^~i' 

si  nous  nommons  fl  le  temps  (  exprimé  en  secondes  ) 
qu'un  corps  animé  de  la  gravité  g1  melrroil  à  tomber 
d'une  hauteur  égale  au  rayon  b  de  l'équateur  ter- 
restre, et  que  nous  fassions  successivement  s  =. 
1 5  pieds  j  pouce  2,96  lignes  =  £,  afin  d'abréger; 
s  —  b;  t=  1  seconde  ;  t  —  fl  ;  nous  trouverons  (  en 
égalant  enlr'elles  les  deux  valeurs  résultantes  pdur 

g1),  S3.=  1"  X  — ^—  ,  où  il  faudra,  dans  la  suite, 

exprimer  b  et  E  en  mesures  de  même  espèce. 

20.  La^  force  centrifuge  d'un  mobile  qui  décrit 
iiniformcmen*.  la  circonférence  d'un  cercle  étant 
égale  au  quarré  de  sa  vitesse,  divisé  par  le  rayon 
du  cercle  (  voyez,  par  exemple,  pour  la  démons- 
tration., l'appendix  qui  accompagne  ma  pièce  sur 
la  résistance  de  l'Elher  au  mouvement  des  pla- 
nètes ,  couronnée  en  jyG'i  par  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  )  ;  si  nous  nommons  c  la  circon- 
férence pour  le  rayon  b ,  Tle  temps  de  la  révolution 
de  la  Terre  autour  de  son  axe ,  lequel  est  de  ii 

heures,  nous  aurons  ici /  =  ^ ^  .  D'un  autre  côté, 
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la  formule  — ^-  donne  (  en  faisant  s  —  b  ,t=6)t 
g=  S.L.  Donc  ^  —  — ^-t,^-}  ou  {  en  mettant 
Jour     sa  valeur  1»  X  -|_),-/-=— ; 

-  expression  dans  laquelle  le  numérateur  est  censé 
'multiplié  par  le  quarré  d'une  seconde,  ce  qui  con- 
serve l'homogénéité,  Tétantunnombredcsecondes. 

Maintenant,  supposons  que  chaque  degré  d'un 
grand  cercle  delà  Terre  vaille,  en  nombre  rond, 
57000  toises  ,  ce  qui  résulte  à  peu-près  des  obser- 
vations faites  en  France,  au  Pérou  et  au  Nordj 

nous  aurons  c  =  36o  X  5 7000  toises:6  = — ~~ — 

'  '44 
X  36o  X  67000  toises.  La  valeur  de  T—  s4  heures 
=  864oo  secondes.  Enfin  évaluons  E  en  toises  et 
décimales  de  toises;  nous  trouverons,  à  très-peu  de 
chose  près,  E  —  2,5173  toises.  Substituant  toutes 

-  ces  valeurs  dans  l'équation  — ^—  ■=  — 1  —  :  il 

1  g  h  2"  A  E 

nous  viendra  — —  =  - — - ,  et   —  *  =  ■ —  . 

g  391,47  2  g  58a,94 

Donc  CB  :  CD;;  1  :  1  —  — —  ::  582,q4:58i,q4 
::  58î  :  58 1 ,  à  très-peu  près. 

205.  Remarque  I.  Ce  résultat,  qui  est  à-peu-près. 
Celui  que  Hugucn3  avoit  trouvé  par  les  seules  obser- 
vations faites  en  Europe  ,  n'est  pas  conforme  ,  à 
beaucoup  près ,  au  véritable  rapport  des  axes  de 
k  Terre  t  que  nous  ferons  connoitre  dans-le  pro- 
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blême  suivant.  Il  faut  donc  conclure ,  ou  que  la 
pesanteur  primitive  n'est  pas  la  même  pour  tous  les 
points  de  la  masse  terrestre,  ou  qu'elle  n'est  pas 
dirigée  vers  un  seul  et  même  point  fixe,  ou  enfin 
qu'elle  ne  satisfait  ni  à  l'une  ni  à  l'autre  de  ces  deus 
conditions. 

2o4.  Remarque  II  Newton ,  après  avoir  établi 
par  lee  phénomènes  le  principe  de  la  gravitation 
universelle  en  raison  directe  de  la  masse  et  du  carré 
inverse  des  distances,  suppose  que  la  Terre ,  origi- 
nairement fluide  et  de  forme  sphérique  ,  s'étant 
changée  par  l'action  de  la  force  centrifuge,  en  un, 
sphéroïde  un  peu  applati,  qu'il  regarde  (sans  le 
démontrer  néanmoins  ) ,  comme  produit  par  la  révo- 
lution d'une  demi-eliipse  autour  de  son  petit  axe, 
calcule  la  somme  des  attractions  sur  toutes  les  partie» 
de  la  petite  colonne  qui  va  d'un  point  de  la  circon- 
férence do  l'équateur  au  centre  ,  et  sur  toutes  les 
parties  de  la  petite  colonne  qui  va  de  l'un  des  pôles 
au  cenlre.  Ces  deux  sommes  sont  les  poids  des  co- 
lonnes dont  il  s'agit.  Du  poids  de  la  colonne  équa- 
torienne  il  retranche  la  somme  des  forces  centrifuges 
de  toutes  les  parties  de  cette  même  colonne  ;  il  égale 
la  différence  au  poids  de  la  colonne  polaiiv  :  ce 
qui  lui  donne  le  rapport  des  axes  de  la  Terre.  Dans 
l'hypothèse  où  la  masse  est  homogène,  le  diamètre 
de  l'équateur  est  à  l'axe  de  révolution,  environ 
comme  23o  est  à  21$. 

Maclaurin  est  le  premier  qui"  ait  démontré  en 
rigueur  qu'en  effet  la  supposition  je  Newton  est 
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légitime;  et  cela,  quel  que  soit  le  rapport  des  axeâ 
du  sphéroïde.  Il  y  parvient  par  la  seule  méthode 
synthétique,  et  sa  théorie  doit  être  regardée  comme 
un  des  plus  grands  efforts  de  tète  et  du  génie  mathé- 
matique (Voyez-en  le  détail  dans  son  Traita'  des 
Fluxions,  ou  dans  sa  pièce  sur  lé  flux  et  reflux  de 
la  Mer ,  qui  partagea  le  prix  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris,  en  17-10). 

io5.  Problême  III.  Déterminer',  par  le  moyen 
des  observations ,  le  rapport  des  axes  de  la  Terre, 
en  regardant  cette  planète  cbmm'e  un  sphéroïde 
elliptique  peu  différent  d'une  sphère. 

Soient  DBE  (Fig.  6g)-  un  méridien  de  ia 
Terre;  DE  son  axe;  ^5un  diamètre  de  l'Equa- 
teur ;  M N ,  m  n  deux  arcs  d'un  même  nombre  de 
degrés,  dont  on  a  mesuré  les  longueurs,  et  qui  sont- 
supposés  assez  petits  pour  pouvoir  être  regardés 
comme  de  petits  arcs  de  cercle;  MO,  NO,  ma,  no, 
les  rayons  de  la  développée ,  correspondans  aux 
points  M,  N ,  n,p ;  Mp ,  mp ,  des  ordonnées  per- 
pendiculaires au  diamètre  ^dB.  Supposons  CD=a; 
.ÇB  =  b;  bb  —  aa  =  cc}  CP  —  x;  Cp  =  u; 
MO  =  R;  rno  —  r;  le  sinus  total  =1;  l'angle 
connu  BSMAe  la  latitude  du  point  M=p  ;  l'angle 
aussi  connu  Bsm  de  la  latitude  du  point  m  =  q  ; 
la  longueur  de  l'arc  MN~M;  celle  de  l'arc  m  n~m. 
On  aura  d'abord  (à  cause  des  secteurs  semblables 
MON,  mon),  M  :  r  ;:  M  :  m ,  et  par  consé- 
quent Rm  —  rM. 
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La  propriété  do  l'ellipse  donne  P  M  =  — ^ — 
\/(b  b— xx);SP=  —~iPm=  (bb—uu); 

D'un  autre  côté,  on  a  SP  :  P  M     cos.p  :  sin.p; 

ce  qui  donne  xx  =  -  ,    ■  Scmblablement 

1  6* — c*  (sin.^)1 

u2  —   ,  ?'  (c°''  ?  ^      .  Substituant  dans  l'équation 
b'  —  C  (ara.  })■ 

Pm  =  rM,  pour  .fi  et  /  leurs  valeurs,  pour  a:a 

et  u1  leurs  valeurs  ,  et  observant  que  {sin.  p)* 

-f- ( cos.  p*f  =  1 ,  (sin.  y)1 -H  (cos.  y)a=  r,  oii 

 *_    '  M 

trouvera  1—  =  —  ; 


(6'  —  c'iùa.p)*}*  (b'  —  c'^g)'  )'a 

ou  m  (£3  —  c3(sin.î);')5=JW(tI  —  c"(sin.jB)a)»i 
ou  m  »  (i5  — ca(sin.  ?)  ')  =  M*(b? — c3(sin.  p)1); 

ou  c1  =  ■  -  3  --  -  —  a  —,  Eiirainons  c', 

au  moyen  de  sa  valeur  b2  —  a-1 ,  nous  aurons  : 


D'où  l'on  tire  =  - 


m  *  (cos.  qY  —  Mi  (cos.  p)' 

  [M5  sin.p  +  in  '  sin.  y  )  .  (ilf  ïsin./>  —  m  5  ain.  7) 

(  m  *  cos.  q  +  3f 1  cos.  p  )  .  {m  *  cofl.  5  —  m  '  cqs.  p  ) 

et  par  conséquent  enfin 
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b_  _  -y  (N'm.p+m g) .  (M^in-p-m  » «n . q) 
(m  '  cos.  q-+-,Wcos.p) .  {m  Tcos.  g  —  M*  coz.p) 
Formule  à  laquelle  nous  sommes  parvenus,  connue 
on  voit,  sans  faire  aucun  développement  en  série, 
el  où  la  rigueur  géométrique  ne  soufl're  un  peu  que 
par  la  supposition  très  approchante  de  la  vérité, 
que  les  arcs  M.  ,  m  ,  sont  considérés  comme  de 
petits  arcs  de  cercle.  Appliquons  celle  formule  aux 
nombres. 

Selon  Bouguer  ( Figure  de  la  Terre,  pag. 

le  premier  degré  de  latitude  =  5Gj5'5  toises  j  et 

selon  Maupertuis  (Figure  de  la  Terre ,  pag.  \i5)-, 

le  degré  de  latitude  au  cercle  polaire  =  57-437,3 

toises.  Supposant  donc  m  =  5&j57>  toises  ;  Aî  = 

5jtâj,y  toises;  q~o\  p  —  66  \  degrés;  et  par 

conséquent  sin.  a  =  0;  cos.  q  =  1;  sïn.p  ~o,  91 706; 

„  0  c  h'  35383 

cos.tt  =  o,  39873;  nous  trouverons  — ^—  =  . 

Ainsi,  b  :  a  ::  35383  :  35ai3  ::  179  :_i78  ,  à 
très-peu  de  chose  près.  Tel  est  le  rapport  des  axes 
de  la  Terre ,  résultant  de  la  comparaison  des  obser- 
vations faites  au  Pérou  et  en  Laponie.  On  trouve 
à-peu-près  la  même  chose,  en  comparant  les  obser- 
vations faites  en  France  avec  celles  du  Pérou  ou  de 
la  Laponie. 

206.  Corollaire.  Connoissanlles  nombres  de  degrés 
et  les  longueurs  des  petits  arcs  M,  m,  que  nous  re- 
gardons comme  des  parties  de  circonférences  de 
cercles,  qui  ont  Ji,  r,  pour  rayons,  il  est  évident 

que 
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que  l'on  contloîlra  ces  rayons.  D'un  autre  côté,  on  a 
donné  ci-dessus  les  valeurs  générales  de  R  et  de  r- 
Reprcnons,  par  exemple,  celle  de  R  :  ou  trouva 

.(en  éliminant  ca  et  a:1  ) ,  R=  — — -• 

*{bb^bb-*a){àn.j>y)l 
Mettant  dans  cette  équation  le  rapport  connu  Je  b 
et  de  a,  il  ne  restera  plus  qu'une  seule  inconnue  b 
ou  a,  que  l'on  pourra  par  conséquent  déterminer. 
On  connoitra  donc  toutes  les  dimensions  du  sphé- 
roïde terrestre. 

207.  Scholte  général.  La  nature  de  cet  Ouvrage 
ne  nie  permet  pas  de  plus  grands  détails  sur  la  ques- 
tion de  la  ligure  de  fa  Terre.  Je  me  eontcnlcrai 
d'ajouter  que  depuis  plus  de  cent  ans  qu'on  •s'occupe 
de  celle  question ,  les  Géomètres  et  les  Astronomes 
trouvent  encore  les  plus  grandes  difficultés,  non- 
seulement  à  expliquer  les  observations  par  la  théorie, 
mais  encore  à  concilier  ensemble  les  résultats  des 
mesures  des  degrés  du  méridien ,  qui  ont  été  prises 
en  divers  climats.  La  plupart  de  ces  mesures,  com- 
parées enlr'ellés ,  permettent:  d'attribuer  à  la  Terre 
la  figure  d'un  sphéroïde  elliptique  applali,  dont  le 
rapport  des  axes  est  à-peu-pres  tel  que  nous  venons 
de  le  trouver  :  quelques-unes  donuyat-r*excliision  à 
cette  hypothèse,  et  même  emportent  de  la  dissimi- 
litude  dans  les  méridiens.  C'est  sur  quoi  bu  peut 
,  consulter  plusieurs  Ouvrages  particuliers,  don  ll'énn- 
mération  seroit  trop  longue  ,  les  Mémoires  des  Aca- 
démies de  Paris,  de  Berlin,  de  Pétersfcourg-,  et 
Tome  1.  S 
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principalement  l'article  Figure  de  la  Terre,  dam 
Y  Encyclopédie  ;  article  dont  l'auteur  est  le  célèbre 
«TAlcmbcrt. 


Fis  de  l'Hydrostatique. 
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SECONDE  PARTIE, 

HYDRAULIQUE. 


208.  uods  le  nom  A 'Hydraulique ,  on  ne  com- 
prend pour  l'ordinaire  que  la  science  du  mouvement 
des  eaux;  mais  je  prends  ici  ce  mol  dans  un  sens 
plus  étendu,  et  j'entends  par-là  cette  partie  de  la 
Mécanique,  qui  détermine  en  général  les  loix  du 
mouvement  des  fluides,  tant  incompressibles  qu'élas- 
tiques. 

Comme  le  mouvement  des  eaux  est  en  ce  genre 
l'objet  le  plus  intéressant  pour  les  besoins  de  la 
société,  il  en  sera  principalement  ici  question.  Mais 
ce  que  j'en  dirai  s'applique  également  à  tous  Iea 
fluides  incompressibles ,  et  je  me  servirai  souvent  du 
mot  eau  comme  d'un  mot  générique,  pour  désigner 
ces  sortes  de  fluides.  Le  mouvement  des  fluides 
élastiques  sera  traité  à  part.  A  ces  théories  géné- 
rales, je  mêlerai  ou  je  ferai  succéder  des  questions 
qui  appartiennent  à  l'Hydraukque  ,  et  qui ,  par 
3eur  importance  ou  leur  utilité-pratique,  attireront 
peut-être  l'attention  de  ces  lecteurs  ;  dont  le  goût 
ne  se  borne  pas  à  la  simple  recherche  des  vérités 
spéculatives,  mais  se  porte  de  plus  vers  l'usage  de 
ces  vérités. 

Sij 
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CHAPITRE  PREMIER. 

Principes  généraux  du  mouvement  des 
Fluides. 

209.  L.E  principe  d'égalité  de  pression,  sur  lequel 
nous  avons  établi,  dans  la  première  partie  de  cet 
,  Ouvrage,  les  loix  de  l'équilibre  des  fluides,  peut 
servir  aussi  à  représenter,  par  des  formules  analjç 
tiques,  les  loix"  du  mouvement  des  fluides.  On  en 
verra  la  preuve  ci-dessous  (  Chap.  y).  Mais  comme 
les  formules  dont  il  s'agit,  dans  leur  état  de  géné- 
ralité sont  fort  compliquées  cl  presque  inapplicables 
à  la  pratique,  même  pour  les  cas  les  plus  simples, 
je  vais  examiner  d'abord  si ,  en  renonçant  à  la  trop 
scrupule upc  exactitude, des  hypothèses,  sans  s'expo- 
ser néanmoins  au  risque  de  commettre  des  erreurs 
sensibles  dans  la  pratique ,  il  n'est  pas  possible  de 
soumettre  le  mouvement  des  fluides  aux  principes 
de  la  Mécanique  et  de  la  Géométrie.  Cet  ordre  me 
paroî  t  le  plus  naturel  dans  un  Ouvrage  destiné  prin- 
cipalement à  l'utilité  publique  :  les  objets  de  pure 
curiosité  ne  doivent  trouver  place  ici  qu'en  seconde 
ligne. 

210.  On  a  observé  que  lorsqu'un  fluide  sort  d'un 
vase  par  une  ouverture  faite-au  fond  ou  aux  parois, 
sa  surface  demeure  toujours  horizontale ,  au  moins 
w-uaiblemenl ,  et  abstraction  faite  de  la  cause  qui 
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produit  au-dessus  de  l'oi*Sce  une  espèce  d'enton- 
noir, quand  la  surface  du  fluide  e.sl  très-proche  de 
l'orifice.  D'oùfl'on  a  conclu,  1°.  qu'en  divisant,  par 
la  pensée,  le  fluide  en  une  infinité  de  tranches  hori- 
zontales ,  ces  Ira  riches,  à  mesure  qu'elles  s'abaissnt, 
conservent  sensible  me  ut  leur  parallélisme.  1°.  Que 
chaque  point  d'une  même  tranche  descend  verti- 
calement ,  à  l'exception  toutefois  des  points  qui 
avoisinenl  les  parois  supposées  inclinées,  mais  dont 
le  nombre  e.sl  infiniment  petit  par  rapport  à  celui 
des  autres  points  de  la  tranche.  La  plupart  des  ou- 
vrages où  il  est  question  du  mouvement  des  fluides  : 
par  exemple  ,  Y  Hydrodynamique  de  Daniel  Bttr- 
noulli ,  celle  de  Jean  Bcrnoulli  ,  les  Théorèmes  que 
Maclauriu  a  donnés  à  ce  sujet  dans  son  livre  des 
Fluxions,  le  Traité  des  Fluides  de  d'Alembert,  etc. 
sont  fondes  sur  ces  deux  hypothèses,  qui  dans  les 
cas  les  plus  usuels,  mènent  à  des  calculs  assez  simples 
et  assez  exacts.  Je  les  emploierai  donc  également; 
mais  voici  auparavant  quelques  remarques  essen- 
tielles. 

211,  Soit  jd B  CD  {Fi g.  1  )  un  vase  qui  con- 
tient de  l'eau,  laquelle  sort  par  l'ouverture  FQ, 
pratiquée  dans  le  fond  B  C.  11  résulte  de  l'extrême 
'  mobilité  des  particules  fluides,  qu'eu  vertu  de  la 
pesanteur,  et  des  au  1res  forces  extérieures  dont  elles 
peuvent  éprouver  l'action,  elles  doivent  se  contre- 
balancer et  se  presser  mutuellement,  de  telle  ma- 
nière qu'elles  tendent  à  se  diriger  vers  'l'orifice  y 
puisqu'on  cet  endroit  le  fond  ou  les  parois  du  vase 
S  ïij 
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n'offrent  aucune  résistance  à  la  sortie  du  fluitîe. 
L'expérience  apprend  qu'elles  descendent  avec  des 
vitesses  sensiblement  verticales  et  égales  ,  jusqu'à 
ce  qu'elles  soient  arrivées  à  une  certaine  dislance 
de  l'orifice ,  ou  plutôt  du  plan  horizontal  qui  rase 
le  liord  supérieur  de  cet  orifice;  distance  qu'il  est 
difficile  de  déterminer  exactement ,  mais  que  j'ai 
évaluée  plusieurs  fois  à  trois  ou  quatre  pouces. 
Passé  ce  terme,  les  particules  qui  ne  répondent  pas 
Verticalement  à  l'orifice ,  se  détournent  de  la  direc- 
tion verticale  ,  et  viennent  de  tous  côtés  gagner 
l'orifice  ,  suivant  des  directions  plus  ou  moins  obli- 
ques. Les  sections  si  D ,  EF,  GH,  etc.  planes 
ou  courbes  ,  sont  supposées  perpendiculaires  aux 
directions  des  mêmes  particules,  c'est-à-dire,  que 
les  mêmes  particules  individuelles  qui  sont  cn^/D, 
descendent  successivement  en  EF,  G  H,  etc.  Il 
est  visible  que  lorsque  le  vase  est  entretenu  cons- 
tamment plein  à  la  même  hauteur  au-dessus  de 
l'orifice,  par  de  nouvelle  eau  qui  remplace  celle 
qui  sort,  et  que  l'écoulement  a  pris  un  cours  régu- 
lier et  permanent,  les  sections  ^4  D,  EF,  GH,  elc. 
doivent  toujours  être  les  mêmes'.  Car  aux  mêmes 
endroits, les  particules  ont  les  mêmes  vitesses,  tant 
en  direction  qu'en  quantité.  Mais  si  la  hauteur  du 
fluide  dans  te  réservoir  augmente  ou  diminue,  les 
sections  dont  il  s'agit  doivent  subir  quelque  change- 
ment de  nature,  parce  que  les  vitesses  ne  sont  plus 
les  mêmes  aux  mêmes  endroits.  Cependant ,  malgré 
la  tendance  universelle  des  particules  vers  l'orifice, 
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leur  petitesse  et  la  facilité  qu'elles  ont  à  rouler  les 
unes  sur  les  autres ,  établissent  enlr'elles  un  1el  équi- 
libre d'efforts  et  de  position,  que  la  surface  supé- 
rieure du  fluide  demeure  toujours  horizontale,  du 
moins  jusqu'à  une  très-petite  distance  de  l'orifice, 
comme  on  le  verra  dans  la  suite,  lorsque  je  rap- 
porterai eu  détail  les  expériences  que  j'ai  faites  sur 
les  écoulemcns  des  fluides. 

2 1 1 .  Il  en  est  de  même  lorsque  le  fluide  sort  par 
une  ouverture  latérale  {F! g.  1).  Toutes  les  particules 
descendent  d'abord  verticalement,  puis  se  dirigent 
vers  l'ouverture;  et  la  surface  supérieure  demeure 
toujours  horizontale.  Seulement  on  doit  observer 
ici  que  si  l'orifice  latéral  PQa  une  hauteur  sen- 
sible par  rapport  à  celle  de  l'eau  dans  le  réservoir  , 
toutes  les  particules  n'ont  pas  la  même  vitesse,  et 
qu'à  raison  d'une  plus  grande  profondeur,  elles  se 
meuvent  plus  vite  vers  lebasqueversleliaulde  l'ori- 
fice; au  lieu  que  dans  les  écoulemcns  par  des  ori- 
fices horizontaux,  il  ne  peut  pas  y  avoir  dans  la 
vitesse  des  particules,  d'inégalité  qui  soit  produite 
par  une  inégalité  de  profondeur  dans  les  difl'érena 
points,  de  l'orifice. 

2 13.  Que  l'orifice  par  lequel  le  fluide  s'échappe, 
soit  horizontal  ou  latéral  :  comme  les  particules  qui 
ne  répondent  pas  verticalement  à  l'orifice,  s'y  di- 
rigent néanmoins  avec  des  mouvtmens  plus  ou 
moins  obliques,  il  est  clair  qu'elles  tendent  à  con- 
server ces  mouvcincns,  et  que  par  cpnséqueni  la 
Siv 
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veine  fluide,  au  sortir  de  P  Q,  doit  se  resserrer  dans 
«ne.  écriai  ne  étendue  Pp,  el  former  ainsi  une  espèce 
de  pyrarayde  tronquée  P  Qqp,  dont  la  plus  petite 
base  pq  répond  à. l'endroit  où  la  veine  cesse  de  se 
resserrer  pour  commencer  à  prendre  la  forme  pris- 
matique. Il  est  essentiel  d'avoir  égard  à  celte  con- 
traction de  la  veine  fluide  ,  pour  mesurer  exac- 
tement les  dépenses  dea  réservoirs  par  des  orifices 
proposés.  Elle  est  très-sensible  dans  les  écoule  mens 
qui  se  font  par  des  orifices  percés  dans  de  minces 
parois.  Car  on  voit  la  veine  se  resserrer  considé- 
rablement an  .sortir  de  l'orifice  ;  et  ou  trouve,  comme 
l'expérience  nous  l'apprendra  ci-dessous,  que  l'aire 
de  l'orifice  PQ  est  à  l'aire  de  la  section  pq ,  dans 
un  rapport  qui  diffère  très-peu  de  celui  de  8  à  5. 
La  section  pq  est  distante  de  PQ  d'une  quantité 
à-peu-pres  égale  au  rayon  de  l'orifice  P  Q.  Dans 
lesécoulemenspar  des  bouts  de  tuyaux  cylindriques, 
adaptés  an  réservoir  ,  dénués  de  transparence  ,  et 
assez  longs  pour  que  l'eau  en  suive  les  parois  et 
sorte  A  guèule-bée,  la  contraction  de  la  veine  fluide 
ne  se  manifeste  pas  aux  yeux;  mais  elle  n'en  existe 
pas  moins  à  l'entrée  de  ces  mêmes  tuyaux.  Elle  y 
produit  seulement  un  effet  moins  sensible  que-  dans 
le  premier  cas;  car  alors  la  dépense  diminue  seu- 
lement dans  le  rapport  de  8  à  6-5,  à-peu-près; 
au  lieu  que  dans  le  premier  cas  elle  diminue  dans 
le  rapport  de  8  à  5,  à-peu-près.  Tout  .cela  sera 
pleinement  celairei  par  la  voie  de  l'expérience.  Ici, 
où  il  n'est  question  que  de  la  théorie  des  écoule- 
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mens,  je  suppose  qu'on  ait  diminué  l'orifice  dans 
le  rapport  que  demande  la  contraction  j  et  je  regarde 
l'orifice  corrigé  de  cette  manière,  comme  celui  par 
lequel  se  Fait  l'écoulement.  Ainsi,  lorsque  l'eau  sort 
par  an  orifice  percé  dans  une  mince  paroi ,  et  dont  ■ 
l'aire  = -Y,  l'orifice  corrigé  et  employé  dans  le 
calcul  =j^,-  et  lorsque  l'eau  sort  à  gaeulc-bpe 
par  un  tuyau  additionnel  dont  la  base  =  ^f ,  l'ori- 
fice rectifié  =  ^4.  Quant  à  la  hauteur  de  l'eau 
dans  le  réservoir,  clic  doit  être  comptée ,  dans  le 
premier  cas,  depuis  la  surface  du  Huide  jusqu'au 
point  où  la  veine  cesse  de  se  resserrer;  et  dans  le 
second  ,  depuis  la  surface  du  fluide  jusqu'à  l'ouver- 
ture extérieure  du  tuyau  additionnel. 

D'après  ces  remarques  ,  nous  allons  établir  deux 
propositions  générales  qui  serviront  de  fondement 
à  la  théorie  usuelle  de  l'Hydraulique. 

1 14.  Théorème  (.  Le.  volume  de  liqueur  qui  sort 
d'un  vase  par  un  orifice ,  est  égal  au  produit  de 
cet  orifice  parla  ligne  qui  représente  la  vitesse  de 
l'écoulement. 

Car  il  est  évident  qu'à  chaque  instant  il  soft  d'au- 
tant plus  de  points  fluides,  que  l'orifice  a  plus  d'éten- 
due, et  que  sur  cette  étendue  chaque  point  lluide 
sort  avec  plus  de  vitesse. 

2i5.  Remarque.  On  doit  observer  que  j'ai  dit  le 
volume  et  non  pas  la  masse.  Ainsi,  l'orifice  et  la 
vitesse  étant  les  mêmes,  il  sortiroit  ,  pendant  le 
même  temps,  le  même  volume  d'eau  ou  de  mer- 
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cure;  mais  la  masse  de  l'eau  seroit  à  celle  du  mercure 

comme  i  cïI  à  i4,  les  masses  étant  proportionnelles 

aux  poids,  et  les  poids  de  l'eau  et  du  mercure,  sou» 

même  volume,  étant  comme  les  nombre  1  et  i4, 

à-peu-prés. 

216.  Théorème  II.  iSE  l'on  partage  un  fluide 
ABCD(Fig.  1  et  2)  qui  s'écoule  par  l'orifice  pq, 
en  une  infinité  de  tranches  ADda,  Elfe,  GHhg, 
égaies  en  volumes ,  par  des  plans  horizontaux ,  ou 
en  général  par  des  suifaces  perpendiculaires  aux 
directions  des  vitesses  des  particules  ;  les  vitesses 
de  ces  particules  seront  entr' elles  en  raison  inverse 
des  bases  supérieures  ou  inférieures  des  tranches. 

Eu  effet,  il  est  clair  qu'on  peut  regarder  les 
tranches  ^4  Dda,  EFfe,  GHhg,  comme  des 
prismes  dont  les  bases  sont  les  sections  ^4D ,  EF, 
GH,  et  les  hauteurs  les  perpendiculaires  Rrt  Ll, 
M  ni.  Donc,  puisque  toutes  ces  tranches  ont  des 
volumes  égaux,  on  aura,  par  exemple,  EFxI*l 
=  GH  X  Mm  ;  ce  qui  donne  Ll:  Mm  ::  GH 
:  E  F.  Or,,  à  mesure  qu'une  tranche  s'abaisse  de  sa 
hauteur,  elle  est  remplacée  par  la  suivante;  ainsi  de 
suite  de  proche  en  proche.  Donc  les  hauteurs  Ll, 
Mm  expriment  les  espaces  parcourus  en  temps 
égaux  par  les  tranches  EFfe,  GHhg)  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  les  vitesses  de  ces  deux  tranches. 
Par  conséquent  la  proportion  L  l  :  M  m  :;  G  H  : 
EF,  revient  à  l'énoncé  du  Théorème. 

317.  Corollaire.  La  même  proportion  a  lieu  pour 
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"une  tranche  quelconque,  prise  dans  l'intérieur  du 
vaae ,  et  pour  la  tranche  qui  soit  actuellement  de 
l'orifice.  D'uni  l'on  voit  que  si  l'orifice  est  infiniment 
petit  par  rapport  à  la  section  du  vase  qui  forme  l'une 
des  bases  de  la  tranche  intérieure,  la  vitesse  au 
sortir  de  l'orifice  sera  infinie  par  rapport  à  la  vitesse 
de  la  tranche  intérieure; ou ,  ce  qui  revient  au  même 
et  ce  qui  a  réellement  lieu,  la  vitesse,  à  l'orifice, 
sera  finie,  et  ia  vitesse  de  la  tranche  intérieure  sera 
infiniment  petite. 

Dans  l'application  que  nous  allons  faire  de  ces 
principes,  nous  regardons  les  vases  où  les  fluides 
sont  contenus,  comme  solides,  et  conservant  tou- 
jours Ja  même  ligure.  La  théorie  du  mouvement  des 
fluides  dans  des  vases  flexibles,  présente  trop  de 
dillicultés  du  côté  de  l'analyse,  pour  pouvoir  espérer 
d'en  tirer  quelques  résultats  Applicables  à  la  pratique. 
L'expérience  est  le  meilleur  guide  que  l'on  puisse 
consulter  dans  ces  sortes  de  problèmes.  < 
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De  L'écoulement  de  Veau-  qui  sort  d'un  vase 
par  un  petit  ùrijice. 

3i8.Théob  i':me,  La  'vitesse  de  l'eau,  à  sa  sortie 
d'un  fa«è\ABCD  (ilg.  3),  par  un  orifice  infiniment 
petit  j»  i[,est  égale  à  '<  elle  qu'acquerrait  un  corps 
grave  en  tombant  de  la  hauteur  verticale  Rq,  de 
la  surface  du. fluide  au-dessus  de  l'orifice. 

Imaginons -que  lu  liqueur  .soit  partagée  on  une 
infinité  de  tranches  égales,  par  des  surfaces  per- 
pendiculaires aux  directions  des  vitesses  des  parti- 
cules r.1  l'orifice  étant  supposé  infiniment  petit  par 
rapport  aux  dill'érentes  sections  du  fluide  dans  l'in- 
térieur du  vase,  I.i  vitesse  au  sortir  de  l'orifice  sera 
finie  ,  el  les  vitesses  des  tranches  supérieures  seront 
infiniment  petites  (217).  Or,  par  la  théorie  de  la 
chu  te  des  graves,  si  loutes  les  molécules  iluideséloieut 
abandonnées  à  l'action  libre  de  leur  pesanteur  pro- 
pre, elles  descendraient  avec  la  même  vitesse.  Ainsi, 
puisque  les  tranches  supérieures  à  l'orifice  perdent 
la  vitesse  qu'elles  auraient  naturellement  par  la  pe- 
santeur, le  petit  prisme  d'eau  (que  je  nomme  3J)y 
qui  sort  à  chaque  instant,  est  pressé  ou  poussé  par 
la  liqueur  supérieure,  avec  Ja  même  force  que  seroit 
poussé  un  piston  que  l'on  mettrait  en  pq ,  pour 
empêcher  l'écoulement  ;  c'est- à-dire  (25)",  avec  une 
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force  exprimée  par  pq  XRq ,  en  nommant  j.la 
pesanteur  spécifique  ou  la  densité  du  fluide. 

Supposons  que  durant  l'instant  que  la- pression 
p  q  X  Rq  fait  sortir  le  prisme  on  la  masse  3J,'la 
pesanteur  seule  que  je  représente  par  la  petite  ver- 
ticale Sa,  fit  sortir  un  prisme  ou  une  masse  'm  : 
on. voit- que  les  masses  M  et  m  sont  poussées,  en 
même  temps,. par  les  forées  motrices X  Rq  , 
pq  X  Sç-  Ainsi,  en  nommant  £~  et  u  les  yiteàsea 
■de  ces  masses,  ou  aura,  Mf^'.mu'.'.pqX  Rq 
•■  p  q  X  Sq  :  :  Rq  :  Sq.  Or ,  les  masses  M  et  m 
sont  comme  jeu  rs  volumes,  et  ces  volumes  f>out(2i4) 
comme  les  produits  de  l'orifice  par  les  vitesses  } 
ce  qui  donne,  M:  m';;  pq  X  /'":  p  </  X  u  ::  /'":  «  * 
et  Mf:  m  u  y.  f     :  ;/'J.  Donc  A*"1 :  111  \;  Rq  :  Sq. 

Maintenant  ,  soit  U  la  vitesse  qu'aequerroit  un' 
corps  grave,  en  tombant  de  la  hauteur  Rq  ;  on 
aura  ,  par  la  théorie  de  la  chute  des  graves,  U1  :  u* 
ZI  Rq-.Sq.  Donc       =  U*,  et  U  ;  ce  qui 

est  l'énoncé  du  Théorème. 

iv  tins  a  sertissons ,  en  pansant ,  que  pour  abréger 
le  discours ,  on  dil  souvent  que  la  vitesse ,  au  sortir 
de  l'orifice ,  est  due  à  /((  hauteur  Rq  du  fluide 
dans  le  réservoir;  ou  réciproquement ^  que  la  hau- 
teur R  q  est  duc  à  la  vitesse  en  q  :  nous  nous  servi- 
rons de  ces  expressions. 

219.  Corollaire I.  La  même  proposition  alieu.  pour 
un  orifice  latéral  infiniment  petit;  car  la  pression 
du  fluide  est  égale  (sous  même  profondeur)  en 
toutes  sortes  de  sens  ,  et  doit  par  conséquent  pro- 
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duirc  la  même  vitesse  à  la  sortie  de  deux  orifices 
très-petits,  l'un  horizon  La] ,  l'autre  latéral,  ces  deux 
orifices  étant  supposés  placés  à  la  même  dislance  de 
la  surface  supérieure  de  l'eau. 

■220.  Corollaire  II  La  liqueur,  au  sortir  de  l'ori- 
fice,' a  une  vitesse  capable  de  la  faire  remonter  à 
yne  hauteur  égale  à  la  distance  verticale  de  l'orifice 
au  plan  horizontal  qui  rase  la  surface  du  fluide  ,  de 
la  même  manière  qu'un  corps  en  tombant  par  sa 
pesanteur  d'un  certaine  hauteur,  acquiert  une  vitesse 
capable  de  le  faire  remonter  à  celle  hauteur. 

221.  Corollaire.  III.  On  voit  de  même,  par  la 
théorie  de  la  chute  des  graves ,  que  si  la  vitesse  de 
la  liqueur,  au  sorlir  de  l'orifice,  éloit  continuée 
uniformément ,  la  liqueur  parcourroit  un  espace 
égal  kiRq,  dans  le  même  temps  qu'un  corps  pesant 
emploieroit  à  tomber  de  Ja  hauteur  Rq. 

111.  Remarque.  Nous  n'avons  pas  besoin  d'ob- 
server que  la  vilesse  du  fluide,  au  sortir  de  l'orifice, 
sera  toujours  la  même,  sous  la  même  hauteur  Rq  , 
quelle  que  soi!  l'espèce  du  fluide,  puisqu'elle  a  epus- 
lamment  pour  valeur  la  vitesse  due  à  la  hauteur  Rq, 
Ainsi  Belidor  se  trompe ,  lorsqu'il  dit  {Architecture 
Hydraulique ,  tome  J,  page  187),  que  les  vitesses 
de  deux  liqueurs  différentes  >  telles  que  du  mercure 
et  de  l'eau ,  sont  enlr' elles  comme  les  racines  carrées 
des  produits  des  hauteurs  par  les  pesanteurs  spé- 
cifiques :  ces  vitesses  sont  simplement  enlr'ellea 
comme  les  racines  cariée»  des  hauteurs  j  de  sorts 
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que  si  les  hauteurs  deviennent  égales,  les  vitesses 
seront  aussi  égales.  Si  EeHdor  avoit  remarqué,  dans 
l'exemple  qu'il  donne,  (n".  490),  qu'à  la  vérité  la 
colonne  qui  chasse  le  mercure  hors  de  l'un  des  vases, 
est  quatorze  fois  aussi  pesante  que  la  colonne  qui 
chasse  l'eau  hors  de  l'autre  vase;  mais  qu'aussi  la 
masse  chassée  dans  le  premier  cas ,  est  quatorze  lois 
aussi  grande  que  la  massechassée  dans  le  second; 
il  auroit  vu  sans  peine  que  la  vitesse  doit  être  la 
même  dans  les  deux  cas.  En  général ,  ii  est  évident 
que  lorsque  les  forces  motrices  son!  proportionnelles 
aux  -masses  qu'elles  mettent  en  mouvement,  les 
vitesses  sont  égales. 

Je  suppose  toujours  que  les  deux  vases  sont  placés 
dans  un  même  endroit,  ou  du  moins  à  la  même  l^i- 
tude  sensiblement.  Mais  si ,  par  exemple,  l'un  éloit 
placé  au  pôle  et  l'autre  à  Fequatenr  ,  les  vitesses 
seroient  cntr'elles  comme  les  racines  carrées  des 
produits  des  hauteurs  par  les  pesanteurs  au  pôle  et 
à  l'équateur.  Ces  pesanteurs  peuvent  s'exprimer  à 
peu-près  par  les  nombres  289  et  288 respectivement. 
Je  ne  tais  cette  remarque  qu'en  passant;  elle  n'aura 
pas  d'appîication  dans  la  suite. 

aa3.  Scholie.  Le  raisonnement  que  nous  avons 
fait  (218)  pour  déterminer  les  vitesses  des  écou- 
lemens,  est  fondé  sur  ce  principe,  que  la  liqueur  au 
sortir  de  l'orifice  est  chassée  par  le  poids  entier  àe 
la  colonne  correspondante,  et  suppose  par  consé- 
quent que  l'oriûce  est  infiniment  petit.  Cependant 
la  plupart  des  Auteurs  élémentaires ,  qui  en  cela 
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oui  presque  Ions  copié  Variation,  avancent  que 
la  liqueur,  au  sortir  d'un  orifice  .horizontal ,  est 
chassée  par  le  poids  de  la  colonne  supérieure,  sans 
limiter  la  grandeur  de  l'orifice.  Il  es!  évident  que 
la  proposition  n'est  pas  vraie  en  général  ;  ear  si  l'on 
a,  par  exemple,  un  va.se  cylindrique  vertical  rempli 
d'eau,  cl  qu'on  imagine  que  tout  d'un  coup  le  fond 
soit  anéanti,  la  tranche  du  fond  ne  souffrira  aucune 
action  des  tranches  supérieures,  et  elles  descendront 
toutes  avec  la  même  vitesse,  suivant  les  loix  de  la 
c lui  le  des  graves.  La  tranche  du  fond  ne  porte  le 
poids  total  de  la  colonne  supérieure,  que  quand  les 
tranches  supérieures  perdent  leurs  vitesses,  et  que 
consécj  uemment  l'orifice  est  infiniment  petit  par  rap- 
pft-l  à  elles  (217). 

11  est  néanmoins  essenlïcl  de  remarquer  que  si 
un  orifice  horizontal  ,  quoique  fini  ,  est  petit  en 
comparaison  de  la  largeur  du  réservoir,  que,  par 
exemple,  le  rapport  de  la  première  surface  à  la 
seconde  ,  n'excède  guère  celui  de  j  à  'JO  ;  la  vitesse 
du  fluide  à.  la  sortie  de  ['orifice,  .est  sensiblement 
la  même  que  si  cet  orifice  étoit  infiniment  petit 
Mais  alors  cette  vitesse  n!est  pas  produite  toute  en- 
tière par  la  pression  de  la  colonne  supérieure.  Chaque 
particule  obéit  à-la-ibis  à  sa  pesanteur  propre  et  à 
l'action  des  particules  con ligues,  action  qui  est  sans 
cesse  favorisée  ou  contredite  par  leur  adhérence 
réciproque.  Or,  on. conçoit ,  sans  qu'il  soit  peut-être 
possible  de  le  démontrer  en  rigueur,  que  toutes  ces 
■forces  peuvent  tellement  se  combiner  c'uti'elles ,  que 

la 
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la  vîtesSe  de  la  liqueur,  au  sortir  de  l'orifice,  soit 
la  même  que  si  elle  éloit  produite  par  le  poids  de 
la  colonne  supérieure.  La  chose  est  du  moins  in- 
dubitable par  l'expérience.  Seulement  on  observe 
que  si  l'orifice  est  un  peu  considérable,  la  vitesse 
n'acquiert  sa  plénitude  uniforme  et  permanente 
qu'au  bout  d'un  certain  temps;  car  on  trouve  alor3 
que  la  quantité  de  liqueur  qui  sort  pendant  les  trois 
ou  quatre  premières  secondes  de  l'écoulement,  est 
un  peu  moindre  que  celle  qui  sort  pendant  troft  ou 
quatre  autres  secondes  de  la  suite  du  temps.  Plus 
l'orifice  est  grand ,  plus  cette  inégalité  se  lait  apper- 
cevoir. 

224.  Problème  I".  Le  vase  Â'BCD  qui  donne  de 
l'eau  par  le  petit  orifice  pq ,  horizontal  ou  latéral, 
étant  suppose'  entretenu  plein  à  la  même  hauteur 
Rq  au-dessus  de  eet  orifice,  au  moyen  d'une  eau 
ajjlucnte  qui  remplace  continuellement  celle  qui 
sort;  on  demande  une  équation  qui  contienne  la 
relation  entre  la  quantité  d'eau  écoulée,  l'aire  de 
V orifice,  le  temps  de  l'écoulement  et  IakauteurVLy. 

Nommons  K  l'aire  de  l'orifice  pq  ;  t  le  temps 
de  l'écoulement}  h,  la  hauteur  constante  Rq  de 
l'eau  dans  le  Tase,  au-dessus  de  l'orifice;  Q,  la 
quantité  d'eau  écoulée  pendant  le  temps  t;  6,  le 
temps  donné  qu'un  corps  grave  met  à  tomber  de 
la  hauteur  a ,  donnée.  Si  l'on  fait  cette  propor- 
tion, a-:  If  h  ::  fl  :  un  quatrième  terme  ,  ce 
(  V  h 

qualrieme  terme    pp      sera  le  temps  qu'un  corps 
Tome  I.  T 
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grave  itietlroil  à  tomber  tic  la  hauteur  h.  Or,  durant 
ce  même  temps,  il  doit  sortir  (2'Ji)  une  colonne 
fluide  qui  a  l'aire  A'  pour  base  et  -j  h  pour  hauteur, 
puisque  la  bailleur  h  est  constante,  et  que  par  con- 
séquent la  vitesse,  au  .sortir  de  l'oriiiee,  demeure 
toujours  la  même.  Ainsi  la  colonne ,  ou  quantité  de 

%y  h 

fluide,  qui  sort  pendant  le  temps — — -r — ,  est  ex- 
primée par  i  Kh.  Maintenant,  il  est  clair  que  les 
quantités  de  fluide,  qui  sortent  pendant  les  temps 

~—pJ^—tA  t,  sont  entr'elles  comme  ces  temps,  ce 

.  ,      ,  .      %y  h  „  _  _ 

qui  donne  la  proportion  ,  —ç^- —  :/.'.'  i  A  h  :  Q ; 

d'où  l'on  tire  I  Q  =  a/X|/«.|/i,  qui  est  la 
formule  demandée. 

1-2.5.  Corollaire  1.  Des  six  quantités  que  celte 
formule  renferme,  deux,  savoir  S  cl  a,  sont  tou- 
jours données;  et  nous  supposerons,  d'après  l'ex- 
périence,- que  a  étant  =  i5,i  pieds,  8=  i".  Mais 
les  quatre  autres  quantités,  A,  /,  h,  Q,  peuvent 
varier;  et  on  voit  que  trois  d'entr'elles  élan!  données, 
on  eonnoitra  la  quatrième  :  de-là  résulte  la  solulïou 
des  questions  suivantes. 

Question  I.  Connaissant  K,  t,  A,  fimWrQ? 

a  t  K  y  *  h 

Cette  question  se  résout  par  1  eq.  Q  =  (  . 

Par  exemple ,  supposons  que  la  hauteur  /;  de  l'eau 
dans  le  réservoir  soit  de  pieds;  que  l'orifice,  sup- 
posé circulaire,  ait  1  pouce  de  diamètre,  et  que 
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l'écoulement  dure  une  minute.  En  mettant  ces  don- 
nées dans  l'équation  précédente,  mettant  aussi  pour 
*,  i5,i  pieds,  et  pour  fl,  1  seconde  :  on  trouvera 
Q  ==  16216  pouces  cubes,  à  peu  de  chose  près.  Si 
on  veut  connoilre  le  poids  de  cette  quantité  d'eau, 
on  fera  la  proportion ,  1728  pouces  cubes  sont  à 
i52i6  pouces  cubes,  comme  70  livres,  poids  du 
pied  cube  d'eau  douce,  ou  de  1728  pouces  cubes, 
sont  au  poids  cherché ,  qu'on  trouvera  de  6 16  livres  . 
environ. 

II.  Connaissant  h,  t,  Q,  trouver  K? 

Celle  question  se  résout  par  l'éq.  K  —  ~r~l~j^~j~- 

Par  exemple,  soient        1  minule,  Q  =  8picds  . 

cubes,  ou  i38î4  pouces  cubes,  A=g  pieds  :  on 

trouvera  que.K  vaut  à-peu-prés  la  fraction  décimale 

0,82-i  d'un  pouce  carré. 

Si  l'orifice  doit  être  un  cercle,  on  aura  ( en  nom- 

,7                          7  " 
mant  rson  rayon  ) ,  r=  y   K,  la  fraction  • 

exprimant  le  rapport  du  diamètre  à  la  circonférence  ; 

ce  qui  donne  dans  le  cas  présent,  r~  6       '-  lignes 

environ. 

III.  Connaissant  h ,  K,  Q,  trouver  t  ? 

Cette  questionserésoutpaiTéq.  t  =  ■■  2^^- — -f — ■ 
Par  exemple,  supposons  A  — 9  pieds.,  K  =  y 
ponce  carré,  Q  =  <ioooo  pouces  cubes  :  on  trou- 
trouvera  /=  1 43,o5  secondes =2  minutes  23secondes 
à-peu-près. 

T  i; 
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IV.  Connaissant  Q,  K,  l,  trouver  h.  7 


Celte  question  se  résout  par  l'éq.  k= 


Par  exemple,  soient  Q  =  4oooo  pouces  cubes, 
K=  i  pouce  carré,  /  —  4  min  nies  =  sio  secondes  : 
on  trouvera  h  =  3  pieds  2  pouces  5  lignes  \  à- 
peu-prês. 

326,  Corollaire II. Lesoua/itile'sQ  elQ*  deliçuevr, 
gui  -sortent  dans  le  même  temps  par  les  orifices  K 
et  K.',  sous  les  hauteurs  ou  charges  constantes  h 
et  h' ,  sont  entr'ellcs  comme  les  produits  des  orifices 
par  les  racines  carrées  des  hauteurs. 

Car  on  a  les  deux  équations  Q  =  _ — , 

Q'  —  1       — , lesquelles  donnent,  Q  :  Ql 

Il  K.y  h  :  K.I  h'.  Ainsi  connoissant ,  par  l'expé- 
rience, tout  ce  qui  est  relatif  à  l'un  des  éeonlcinens, 
'  on  pourra  déterminer  tout  ce  qui  est  relatif  à 
l'an  Ire. 

.  Par  exemple,  l'expérience  m'a  appris  qu'un  ori- 
fice circulaire  de  1  pouce  de  diamètre,  percé  dans 
une  mince  paroi,  sous  4  pieds  de  charge',  donne 
5436  ponces  cubes  d'eau  :  si  je  veux  savoir  ce  que 
donnera  un  orifice  de  1  pouces  de  diamètre,  sous 
g  pieds  de  charge ,  je  ferai  la  proportion  ,1  X|/^ 
:4  X  :;  5436  pouces  cubes  :  .r  =  32616  pouces 
cubes  d'eau. 

On  observera  que  la  contraction  de  la  veine  flnido 
allécie  semblableiiieut  les  écouleinens  par  deux  ori- 
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fiées  de  même  nature ,  c'est-à-dire ,  ou  tous  deux 
percés  dans  une  mince  paroi,  ou  tous  deux  appar- 
tenais à  des  tujraux  additionnels  ;  de  sorte  qu'alors 
on  peut  taire  abstraction  de  l'effet  de  la  contraction 
dans  la  proportion  ,  Q  :  Q  'A  K^kiR'  ]/~  h'. 
Mais  si  l'un  des  écoulement  se  l'ait  par  un  orifice 
percé  dans  un';  mince  paroi ,  l'autre  par  un  lu  vau 
additionnel ,  il  faut ,  pour  avoir  égard  à  la  contrac- 
tion dans  lu  proportion  précédente  ,  diminuer  le 
premier  orifice  dans  le  rapport  de  fi  à  5  ,  ou  de  i(> 
à  10;  et  le  second  dans  le  rapport  de  8  à  ou  du 
16  à  i3. 

237.  Problème  II.  Le  vase  A13CD  (Fig.  4)  étant 
supposé  se  vicier  par  le  petit  orifice  pq  ,  sans  rece- 
voir de  nouvelle  eau  :  on  demande  le  temps  que  la 
surface  de  l'eau  mettra  à  descendre  de  la  hauteur 
donnée  Rk  t  pour  prendre  la  position  K.H? 

.Supposons  qu'au  bout  d'un  certain  temps,  la 
surface  de  la  liqueur  soit  parvenue  dans  la  posilior» 
indéterminée  Mm.  Qu'on  mène  parallèlement  à 
ce  plan  le  plan  infiniment  voisin  Nu.  Il  est  évident 
1".  que  durant  l'inslanf  que  Mm  descend  en  JV«, 
il  sort  par  l'orifice  /)  q  une  quantité  d'eau  égale  à. 
la  tranche  M  m  n  If,  qu'on  peut  regarder  comme 
un  prisme  dont  Mm  est  la  base  et  Ll  la  hauteur, 
et  qui  a  par  conséquent  pour  valeur  M  m  X  Ll. 
ia.  Que  durant  ce  même  instant,  la  hauteur  ver- 
ticale Lq  de  M  m  au-dessus  de  l'orifice,  peut  être 
regardée  comme  constante  ,  puisqu'elle  diminue 
seulement  de  la  quantité  infiniment  petite  Ll,  qu'on 
T  uj 
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peut  négliger  par  rapport  à  clic.  D'où  il  suit 
(225),  (  Qaest.  111),  qu'en  nommant  K  l'aire  de 
l'orifice  /)  y,  9  le  temps,  qu'an  corps  grave  met  à 
tomber  de  la  hauteur l'expression  de  l'instant  ou 
du  temps  élémentaire  employé  à  parcourir  /./sera 

y"  "'  " '  ^  nR  8'afi*1  P^us  'lue  de'tronver  'a 
.somme  de  tous  ces  temps  élémentaires,  correspondions 
à  la  hauteur  donnée  iî*.  - 

Sur  la  droite  IS,  égale  et  parallèle  à  fly,  comme 
axe,  et  avec  un  paramétre  donnée/?,  construisez  mie 
parabole  SFT;  prolongez  indéfiniment  les  sections 
^4D,  Mm,  Nn>  KM,  du  vase,  pour  avoir  les 
ordonnées  correspondantes  1T,  f''u,  Gg,  KF,  de 
la  parabole;  construisez  une  seconde  courbe  XZY~, 
telle  (pie  chacune  de  .--es  ordonnées  ï^a  soit  égale 
au  quotient  de  la  section  Mm  divisée  par  l'ordonnée 
y~u  de  la  parabole  :  alors  le  temps  employé  à 
parcourir  Rk  sera  égal  au  produit  de  la  quantité 

constante  par  l'aire  IEZX.  Car,  puisqu'on 

a  par  construction,  T^a—  et  par  la  pro- 

priété de  là  parabole ,  ]/*y S  ou  p^L  q  =  : 
le  temps  élémentaire  ■■■  6  *  ^.TL^  L  1  deviendra 
(en  mettant /^ge  X  ^ttpom  Mm,  -^-pour-J/V-y, 
P'G  pour  Ll),  -~ff^ra  X^«X  VG»  expression 
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qui  estle  produit  de  la  quantité  constante — 

par  l'élément  VqbG  de  l'aire  IEZX.  Donc  (  en 
désignant  par  T.  R£\c  temps  correspondant  à  Ri'), 
on  aura,  T.Rk=      „  *     X  IEZX. 

228.  Coronaire  I.  Les  quantités  a,  6,p}K,  étant 
constantes,  il  est  clair  que  les  temps  employés  à 
parcourir  les  hauteurs  E  L,  L  h,  sont  entr*mrx. 
comme  les  aires  correspondantes  If aX,  f^EZa. 
Donc  si  ces  aires  sont  égales,  ou  en  raison  donnée , 
les  temps  seront  égaux  ,  ou  en  raison  donnée. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  vase  siBCD 
soit  un  solide  produit  autour  de  l'axe  Rq,  par  la 
révolution  d'une  courbe  parabolique  DHq,  dont 
la  propriété  est  que  les  carrés  de  ses  ordonnées  RD} 
Lrn,  kll  sont  enlr'cux.  comme  les  racines  carrées 
des  abscisses  correspondantes  q  R,  qE,  qk.  Alors 
les  sections  circulaires  si  D,  Mm ,  KH  du  vase, 
qui  sont  enlr'elles  connue  les  carrés  de  leurs  rayons 
R  D,  Eni,  h  H ,  seront  en  ti  'elles  connue  les  racines 
carrées  des  abscisses  çR,  q  L,  qk ,  ou  /•nmme.les 
ordonnées  1T,  fu,  EF de  laparabolt  SFT.  Donc 
AD      Mm  KH 

tous  les  quobena  — ,  —y  —,  -vjr  sont  egauxj 
ce  qui  donne  pour  X  ZY une  droite  verticale  :  donc 
les  parties  de  !a  hauteur  Rk  étant  supposées  égales, 
seront  parcourues  en  temps  égaux. 

2?t).  Corollaire  IL  Connoissant  la  hauteur  Rk, 
on  eoitnoit  l'espace  siKHD ,  puisque  Ja  ligure  da 
T  iv 
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vase  est  donnée  ;  et  comme  on  vient  de  trouver  le. 
temps  que  le  fluide  met  à  s'abaisser  de         en  Klf, 
il  s'ensuit  que  l'on  connott  la  quantité  de  liqueur 
qui  sort  durant  ce  même  temps. 

•2'ôa.  Remarque.  Dans  la  solution  du  Problème 
précédent,  j'ai  employé  des  constructions  géomé- 
triques, pour  la  rendre  plus  élémentaire  et  pour  la 
mettre  à  la  portée  d'un  plus  grand  nombre  de.  lec- 
leurs.  Mais,  en  y  appliquant  le  calcul  intégral,  la 
solution  est  beaucoup  plus  expéditive:  En.  effet,- si 
l'on  suppose  la  hauteur  Rq  primitive  et  donnée  cïu 
ffuide=AJ  RL  =  x ,  la  section  Mm  —  X,  fonc- 
tion de.r,  donnée  par  la  figure  du  vase;  il  est  clair 
que  Lq  étant  la  hauteur  due  à  la  vitesse  du  fluide  , 
quand  la  surface  est  parvenue  en  Mm,  il  est  clair, 
dis-je  ,  (-2ii),  que  fa  quantité  élémentaire  d'eau 
qui  sort  pendant  l'instant  dl,  est  exprimée  par 

a  KdtlS[a(A— x)]  _ 
 (  .  Or  , 'celte  même,  quantité 

—  la  tranche  M  mn  N=  X  d  x.  On  aura  donc, 

d  ' = 1  x  Txp^v^r  ''  éq-"Mion  q"'°" 

intégrera,  soit  exactement,  soit  par  les  quadratures 
des  courbes ,  après  y  avoir  substitué  pour  X  sa 
valeur  donnée  en  constantes  et  en  x  dans  chaque 
cas  particulier. 

Par  exemple,  soit  Rq  D  une  parabole  ordinaire, 
qui  en  tournant  autour  de  son  axe  Rq  'produit  le 
vase  ^4 BCD.  Nommons  p  le  paramètre  de  cette 
parabole,  n  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
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mètre  :'la  tranche  MmnN  ou  A~r/x  sera  —  Up 

(A —  x)  (/i,  et  on  aura  dl= — >np—  x  d  x 
a  A  y  a 

y  (h—x),  dont  l'inlégrale  est  t  =  C  — — ., 

aA  K  " 

X  '  ^—  g—~  •  La  constante  C  doit,  être 

telle  qu'en  faisant  x  =  o,  on  ait  i  =  o;  ce  qui 

1       r,  *  n  p  h  y  h         '  ' 

donne.  C=  sxy~  "  — 

 (jt P  [hy  k— {h  —  x)yr  (h  —  x)  ]   • 

tâ\.-Schalie.  Dans  l'état  physique  des  choses, 
quand  la  surface  du  fluide  approche  de  ['orifice  , 
il  se  forme  au-dessus  de  cet  oi  ilice  une  espèce  d'en- 
tonnoir dans  lequel  l'air  s'introduit;  ce  qni  empêche 
en  partie  le  fluide  de  sortir  ,  et  dénature  l'écou- 
lement. La  formule  précédente  ne  peut  donc  servir 
â  déterminer  l'écoulement  que  jusqu'au  moment  où 
l'entonnoir  commence  à  se  former;  ce  qui  arrive 
pour  l'ordinaire  lorsque  la  surface  du  fluide  est  à 
3  ou  ,4  pouces  de  l'orifice. 

232.  Problème  III.  Le  Pose  ABCD  (Fig.  5), 
étant  supposé  prismatique  ou  cylindrique  ;  on 
demande  te  temps  que  la  liqueur  me  II  ru  à  s 'abaisser 
de  AD  en  iCH? 

On  voit  que  ce  problème  peut  être  résolu  très- 
simplement,  par  le  moyen  de  l'article  2^0.  Mais  eu 
voici  une  solution  élémentaire,  suivant  les  principe* 
de  l'article  227. 
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imaginons  qu'un  corps  non  pesant  soft  poussé 
de,  bas  en  haut,  suivant  la  verticale  y  R,  par  uni; 
force  accélératrice  constante  qui  lui  imprime  les 
mêmes  degré»  de  vitesse  que  la  pesanteur  imprime 
à  un  corps  qui  tombe  librement  ;  île  manière  que  le 
corps  ascendant  parcourt  l'espace  q  R ,  suivanl  la 
même  loi  et  dans  le  même  temps  que  le  corps  des- 
ccndanl  par.  la  pesanteur  parcourrait  L'espace  R:/. 
I!  est  clair  que  les  différenies  vitesses  du  corps  ascen- 
dant étant  proportionnelles  aux  racines  carrées  des 
espaces  parcourus  correspond  ans  ,  de  même  que 
celles  du  corps  descendant ,  pourront  être  exprimées 
par  les  ordonnées  de  la  parabole  SFT.  Supposons 
que  le  corps  ascendant  étant  arrivé  en  /,  il  par- 
coure le  petit  espace  IL  ou  GK  durant  un  temps 
infiniment  petit ,  avec  lu  vitesse  représentée  par  l'or- 
donnée correspondante  P u  de  la  parabole.  Tour 
trouver  l'expression  de  ce  temps  élémentaire,  je  con- 
sidère que,  suivant  la  théorie  de  la  chute  des  graves, 

le  temps  total  employé  à  parcourir  gR  est  — -j 

et  que  si  la  vitesse  finale  du  corps  ascendant  éloit 
continuée  uniformément,  ce  corps  parcourroîl , 

durant  ce  même  temps  à^X^. }  un  espace  =  ■2 y/?. 

Or,  dans  les  mouvemens  uniformes-,  les  espaces 
divisés  par  les  vitesses,  sont  entr/enx  commentes 
Wmps;  donc  (en  désignant  le  temps  par  la  carac- 
téristique ÎT,  placée  au-devant  de  l'espace  parcouru), 

nous  aurons  la  proportion -—y— 
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:  T.  G^ccquidonne  T.G^-J^J^ 
ou  bien  ^en  mettant  pour// y/?  sa  valeur  » 
T.  G  V  —  -y~  X  Comparant  ce 

petit  temps  avec  le  petit  temps X /^fl 

X  G  ,  .que  la  surface  de  l'eau  fmploic  à  par- 
courir le  même  espace  l.l  ou  f^G  (1-2-1  )^  et  con- 
sidérant que  fa= — — ,  par  construction  : 

on  verra  que  le  premier  est  au  second ,  dans  le  rap- 
port constant  de  l'aire  A'  de  l'orifice  à  l'aire  de  la 
section  Mm  du  vase,  laquelle  est  par-tout  de  la 
même  étendue,  puisque  le  vase  est  supposé  pris- 
malique.  Le  même  rapport  avant  lieu  entre  les  autres 
temps  élémentaires  que  le  corps  ascendant  et  la 
surface  de  l'eau  emploient  à  parcourir  des  pelils 
espaces  égaux  ,  on  conclura  que  le  temps  tolal  , 
employé  par  le  corps  ascendant  à  parcourir  la  hau- 
teur q  R,  est  au  temps  total  que  le  vase  metlroit 
à  se  vider  entièrement,  comme  l'aire  K  est  à  l'aire 
de  la  hase  BC  que  je  nomme  ^f.  Ainsi  le  temps 
cp^e  le  vase  ^4BCD  met  à  se  vider  entièrement 

•-'     W   x—  ■ 

En  regardant  KB  CH  comme  le  vase  proposé, 
on  démontrera  de  la  même  manière  que  :e  temps 
employé  par  ce  vase  à  se  vider  euti  renient  >  est  ■ 


□igifeed  Google 
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X  — j~.  Or  le  temps  que  la  surface  de 


iKTil 


y* 


l'eau  met  à  s'abaisser  de  D  en  /l//,  est  évi- 
demment égal  .à  la  différence  des  deux  temps  dont 


333.  Corollaire  I.  Noire  équation   T.  H  k  = 


'  ' ' - ^—j^? — —     -    »  fournil  la  manière  de 


construire  une  horloge  d'eau ,  ou  une  clepsydre, 
de  forme  cylindrique.  Par  exemple,  qu'il  s'agisse 
de  partager  la  hauteur  .4 B ,  en  douze  parties  qui 
soient  parcouru  en  en  temps  égaux  par  la  surface 
du  fluide  :  on  représentera  si  B  par  i44  ,  carré 
de  j  i  ;  de  ces  i44  parties  égales  qui  composent 
-7  5,  on  retranchera  121  ,  carre  de  11  ;  le  reste 
23  fera  conuoijre  la  première  partie  cherchée  ylM i 
de  i  1  1  ,  on  retranchera  1 00  ,  carré  de  i  o  ,  le  reste 
21  fera  conuoilre  la  seconde  partie  cherchée}  de 
100  ,  on  retranchera  8i  ,  carré  de  g,  le  reste  19 
fera  connoilre  la  troisième  partie,  etc.  D'où  l'on 
voit  que  les  pal  lies  successives  de  la  hauteur  qu'on 
demande,  sont  exprimées  par  la  suite  des  nombres 
•ïô,  ai,  ig ,  17  ,  i5 ,  etc. 

Quant  à  la  mesure  précise  du  temps  employé 
à  parcourir  chaque  partie  de  la  hauteur  j4 B,  on 
le  déterminera  par  notre  formule.  Ainsi ,  si  l'on 
veut  que  ce  temps  =  1  heure,  on  fera  t=  1  heure; 
et  il  faudra  tellement  proportionner  la  base  -V  cl 
la  haukur  h  du  vase  avec  l'aire  K  de  l'orifice , 


on  vient  de  parler.  Donc,  T.Hi  — 
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qu'on  ait,  i  heure  = 


ou 


hem 


On  voit  par  celle 


équation,  que  deux  des  trois  quantités  si ,  h,  Kf 
étant  données,  on  trouvera  la  troisième. 

Dans  l'usage  de  ces  sortes  de  clepsydres  ,  on 
aura  soin,  conformément  à  la  remarque  de  l'article 
a5i,  de  ne  pas  attendre  que  la  surface  du  fluide 
s'approche  trop  près  du  fond,  ou  de  n'employer, 
par  exemple,  que  les  onze  premières  divisions. 

Corollaire  II.  Si  l'on  a  un  vase  prismatique 
siBCD,  plein  jusqu'en  si  D ,  et  qu'on  lui  per- 
mette de  se  vider  entièrement;  qu'ensuite  l'ayant 
rempli  de  nouveau  jusqu'en  si  D ,  on  l'entretienne 
constamment  plein  à  cette  hauteur,  tandis  qu'il  sort 
de  l'eau  par  l'orifice  p  q  :  .il  sortira  dans  ce  second 
cas  une  quantité  d'eau,  double  de  celle  qui  est  con- 
tenue dans  l'espace  siBCD,  pendant  le  même 
intervalle  de  temps  que  le  vase  a  mis  d'abord  à  se 
vider  entièrement, 'abstraction 'faite  de  l'entonnoir. 
Car,  dans  le  premier  cas,  le  temps  que  le  vase  met 

à  se  vider  entièrement,  est  exprimé  par  ~j^yr'"  fâi)- 
Or  (iii)  la  quantité  de  liqueur  qui  s'écoule  dans 
lé  second  cas  ,  pendant  le  temps  — '  cst 

expnmeepar  ■  -  R   -  X  — —  =?      X  'h 

quantité  double  du  prisme  si  B  CD  qui  est  égal 


à  si  X 
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i7Â.  Corollaire  III.  Lorsqnîon  voudra  comparer 
ensemble  les  temps  des  écoulement  de  deux  vases 
prismatiques  qui  se  vident,  on  observera  qu'en  dé- 
signant  pour  le  second  vase  les  quantités  analogues 
à  Ru  ^  kq,  Rk ,  K,  par  les  mêmes  le  tires 
accentuées,  on  a  les  deux  équations,    T.  Ri 

=r=  JcVl       '  1K  A  -        x  y^a  ' 

d'oul'ontire,  T.RI-.  T.MU  ::  é^î~=t^Sl 

Ainsi,  les  temps  em- 
plnyés  par  les  surfaces  des  eaux  à  parcourir  les 
hauteurs  Ht,  R'  sont  eatr'eux  comme  les  pro- 
duits des  hases  des  prismes  par  les  différences  des 
racines  carrées  des  hauteurs  premières  et  des  .hau- 
teurs dernières  des  eaux  dans  les  réservoirs,  divisés 
par  les  aires  des  orifices. 

On  fera  ici,  par  rapport  aux  effets  de  la  contrac- 
tion de  la  veine  fluide,  une  remarque  analogue  à 
celle  qui  termine  l'article  226. 

^35.  Corollaire  IV.  Si  un  vase  prismatique  con- 
tenoit  des  fluides  de  différentes  espèces,  on  déter- 
minerait l'écoulement  delà  même  manière.  Car  soit , 
par  exemple  ,  le  vase  ^4BCD  (Fig.  6),  qui  con- 
tient trois  fluides  différens  BFLC,  FEGL,  EsiDG, 
lesquels  sont  supposés  ne  pouvoir  se  mêler  ensemble, 
les  plus  légers  étant  posés  sur  les  plus  pesans.  Que 
ce  vase,  se  vidant  par  l'orifice  p y,  la  surface  du 
fluide  inférieur  parvienne  en  un  certain  temps  /  dans 
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la  pnsilion  OP.  .Soicnl  p,  p1  ,p"  les  pesanteurs  spi>- 
cifiqu.es  de  ces  (rois  fluides.  On  voit  (3a),  que  la 
pression,  qui  produit  l'écoulement  par  l'orifice  p  </ , 
ésl  la  même  que  si,  à  la  place  des  deux  lin  ides  aiipè- 
■rieurs,  on  subsliluoit  des  fluides  île  même  espèee 

qu'e  BFLC,  et  dont  les  hauteurs  fussent  P  X  -  /'-, 
P 

— — -—  ..La  question  est  donc  de.  déterminer  la 

temps  de  l'écoulement  d'un  seul  fluide,  pareil  à 
BFLC,  el  dont  la  hauteur  au  premier  instant  du 

temps  t  est  B  F-h  P'  *  F*        **'xEA\  Nom_ 

P  P 
mous  H cette  hauteur  ;  el  h  la  hauteur  dernière,  ou 
celle  qui  répond  à  la  fin  du  Wmps  t  que  le  fluide  a 
mis  à  parcourir  l'espace  II— h.  On  aura  (eu  con- 
servant les  autres  dénominations  de  l'article  23a  ) 

._  u(V  it-V  i>)  . ,.  . 

'  =   ATI/"   : — '      Pour  avojr  le,  temps 

Cjue  noire  fluide  fictif  met  à  parcourir  la  hauteur  FB, 
ou  ,  ec  qui  revient  au  même,  le  temps  que  le  fluide 
inférieur  B  F  T.  Cnie!  à  sortir  entièrement,  il  faudra 
faire  dans  l'expression  précédente,  H — h  =  B F, 
0D  h  =  H_  B  F=    Pl  *  fj^EA  ■ 

P  P 
Le  fluide  inférieur  étant  sorti,  nous  pourrons  con- 
cevoir que  le  fond  du  vase  est  FL,  et  que  l'ori- 
fice pq  est  percé  dans  ce  fond.  Alors,  en  changeant 
le  fluide  supérieur  F^4D  G  en  une  autre  de  même 
espèce  que  FEGL,  on  trouvera  que  l'expression 
du  temps  t ,  que  le  fluide  FE  GL  met  à  sortir  tu- 


3o4  Hydraulique» 

■      xr     Mi      p"^EA  , 
dans  cette  expression  H=r  2>-i  y  ' 

A         P"  x         ;  ainsi  de  suite,  quel  que  soit  le 

nombre  des  fluides. 


CHAPITRE  III. 

J3c  l'écoulement  dus  eaux  par  un  petit  orifice 
de  figure  donnée ,  lorsque  tous  les  points  de 
cet  orifice  ne  peuvent  pas  être  supposés 
également  distans  du  plan  de  la  surface  du 
fluide. 

236.  Dans  la  pratique,  les  eaux  sortent  souvent 
par  des  ouvertures  latérales  qui ,  quoique  petites  en 
comparaison  des  amplitudes  ou  sections  horizontales 
des  réservoirs,  ne  peuvent  pas  cependant  être  cen- 
sées avoir  tous  leurs  point»  à  égales  distances  de  la 
surface  du  fluide.  Tels  sont ,  par  exemple ,  les  pertuis 
des  moulins.  Alors  la  méthode  ordinaire  est  de  dé- 
terminer l'écoulement  d'après  ce  raisonnement.  Con- 
cevons d'abord  que  l'orifice  soit  houché  par  une 
plaque,  et  qu'ensuite  on  perce  cette  plaque  d'une 
infinité  de  trous  par  lesquels  l'eau  s'échappe.  En 
regardant  chacun  de  ces  b  ous  comme  un  orifice  par- 
ticulier 
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ticulier  el  isolé ,  la  vitesse  en  cet  endroit  scroil  dûe 
à  fa  hauteur  correspondante  du  fluide;  donc,  ajoule- 
i-on,  si  l'on  multiplie  le  nombre  des  trous  à  l'in- 
fini, ou,  ce  qui  revient  au  même,,  si  l'on  imagine 
que  la  plaque  enlière  soit  oléc,  la  vitesse  en  chacun 
des  points  de  l'oriiice  proposé,  sera  dûe  à  la  hau- 
teur correspondante  du  iluidej  et  dans  la  détermi- 
nation de  la  quantité  d'eau  écoulée ,  il  faudra  avoir 
égard  à  celte  inégalité  des  vitesses.  Mais  on  ne  peut 
pas  se  dissimuler  que  ce  raisonnement  n'est  rien 
moins  que  démonstratif.  Tant  que  la  somme  des 
petits  trous  percés  dans  la  plaque  substituée  à  l'ori- 
fice ,  est  fort  petite  en  comparaison  de  l'amplitude 
du  réservoir,  les  portions  de  liqueur  qui  sortent 
par  chaque  trou,  sont  cliasséespar  les  poids  absolus 
des  colonnes  supérieures,  et  l'écoulement  se  fait 
comme  dans  l'article  224.  Mais  du  moment  rjuc  le 
nombre  des  trous  augmente  à  l'infini,  et  que  les  filets 
deviennent  eontigu.s  les  uns  aux  autres,  ou  ne  voit 
pas  clairement  qu'ils  doivent  sortir  de  la  même 
manière  qu'ils  sortiraient  par  de  petits  trous  isolés. 
Cependant  comme  cette  hypothèse  donne  des  ré- 
sultats assez  conformes  à  l'expérience,  je  la  pren- 
drai d'autant  plus  volontiers  pour  base  dans  les 
Problèmes  suivans,  qu'elle  mène  à  des  calculs  fort 
simples,  et  que  dans  les  questions  usuelles,  il  faut 
rechercher  celte  simplicité  autant  qu'il  est  possible 
sans  violer  les  droits  sacrés  de  l'exactitude. 

237.  Problème  I.  Exposer  en  général  la  manière 
de  déterminer  les  écoulemens  par  des  ouvertures 
'lame  I.  V 


SoS  Utduaitiujui, 

latérales  dont  tous  les  points  ne  peuvent  pas  être 

supposéi;  également  distans  delà  surface  du  fluide? 

En  supposant,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 
que  dans  les  écoulcmens  de  ce  genre,  la  vitesse  de 
chaque  point  de  l'orifice  soit  égale  à  celle  qu'un 
corps  grave  acquerroil  en  tombant  de  la  hauteur 
du  fluide,  correspondante  à  ce  point  ;  nous  imagi- 
nerons que  l'orifice  proposé  soit  partagé  en  une 
infinité  de  rectangles  ou  de  trapèzes  par  des  plans 
horizontaux^  et  regardant  clincun  de  ces  trapè/.es 
élémentaires,  comme  un  orifice  particulier,  dont 
tons  les  points  peuvent  être  supposés  également 
distans  de  la  surface  du  fluide  ,  on  déterminera 
(•J24)  la  quantité  de  liqueur  qu'il  doit  fournir 
pendant  un  temps  donné-  Ensuite  il  ne  s'agira  plus 
que  de  trouver  la  somme  de  toutes  ces  quantités 
élémentaires  de  fluide,  pour  avoir  la  quantité  totale 
que  l'orifice  entier  doit  donner  pendant  le  même 
temps. 

Faisons  quelques  applications  de  ces  principes 
généraux. 

238.  Problème  II.  Délemùncr  (Fig.  y)  la  quan- 
tité Q  d'eau  qui  soit  en  un  temps  donné  par  un 
orifice  rectangulaire  vertical  L  î*i  O  M ,  d'un  vase 
ABCU  entretenu  plein  d'eau  à  la  hauteur  constante 
R  V  ? 

Menez  parallèlement  aux  bases  opposées  et  hori- 
zontales LM,  NO  de  l'orifice,  les  droites  infini- 
ment voisines  XZ ,  xz ,  qui  déterminent  le  rec- 
tangle élémentaire  XZ z  x  de  la  surface  de  l'orifice. 
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H  est  évident  que  tons  les  points  de  ce  rectangle 
peuvent  être  censés  à  la.méme  distance  de  la  surface 
du  fluide.  Nous  supposons  qu'à  chacun  d'eux  ré- 
pond un<i  vitesse  doc  à  la  hauteur  RI.  Ainsi  (en 
nommant  t  le  temps  de  l'écoulement}  8,  le  temps 
de  la  chute  d'un  corps  grave  par  la  hauteur  «), 
la  quantité  d'eau  qui  sortira,  pendant  le  temps  /, 
par  le  rectangle  XZzxy  sera   exprimée  (224)" 

par  :  -  ,  ou 

par  aXZ  *'^a   x  H  x  y  RI.  La  ques- 
tion est  de  trouver  la  somme  de  foules  ces  quantités 
élémentaires  d'eau ,  afin  d'avoir  la  quantité  «totale 
qui  s'écoule  par  l'orifice  fini  LNOM. 

Pour  cela,  je  construis  sur  l'axe  Rf^,  avec  un 
parainèlre  quelconque  p  ,  la  parabole  R  T;  et  je 
prolonge  les  droites  KJlf,  IZ ,  iz  ,  f^O,  jusqu'en. 
Y,  S,  s,  T.  Le  petit  trapèze  parabolique  ISsi 
(qu'on  peut  regarder  comme  un  rectangle,  dont 
IScsl  la  base  et  //la  hauteur)  a  pour  expression 
Ii  X  IS  ou.  bien  (à  cause  de  IS^]/  RI  Xj/p), 
I  i  XV  RI  X]/"  p.  Donc  (  en  nommant  e  co  * 
trapèze;  q  la  quantité  élémentaire  d'eau  qui  sort 
par  le  rectangle  XZ  zx),  on  aura,  e  :  q  ;:  Ii 

XVRIXVP-    *XZ*'^*    X  Ii  X  1^  RI; 

■     1  *XZ  X  *V  *         TV     \  1) 

ce  qui  donne  q  =  e  X  Ty~~p  '  on 

voit  que  si  l'on  parvient  à  trouver  la  somme  des  c, 
c'est-à-dire,  la  surface  parabolique  K  P*"  TT}  on 
Vij 
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aura  ]a  somme  des  y,  c'est-à-dire,  la  quantité 
totale  Q  d'eau  écoulée  par  l'orifice N  O  AI  t  eij 
multipliant  l'aire  parabolique  Kf^TY,  par  la 

fraciion  constante  et  donnée  — -  —  —  *  -  —  -  . 

ttS  P 

Ayant  achevé  le  rectangle  HyTJf,  et  ayant 
mené  les  droites  SG ,  sg  parallèles  à  f^R,  j'o!  - 
.  -serve  que  le  triligne  parabolique  extérieur  RHT 
est  composé  d'élémens  SG ,  sg,  qui  sont  propor- 
tionnels { par  la  propriété  de  la  parabole)  aux  carrés 
des  parties  correspondantes  R  G ,  Rg ,  de  la  droite 
R  H  ;  clone  ces  élémens  croissent  comme  les  branches 
d'une  pyramide  qui  an  roi  t  son  sommet  en  R,  et 
R  II  pour  hauteur  :  d'où  il  suit  que  la  somme  des 
G  S,  ou  l'aire  RUT,  est  é^ale  au  tiers  du  produit 
de  la  hauteur  R  JI  par  la  droite  HT  qui  est  la 

dernière  dus  G  S.  Ainsi  l'espace  RHT=  J^HL. 
VRY.VT 

=  j  ;  cl  par  conséquent  l'espace  parabo- 
lique intérieur  RfT=  R^x  yT.  Sembla- 
blemenl  l'espace  parabolique  RKY—  — ifX  x 
J"".  Par  conséquent  l'espace  cherché  KKTY  = 
-^-(RTxyT  —  RKxKY).  Nous  aurons  donc 

0=4"  (JWxJT—  RKxKY)x  — Z4-—  -i 
ou  bien  (  en  mettant  pour  V  T  sa  valeur 
VVRXVpi  pour  iCr,  sa  valeur  yRKxVpi 
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et  supposant  f^R  =  IT;  RK  =  k;  JCZ  =  f), 

Q  =  —  ■— -   —  y  expression 

« 

dans  laquelle  toul  esl  connu. 

On  voit  que  parmi  les  sept  quantités  que  cette 
équation  renferme,  3  cl  *  sont  toujours  les  mêmes, 
mais  que  les  cinq  autres  Q,  H,  A*,/,  t,  peuvent 
varier,  et  que  quatre  d'entv'elles  étant  données > 
on  pourra  trouver  celle  qui  est  inconnue;  ce  qui 
fournit  des  questions  analogues  à  celles  qui  font 
l'objet  de  l'article  2i5. 

23g.  Corollaire.  Soit  nommée  x  la  hauteur 
moyenne  de  l'eau  au-dessus  de  l'orifice,  c'est-à-dire, 
une  bailleur  telle  que  si  tous  les  filets  d'eau  sortaient 
avec  une  seule  et  même  vitesse  égale  à  celle  que 
peut  acquérir  un  corps  grave  en  tombant  de  la  hau- 
teur J-,  il  s'écoulât  pendant  le  temps  l  la  même  quan- 
tité d'eau  qu'il  s'en  écoule  avec  les  vitesses  natu- 
relles dans  l'hypothèse  du  problème  :  on  aura  (224), 

Ç=  ■  Égalant  entr'elles  les 

deux  valeurs  de  Q,  et  dégageant  x,  on  trouvera 

x  =  — —  ^  H— h  y  -Celte  hauteur  moyenne 

diftïre  de  la  verticale  qu'on  élèverait  du 'centre  de 
gravité  de  l'orifice  LNOM  à  la  surface  de  i'eau, 
//  +  h 

et  qui  auroit  par  conséquent  pour  valeur,  ■ — — - — . 

Mais  plus  la  surface  de  l'eau  est  élevée  au-dessus 
de  la  base  supérieure  LM  de  l'orifice  (  lotîtes  choses.' 

V  iij  , 
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d'ailleurs  égales  ),  plus  la  différence  dont  il  s'agit 
diminue.  En  effel,  à  mesure  que  KR  augmente, 
tout  le  rcsle  demeurant  le  même,  l'arc  }  S'T  ap- 
proche de  pluî  en  plus  d'une  ligne  droite,  et  le 
segment  parabolique  K/^TSY  d'un  trapèze  recti- 
ligne.  Or  si  le  segment  parabolique  devenoit  réel- 
lement un  trapèze  reetiligne,  l'ordonnée  moyenne 
ou  la  vitesse  moyenne  de  l'eau  répondront  au 
milieu  de  Kfr.  Donc  aussi  la  hauteur  moyenne 
répondrait  au  même  point. 

•Aq.  Remarque.  Si  pour  résoudre  le  problème  pré- 
cédent on  emploroit  le  calcul  intégral,  on  auroil(tn 

2  t  fd  ;  (/  :  a. 

supposant  RI=z),  q  ou  dQ  —  .—— —  , 


tante  C  doit  être  telle  que  z  =  h,  donne  Q  =  o;  ce 
qui  donne  C=  Donc  en  général 

ç  =  *>fW-V)-V*  .  ct  fai5iml .  =  Ht on aura 


de  la  quantité  d'eau  qui  sort  pendant  le  temps  t  par 
l'orifice  entier  LNOM. 

a4i.  Problème  III.  Déterminer  la  qttantitii  d'eau 
qui  s*e'coule  en  un  temps  donné  par  l'orifice  trian- 
gulaire vertical  NK.0  (  Fig.  8  )  d'un  vase  ABCD, 
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entretenu  constamment  plein,  la  base  NO  de  cet 
orifice  étant  supposée  horizontale  ? 

Par  le  sommet  K  du  triangle  K NO, menez,  1» 
verticale  RKK,  qui  partage  ce  triangle  en  deux 
triangles  rectangles  KfQ,  KKN  ;  menez  ensuite 
les  deux  horizontales  infiniment  voisines  XZ.yxz; 
ce  qui  nous  donne  le  petit  orifice  élémentaire 
XZzx  pour  le  triangle  KKO. 

Soient  la  liaulenr  totale  RKK de  l'eau  dans  le  ré- 
servoir —II;  la  hauteur  RK—h ;  RX=^z;  KO— m; 
la  quantité  élémentaire  d'eau  qui  sort  pendant  le 
temps  /  par  l'orifice  XZ zx  =  dQ ;  le  temps  par  la 

chûte  donnée  a  =fl.  On  aura  XZ  —  —  ~  - — j 

et  dQ  =  ■?  ■  -  S =  ■  ^If^ifl,  dont  l'intégrale 

.  /-i   4(mA.s^j/V  „  _ 

est<?~  ~5(//— a'jT       ae/f-A)'  +  La 

constante  C  doit  être  telle  que  z  =  A,  donne 
 i  /  i>"   ni  -Faisant  z  = 

i5  {  7/  —  A  )  9 

fl,  on  aura  Ç  =  S--^_ —  -, 

pour  la  quantité  d'eau  qui  s'écoule  pendant  le  lemp* 
t  par  l'orifice  partiel  K  KO. 

11  est  clair  que  si  l'on  suppose  V N  —  n,  et 
qu'em.  substitue  n  pour  m  dans  la  formoîc  pretér- 
V  iV 
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dente,  elle  exprimera  la  quantité  d'eau  Q>  qui 
.seul  par  l'orifice  partiel  KA^JV.  Donc,  en  faisant 
NO  ou  m  -h  n  =  c,  on  aura,  Q  -h  Qj  = 

Me  (aAr+3//a  —  5  h  H3  ).  lAt 
 iS  ^  ff  y  j-  -  ,pour  l'expression 

de  la  quantité  d'eau  qui  .sort,  pendant  le  temps  /, 
par  l'orifice  entier  KNO. 

242.  Corollaire.  Soit  x  la  hauteur  moyenne  de 
l'eau  au-dessus  de  l'orifice  :  on  aura  (  2?4  ),  Q  = 
— IL! L.- — h).}/"  x  .  tf* —  Égalant  enlr'elles  les 
deux  valeurs  de  Qf  cl  dégageant  x,  il  viendra  #  = 

i6(aA*+3/f»  — 5A*«)«  r  ... 
— — —     ;  /  jy  "   '  *  ~-  ^c"e  expression  ilil- 

fère  de  celle  de  la  dislance  dû  centre  de  gravilé  du 
triangle  à  la  surface  du  fluide,  qui  a  pour  valeur 

h  H-  -|-  (  71—  h),  ou  ^A+A.  Mais  la  diffé- 
rence est  peu  sensible  ,  quand  la  surface  de  l'eau 
est  un  peu  élevée  au-dessus  de  l'orifice,  et  on  peut 

alors  supposer  *  —   3  j  P°111'  abréger  le 

calcul. 

243.  Schotie.  Si  la  pointe  du  triangle  éloit  en 
lias  et  la  ha.se  en  liant  (  Fig-  9  ) ,  on  IrouvcroiL  (  en 
faisant  RK=^H,R  y~  A,  NO~  c,  et  procédant 
d'ailleurs  de  même  ),  que  la  quanlilé  d'eau  qui  sort, 
pendant  le  temps/,  par  l'orifice  JCiVO,  a  pour  valeur 
/n  r  (  a /f' ■+ 5         5  //  h**  ) 

i5(//— ■h)i 
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Et  en  nommant  x  la  hauteur  moyenne  de  l'eau, 

i6fa^*  +  3A*  —  5/fk*)' 
on  auroit  x  =  —,  „     ;  .1  -■ 

244.  Problème  IV.  Déterminer  la  quantité  d'eau 
qui  sort  pendant  un  temps  donné  ,  par  V orifice 
circulaire  vertical  KMV1S  (  Fig.  10  )  d'un  vase 
entretenu  constamment  plein  ? 

Soient  RK,  RK  les  bailleurs  constantes  de  l'eau 
dans  le  réservoir,  au-dessus  des  points  le  plus  bas 
el  le  plus  liant  de  l'orifice.  Ayant  mené  au  diamètre 
vertical  K  f ',  les  ordonnées  in  Uniment  voisines 
JPM,  p  m,  lirez  le  rayon  OM. 

Nommons  t  le  temps  donné;  6  le  temps  par  la 
clu'Uc  donnée  */Q  la  quantité  d'eau  écoulée;  rie 
rayon  UK  ;  z  ['angle  KO  AI  pour  le  rayon  1  ;  n  le 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre;  «  le  rap- 
port de  la  bailleur  RO  de  l'eau  au-dessus  du  centre 
de  l'orifice ,  au  rayon  OK,  en  sorte  que  RO^nr. 
On  aura,  PM  =  rsin.  z  ;  OP  =  r  cos.z ;  RP ==n  r 
—  /-cos.  z;  P p  :=  d{  KP  )=^.rdz  sin.  z  ;  le  petit 
trapèze  PA1  m p  =  r*dz  (  sin. s)1.  Donc  (sa 4),  dQ  = 

—^Ç*-  X  i  r*  dz(  sin.  z)' .  //(  n  r —  r  cos.  z  ). 

Pour  parvenir  à  intégrer  cette  équation ,  on  obser- 
vera que  dz  (  sin.  z  )l  l/[  n —  cos.  z  ~]  =  dz  [  1  — 
(cos.  z  Y}]/r[n  —  cos.  z]=dz[i  —  (cos.  2)1]  X 

1         n    1  cos.  :  n~'(cos.;)'  n  j(co».«)' 

k  a 
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138  a56  3o?a 

—  elc.  ] 

Or,  comme  l'intégrale  qu'on  demande  doit  s'éva- 
nouir lorsque  s  —  o ,  et  recevoir  sa  valeur  complète 
lorsque  z  =  3rio  degrés,  le  calcul  peut  s'abréger 
considérablement.  Car  on  peut  négliger  dans  l'équa- 
tion différentielle  tous  les  termes  qui  renferm croient 
cos.a,  cos.  i  £,  cos.3  z,  cos.  4  z,  etc.;  parce  que 
ces  termes,  eu  passant  dansl'intégrale,  contiendraient 
&in.  z ,  sin.  2  z  ,  sin.  3  z ,  sin.  4  z ,  etc. ,  qui  s'éva- 
nouissent lorsque  Z  —  O ,  et  lorsque  s  =  36o  degrés. 
Par  conséquent ,  puisqu'on  a  en  général ,  {  cos.  z  )a 
  1  +ctf».  ai  _  j        -z  ^5   cos.  :  4- roa.  a  cos.  3» 


■;(cos.  a)4=i  +  - 


supposera  cos.  s  =  o,  (cos.  z  )a  =  (  cos.  z  )■> —  or 
(cos.*)4  =  l,  (em.zf  =  o,  (eos.  z)6  =.  etc. 

L'équation  a  înlegrer  sera  donc,  a(J  =  — 

x  *'  < 1  — 3Ï>  ^7  -  e,c' 5  :  d'où  1'on 

tire  (  en  faisant  après  l'intégration ,  s  =  36o  degrés 
_    a"    V    n        *Utr-V(*nr)  1  


qui  soit  pendant  le  temps  l  ,  par  l'orifice  entier 
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KMï^N.  Celle  série  est  si  convergente,  que  pour 
peu  que  OR  surpasse  OK,  il'sera  plus  que  suffisant 
d'employer  ses  Irais  premiers  termes  dans  lajwatiquc. 

245.  Corollaire.  Soit  x  la  hauteur  moyenne  île 
l'eau  au-dessus  de  l'orifice  :  on  aura  {iii  ),  Q 

—  — *  .   Égalant   entr'clles  les  deux 

valeurs  de  Q  et  dégageant  x ,  on  trouvera  x~nr 

(  i  ~-  — 9-_ _  etc.).  Par  où.  l'on  . 

voit  que  la  hauteur  moyenne  x  est  moindre  que 
Jt  O.  Lorsque  n  vaut  au  moins  î  ,  ces  deux  lignes 
peuvent  èlre  regardées  comme  égales  dans  la  pra- 
tique. 

246.  Remarque  I.  Lorsque  la  surface  de  l'eau 
affleure  l'extrémité  supérieure  K  du  diamètre  KK, 
on  a  et  la  formule  de  l'article  lii  peut 
donner  encore  Q.  Mais  alors,  en  cherchant  direc- 
tement Q,  on  trouvera  que  celte  quantité  peut  s'ex- 
primer par  une  équation  Unie. 

En  clfet,  on  a ,  dans  ce  cas, 
j  q   -lt  r'  y  *  r.  d  z  (sln.       \f  {  l  —  coa.  i  )  

Faisons  1 — cos.  z=y  ;  nous  aurons  dz  (sm.  a)1 
\f  (  i  —  cos.  z  )  =.y  dy  (  i  — y  )  y  dont  l'inté- 
grale est  yfdy  Y  C  3  —y  )  —fdyfdy  V  (2  —y  ) 

_  3j<3-jO  j  »(»  —  r)3  c 

a(siii.s)'t^(i+coa.g)  4  (1  4- cos.  i)a 

~~  3  »5, 
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4-  C.  En  déterminant  la  constante  C  par  la  condi- 
tion que  l'intégrale  s'évanouisse,  lorsque  £  =  o, 
t-l  reçoive  sa  valeur. complète,  lorsque  z~  180 

degrés,  on  trouvera  — -  *  ' r  ^  '  !  pourl'ex- 
nression  de  la  quantité  d'eau  qui  sort  par  le  demi- 
orifice  KMfj  et  par  conséquent  —  —  -^ff— ~ 

pour  l'expression  de  celle  qui  sort  par  l'orifice 
entier  KMfN. 

La  hauteur  moyenne  de  l'eau  est  exprimée  par 

la  fraction  ""~~~~~~7~^r~~  >  esl  à-peu-prés  égale 
îi  |*  r.  D'où  l'on  voit  que  cette  hauteur  est  toujours 
moindre  que  la  distance  du  centre  de  l'orifice  à  la 
surface  de  l'eau. 

247.  Remarque  II  Il  resterait  encore  à  donner 
une  formule  pour  mesurer  la  dépense,  lorsque  la 
surface  de  l'eau  est  au-dessous  du  point  K,  el  que 
par  conséquent  l'orifice  est  un  segment  de  cercle. 
Mais  je  ne  la  donne  pas,  parce  que  dans  les  pro- 
blèmes de  cette  espèce  où  la  surface  supérieure 
de  l'eau  n'est  pas  soutenue  par  In  paroi  à  l'en- 
droit de  l'oriiiee,  elle  s'abaisse  sensiblement  vers 
le  milieu;  be  qui  trouble  le  rapport  naturel  des 
vitesses,  et  empêche  que  la  théorie  ne  puisse  dé- 
terminer les  écoulemens  que  d'une  manière  assez 
imparfaite. 

24H.  Scholie  général.  Ces  exemples  suffisent,  ce 
me  semble,  pour  faire  'connoilre  lu  manière  de  de- 


terminer  les  ecouleraens  des  fluides  par  une  sente 
ouverture  latérale ,  de  vases  entretenus  constam- 
ment pleins.  Quand  un  fluide  sbrt-par  plusieurs 
ouvertures  à  la  Ibis,  et  que  ce»  ouvertures  son!  tou- 
jours  supposées  petites,  l'écoulement  se  fait  par 
chacune  d'elles  de  la  même  manière  que  si  elle  ctoit 
seule.  11  n'y  a  donc  à  cet  égard  aucune  nouvelle 
difficulté  dans  le  problème.  Seulement  on  doit  obser- 
ver qu'une  petite  orei  ture  placée  dans  le  voisinage, 
d'une  plus  grande,  donne  un  peu  moins  à  propor- 
tion que  celle-ci.  J'expliquerai  eela  en  détail  à  t'aide 
de  l'expérience. 

24g-  Problème  V.  Exposer  en  général  la  mé- 
thode de  trouver  l'expression  du  temps  [  que  l'eau 
met  à  s'abaisser  d'une  certaine  hauteur  dans  un 
va.se  ,  par  une  ouverture  latérale  dont  tous  les 
points  ne  peuvent  pas  être  supposés  à  la  même 
distance  de  la  sur/ave.  du  fluide ,  le  vase  se  vidant 
sans  rereuoir  de  nouvelle  eau? 

Ayant  supposé  d'abord  que  l'eau  se  soit  abaissée 
d'une  hauteur  indéterminée,  je  cherche  par  la  mé- 
thode de  l'article  2-ii,  la  quantité  de  liqueur  qui 
sortiroit,  par  l'orifice  entier,  pendant  le  temps  élé- 
mentaire dl,  si  la  surface  de  l'eau  deincuroit  tou- 
jours dans  cette  même  position.  La  quantité  dont  il 
s'agit  est  toujours  de  celte  forme  Fxdt3  F  éùjjf 
une  fonction  donnée  de  l'orifice  et  de  la  hauteur 
actuelle  de  la  surface  de  l'eau  au-dessus  d'un  point 
donné  du  même  orifice.  Ensuite  je  suppose  que  la 
surface  de  l'eau  s'abaisse ,  pendant  l'élément  du 
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temps ,  d'une  hauteur  iniïnimenl  petite ,  en  sorte; 
qu'il  a'écoule  une  quanlitt-  d'eau,  qui  est  égale  au 
produit  de  la  .surface  du  fluide  par  la  pelile  hau- 
teur dont  elle  s'est  abaissée,  et  qui  a  par  conséquent 
pour  valeur  Xdx  ;  X  étant  la  surface  du  fluide, 
quantité  donnée  par  la  ligure  du  vase,  dx  la  hauteur 
élémentaire  dont  celle  surface  s'abaisse.  On  aura 

donc  l'équation  Fdl  =  Xdx,  ou  dl  =  —  *-~r — . 

Il  ne  s'agira  plus  que  de  subsliluer  pour  F  et  X 
leurs  valeurs  données  dans  chaque  cas  particulier, 
et  puis  d'intégrer. 

Montrons,  par  un  exemple,  l'usage  de  cette 
formule. 

i5o.  Problême  VI.  Trouver  le  temps  que  la  sur- 
face de  F  eau  met  à  s'abaisser  d'une  hauteur  pro- 
posée. ,  dans  un  vase  prismatique  vertical,  par  un 
orifice  rectangulaire  vertical  pratique'  à  l'une  de 
ses  parois  ? 

En  nommant  ^4  l'aire  de  la  base  du  vase;/ le 
côté  horizontal  de  l'orifice  ;  b  son  côté  vertical  ; 
ar  la  hauteur  variable  du  fluide  au-dessus  de  la  base 
inférieure  et  horizontale  de  l'orifice  ;  8  le  temps 
de  la  chute  par  la  hauteur  «  :  on  aura  (238), 

dx7=   3e  ' 

j'écris —  dx,  parce  que  /  augmentant,  x  diminue. 

De-là  on  tire  dt  —  ,  \ — S 


Digitiz-ed  b/ Google 


et  la  question  est  d'intégrer   ;  — '  .  . 

Or  ,  pour  cela  ,  je  multiplia  haut  et  bas  , 
par  x  I  +  (*  -  4)  U  ce  qni  donne  —^±L-^ 

~^ — 3  6  i*  —  3  6'  % + T!"~*  ^'ors  'a  Premïçre  partie 
devient  rationnelle,  en  faisant  x:==ya,-  et  la  seconde 
devient  aussi  rationnelle-,  en  faisant  x  —  A  =  2*  - 
elles  sont  donc  intégrahlcs  l'une  et  l'antre  par  les 
méthodes  d'intégration  pour  les  fractions  ration- 
nelles. Nos  lecteurs  achèveront  le  calcul. 

On  voit  que  dans  cet  exemple  ,  quoique  fort 
simple,  l'expression  du  temps  est  un  peu  compli- 
quée. Quelquefois  la  valeur  du  temps  est  affectée 
de  deux  signes  d'intégration,  et  aucune  des  inté- 
grales ne  peut  se  trouver  algébriquement.  Mais  le 
problême  est  toujours  soluble  par  la  méthode  des 
quadratures  ou  des  séries. 
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CHAPITRE  IV. 

De  l'écoulement  d'un  fluide  par  un  orifice 
horizontal  quelconque ,  en  supposant  que  les 
tranches  conservent  leur  parallélisme  ,  et 
que  tous  les  points  d'une  même  tranche 
s'abaissent  avec  la  même  vitesse. 

2,*)i.  Nous  avons  déjà  indiqué  (210)  celte  double 
hypothèse  :  nous  ajouterons  ici  que  la  première  1 
partie  semble  être  une  suite  nécessaire  de  l'expé- 
rience, qui  apprend  que  la  surface  supérieure  du 
fluide  demeure  toujours  horizon  laïc.  Car,  puisque 
la  première  tranche  conserve  son  parallélisme ,  il 
semble  que  la  continuité  du  fluide  et  la  force  d'adhé- 
rence réciproque  de  tous  ses  points,  demandent  rjue 
de  proche  en  proche  toutes  les  antres  tranches 
s'abaissent  parallèlement  à  elles-mêmes.  D'ailleurs 
les  mêmes  causes  qui  tendent  à  entretenir  le  paral- 
lélisme de  la  première  tranche  paraissent  devoir 
agir  sur  les  tranches  inférieures,  et  y  produire  les 
mêmes  effets,  du  moins  à-peu-près.  Quant  à  la 
seconde  partie  de  la  même  hypothèse,  elle  ne  peut 
pas  être  rigoureusement  exacte ,  lorsque  le  vase 
n'est  pas  prismatique  et  vertical.  Car  les  particules 
contigiiês  aux  parois  doivent  nécessairement  en 
suivre  la  direction.  Or,  si  ces  mouvemens  ne  sont 

pas 
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pas  verticaux,'  ils  'doivent  produire  quelques  allé- 
râlions  dans  le  mouvement  vertical  des  particule» 
voisines.  Mais  comme  le  nombre  des  particules  d'une 
tranche  qui  touchent,  les  parois ,  est  infiniment  petit 
par  rapport  au  nombre  des  autres  particules  de  la 
mclc  tranche,  on  peut  supposer  légitimement,  ou 
sans- craindre  d'erreur' sensible,  que  les  altérations 
dont  nous  venons  déparier  sont  Comme  nulles,  et 
jjue  tous  les  points  d'une  même  tranche  onl'la  même 
vitesse  verticale.  ■  ; 

Voilà  à-peu.-près  ,lcs  raisons  sur  lesquelles  an 
établi  Lia  double  hypothèse  proposée.  EUes  sont  cer- 
tainement très-admissibles. pour  la  partie  supérieure 
du  vase.  Il  n'en  est  pas  tout-à-fait  de  mémo  pour 
celle  qui  avoisinc  l'orifice.  Car  dans  cette  dernière 
partie  les  points  fluides  se  dirigent  de  tous  cotes 
vers  l'orifice  suivant  des  mouvemena  obliques;  et 
on.  ne  peut  pas'  supposer  que  les  mêmes  particules 
individuelles  forment  une  même  tranche  horizon- 
tale, dont  tous  les  points  s'abaissent  verticalement. 
Ainsi  il  est  impossible  que  l'écoulement  déterminé  0 
suivant  l'hypothèse  dont  il  est  question ,  puisse  être 
exactement  conforme  à  l'expérience.  Mais  on  sent 
d'un  autre  cote  que  le?  erreurs  de  la  théorie  doivent 
suivre,  du  moins ■  à-peu.  près  ,  la  même  loi  dans, 
loua  les  cas.  Si  l'on  a  donc  soin  de  constater  ces 
erreurs  par  quelques  expériences,  et  de  dresser  en 
conséquence  des  petites  tables  de  correction,  rien 
n'empêchera  d'appliquer  cette  théorie  à  la  pratique, 
en  faisant  dans  chaque  cas  parliculierja  correction 
Tome  I.  .  X 


donl  il  a  besoin:.  Avec  une  telle  restriction,  j'adapte 
■ici  la  même  théorie,  parce- que  tout  bien  pesé  , 
il  -me  paroil  très-diflicile  d'imaginer  d'autres  moyens 
plus  propres  à, représenter,  au  moins  sensiblement , 
Je  mouvement  des  fluides,  par  des  formules  qu'on 
puisse  appliquer  à  la  pratique.  '  « 

'  252.  Problème  I.  Trouver  en  général  une  équa- 
tion entre  la  hauteur  d'un  fluide  soumis  à  l'action 
de  la  pesanteur,  dans  un  vaxp ,  et  la.  vitesse  aie 
sorÛr  d'un  orijicc  horizontal  de  grandeur  quel- 

Imaginons  que  le  fluide  proposé  ^4  B  C  T) 
{.Ftg:  il)  soit  partagé  en  une  infinité  de  tranches 
horizontales  et  égales  ADda,  TV  ut,  etc.  qui 
s'abaissent  parallèlement  à  clles-mymcs,  et  dont 
chacune  a  la  même  vitesse  verticale  dans  toute  sa 
largeur.  Toutes  ces  tranches  agissent  les  unes  sur 
les  autres  dans  toute-  l'étendue  de  la  hauteur  Ry, 
soit  en  se  poussant,  soit  en  s'entrainnnt;  en  sorte 
nue  si 'la.  vitesse  des  unes  est  retardée  d'un,  instant 
ïi -l'autre,  la  vitesse  des  autres  est  accélérée.  Il  en 
çst  à  c.e't  égard_du  mouvement  des  particules,  fluides 
comme  de  celui  de  plusieurs  ^  >rps  solides-,  formant 
an  même  système,  dont  aucun  ne  peut  se  mouvoii- 
sansagir  sur  les  autres  et  sans  éprouver  leur  réac  - 
lion.  Ces  efforts  réciproques  se  combinent  tellement 
enlr'eux,  que  si  quelques  corps  perdent  du  mou- 
vement,  les  autres  en  gagnent  en  conséquence,  et 
que  la  somme  de  toutes  ces  variations,  est  néces- 
sairement zùto.  :  ; . 
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r  Ia  gravité.  •.   =  g, 

1    la  hauteur  donnée  Rq   —  A, 

1  l'aire  de  l'orifice  p  q   =  K, 

■  l'aire  exprimée  par.  la  ligne  A  D ,  et  qui 
1      est  une  fonction  de  Rq,  donnée  par 

]     k  figure  du  vase   =  M, 

Soient  i.  la  hauteur  indéterminée  Rit   ='i, 

I  l'aire  exprimée  par  T  F ,  fonction  don- 

à      née  de  x   =  y , 

M  la  vitesse  de  la  Irunchc  qui  sort  de  l'ori-' 


lo  vitessc.de  la  tranche  TV  ut... 
le  temps.  ,  


Supposons  que  dans  l'instant  3.1  la  vil  esse  v 
devienne  p-\-dv,  (dp  pouvant  être  positive  ou 
négative).  Il  est  clair  que  si'les  tranclies  n'agissoient 
point  les  unes  sur  les  autres,  la  vitesse  p,  à  la  fin 
de  l'instant  dt,  deviendrait  v-^gdt.  Ainsi,  puis- 
qu'elle devient  c  +  i/c,  et  que  v-hgdt  =  p-t- 
gd  t  -+-  d  v  —  dpy  on  Voit  que  le  fluide  rçstcr.oit 
en  équilibre  si  chaque  tranche  n'étoit  animée  que 
de  la  vitesse  gdt  —  dv.  Ces  sortes- de  vitesses  qui 
se  détruisent  mutuellement  et  qui  varient  d'une 
tranche  à  l'autre,  sont  les  unes  positives,  les  autres 
négatives;  et  on  a  par  conséquent,  sur  toute  l'étendue 
de  la  hauteur  Rq,j'dx{gdt  —  </v)  =  o}'ou  (en, 


mettant  pour  dt  sa  valeur 


—fdx  <ft>= o.  Substituant  pour  v  sa  valeur 
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,  .  KUdu— ùdy) 

pour  dp  sa  râleur  ;  ;  —  ,•  nous  auroni 

J      xu    -  -J  -  T—j}  =  °" 

■  Cela  posé,  comme  l'intégrale  doit  .être-prise  rela- 
tivement à  la  hauteur  Rq  ;  et  que  par  conséquent  u 
cl  du  doivent,  pour  le  moment  ,  élre  regardées 
comme  constantes}  que  de  plusse/ x  est  une  quan- 
tité constante  :  nous  pouvons' mettre  noire  équation  ' 

àous  cette fortnc,  — j'dx^Kduf d' 
-hKnydx  J  -^l—  ~o. 

Or  ,  fdx  devient  h;  j  —y—  (en  suppléant 

convenablement  les  homogènes)  peut  représenter 
l'aire  ,  que  je  nomme  JlT,  d'une  courbe  construite 
sur  l'axe  Rç,  et  dont  les  ordonnées  sont  récipro- 
quement proportionnelles- aux  différentes  sections 
du  réservoir  qui  répondent  aux  différent  poinls  de 

Rg;  J" — —-"représente  l'aire  d'une  courbe  qui 

doit  s'évanouir  quand  y  -=.^é.  D  =  M  et  recevoir 
sa  valeur  complète  quand  y — X,  cl  partant  cette 

aire==    ^t    -  ~^r~ •  De  plus >  dx=^Dda 

—  M  X  R  r.  Donc  l'équation  deviendra  i  gh  .  M2 
X  R  r—3  K* .  M:  If.  udu^-u  u  x  R r( K1  —  M*) 
=  o;ou  (en  .nommant*  la  hauteur  due  à  la  vitesse 
ce  qui  donne  uu  —  i  gs\t 
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(A),  h  .M*  X  Rr—  K?  .  M  .  N-ds  -i-'s  xRr 
X  (K*  —  M>)  =  oi 

équation  demandée,  qui  nous  sera  fort  utile. 

i57>.  Corollaire.  On  voit  «l'abord  que.si  l'orifice  K 
peut  être  suppose  infiniment  petit  par  rapport  aux 
amplitudes  du  vase  ,  cette  équation  devient  (  eu 
iK'^iigf'Linl  les  termes  qui  contiennent  K  ) ,  h  Al' 
X  Rr—APs  X  Ar=-o  ,  OU  s  =  h.  D'où  il  suit  . 
qu'à  cliaque  instant  la  vitesse  au  sortir  de  l'orifice  ' 
est  due  à  la  hauteur  h  du  fluide  au-dessus  de  l'ori- 
fice, comme  nous  l'avons  trouvé  (218). 

254.  Problème  II.  Déterminer  les  quantités  rela- 
tives à  l 'écoulement ,pour  un  vase  entretenu  cons  -_ 
iamment  plein  ? 

Supposons  que  notre  vase  ^4 B  CD,  soit  entre- 
tenu constamment  plein  à  la  hauteur  Rq  ;  et  ima-  . 
ginoas  qu'à'mcsure  qi!c  la  surface  yi  D  s'abaisse 
dans  un  instant  en  ad,  et  qu'il  sort  par  conséquent 
une  petite  quantité  de  liqueur,  égale  à  ^4  D  X  Rr , 
imaginons ,  dis-je  , -que  la  tranche'  s4  D  dû  est 
remplacée  par  une  aube  qui  est,  pour  ainsi  dire, 
créée  en  sa  placé,  et  qui  a  la  même  vitesse  qu'elle. 
Que  le  produit  K  X  z,  de  l'orifice  ./Cqiar  la  ligne  z 
représente  la  quantité  de  liqueur  qui  sort  pendant 
le  temps  t.  II  est  clair  qu'on  aura  K'dz—'M  X  Rr. 
Par  conséquent  l'équa-tion  (A)  deviendra  ici, 
k  APdz  —  K.  M'  *rd*-h(K*  —  M>)sdz  =  oi  ' 
'où  il  n'y  a  que  :  cl  s  de  variables. 

11  est  facile  d'intégrer  cette  équation;  car  si  l'on 
X  iij 
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fait  ,  pour  abréger  le  calcul  ,  — x~N~  ~  ^  ' 
-  A~— -y—  —f,  on  aura  d  s  f  s  d  z  =  b  d  z  ;■ 
ou  (   d  x.  =  — — -  ,  dont  l'intégrale  esL  z  = 


déterminant  la  constante  C  de  i 
donne  z  —  o  ),  =  —  "T-  L.  ^  b~f  )'  *-"elte 
équation  donne  eu  nommant  f  le  nombre  dont 
le  loyarilhinc  hyperbolique  c.t  1,  et  repassant  aux 

nombres),  s  =— ^—  ^  i  — c        ^.  On  a  donc  en 

termes  finis  la  relation  entre  la  hauteur  s  due  à  la 
vitesse  au  sorlir  de  l'orifice  et  l'espace  s  parcouru 
.  par  le  fluide  à  sa  sortie.  Par  conséquent  on  con- 
noîlra  la  quanlité  Al  s  de  liqueur  écoulée  pour  la 
hauteur  s. 

Si  on  vent  avoir  de  même  la  relation  entre 
le  temps,  /  et  la  hauteur  sj  on  observera  que 

dt  =.  41  =  u^r.wnr- Faisons  s  =r' 

nous  aurons  d  t  ■■ 


J            '  fV*g 
x     H*    _      1  (  dy    +    dy  \ 

dont  l'intégrale  est  t  =  si  -f-  —  7- — —  X 

f  '  (    Z-y    )  =        +  "7Î X 
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£  ( j£?jtKÏL\  Donc  la  constante  A  est  zéro, 
parce  que  t  et  s  sont  zéro  en  même  temps.  Ainsi 

comparer  ce  temps  à  celui  A  qu'un  corps  grave  met 

a  y* 

à  tomber  de  la  hauteur  «;  car  on  a  fl  = 

La  relation  entre  i  et  z  se  trouvera  en  mettant 
dans  l'équation  dt  =  pour«s-avaleurf/-jg\ï, 
ensuite  pour  *  sa  valeur  en  z,  trouvée  ci -dessus  : 
par-là  on  aura,  i//  =  '■  ~T^T- 


" —  r^-j  on  anralàtranformée,cf  /  =- — 


/7  Vv^Sf) 


dy 


~  iKli-r] 
dl 


,  ou  {  en  faisant  1  —  _y  =  j:  a-  ), 


Kl'',-/     .  K(»»s/) 

^ — ^ — -  H  — ,  dont  l'intégrale  est  /  = 

ou  bien  {  en  chassant  x  ),  i  = 


X  iv 
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11  ne  faut  poin!  ajouter  de  constante,  parce  que 
z  a=  o  donne  (  —  o,  comme  cela,  doit  être,  Par 
Je  moyen  de  celte  équation  ,  on  connoîtra  la  quan- 
tité d'eau  qui  s'écoule  on  un  temps  donné  :  car  celte 
quantité  =  K  X  z,  qu'on  peut  exprimer  mainte- 
nant en  fonction  du  temps  et  de  constantes. 

(255-)  Remarqua.  La  manière  dont  nous  avons 
imaginé  (  art.  •préecd.  )  que  le  vase  ^4 B  CD  est  en- 
tretenu constamment  plein,  a  rarement  Heu  dans 
ra  pratique.  Ordinairement  la  nouvelle  tranche 
*4Ddat  ajoutée  à  chaque  instant  pour  réparer  la 
dépense  qui  se  fait  par  l'orifice  pendant  le  même 
instant,  est  fournie  par  une  allusion  latérale  \  et  elle 
reçoit  sa  vitesse  de  celle  qui  la  précède  en  descen- 
dant et  qui  l'entraîne  en  vertu  de  la  ténacité  réci- 
proque des  parties  du  fluide.  Alors  il  faut  l'aire  quel- 
que changement  à  la  méthode  de  l'article  précédent, 
pour  l'appliquer  au  cas  dont  ii  s'agit. 

Soient  ^"'la  vitesse  de  la  tranche  -rfDda;y  la 
vitesse  de  la  tranche  indéterminée'  Tfut;  g  la 
gravité  ;  l  le  temps  ;  rH=  x.  Si  la  tranche  jîDdà 
éloit  livrée  à  l'action  libre  de  la  pesanteur  ,  elle  ac- 
querrait dans  l'instant  dt  la  vitesse  gdt.  On  pourra 
regarder  celle  vitesse  gdt  comme  composée  de 
la  vitesse  /•'"et,  d'une  autre  gdt  —  y  qui  doit  être 
anéantie.  Par  conséquent  si  cette  même  vitesse 
gdt.  —  /^çxfstoit  seule  dans  la  tranche  jéDda 
et  si  les  autres  tranches  qui  répondent  à  la 
hauteur  r'q  étoient  animées  chacune  de  la  vitesse 
gdt  —  dt-j  tout  le  système  demeureroil  en  équili- 
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bre.  On  aura  donc  l'équation  R r  X  ( g d t  —  /^) 
-h j'dx{gdb — _dv)=o,  qui  devient  (en  négli-  1 
géant  gdt  par  rapport  à  F et  faisant  comme 
ci-dessus  si  D  =  M ,p  q  =  "K ,  /fy  ou  rq  —  li), 

—  iIlrxK.  M.  r.  u+2  #À  x  Ji*X  -fi/— 2  ^ 
X  ^f.  N.udu  +  Rr  x  X  (A1  —  J\P)  =  o: 
ou  bien  entore  (en  nommant  X  X~  la  quantité  d?eau 
qui  s'écoule  pendant  le.  teinpsi,sla  hauteur  due 

à  la  vitesse  u,  et  considérant  que  V :~ 
Rr=—^-,  uu  =  igs}, 

h  M1  d  z  —  (K*  -+-  M*)  s  d  z  —  K.  M% 
X  Nds  =  o  :. 

équation  qui  est  de  la  même  forme  que  celle  "de' 
l'article  précédent,  et  qui  est  par  conséquent  sus- 
ceptible des  mêmes  calculs.  "     .     ■  . 

Lorsque  l'orifice  K  peut  être  regardé  comme- 
"infiniment  peli! ,  on  a  ici  ;  comme  dans  la  première 
hypothèse ,  s  =  h.  .         •  ' 

(i5%)  Problême  III.  Trouver' les  quantités  re- 
latives à  l'e'eoulenient ,  pour  un  'vase  qui  se  vide 
sans,  recevoir  d»  nouvelle  eau?' 

Supposons  qu'au  premier  instant  la  surface- du 
lluide  soit  en  SX,  et  qu'au  bout  du  temps  /  elle 
prenne  la  position  indéterminée  stD,  la  hauteur 
R q  étant  ici  variable.  Il  est  clair  que  si  en  conser- 
vant d'ailleurs  les  autres  dénominations  de  l'article 
on  fait  Rq  —  z,  et  par    conséquent -R  r 
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= — dz,  l'équation  (Aj  s'appliquera,  ici ,  et  de- 
viendra ,  . 
JiPzdz-h  K*M.Nds  +  sdz{K*  —  JlP)=o. 

.'Cette  équation  est  réductible  à  la  Forme  d  s  -4- 
sPdz  =  Qdz,P  et  Q^tant  des' fonctions  de  z 
ét  de  constantes.  Pour  l'intégrer,  je  multiplie  tous 
«es  tonnés  par  une  fonction  $  de*  z,  telle  que  le 
premier  membre  devienne  iriléyrable  :  le  second  le 
sera  toujours,  au  moins  par  les  quadratures  ,  quelle 
que  puisse  élre  celle  fonction.  Nous  aurons  donc 
d'abord  <?  i/srf  if.tV  dz  =  ç  Q  d  z.  Ensuite  sup- 
posons qu'on  ail  ^  s  =  fq  Qdz,  et  par  consé- 
quent q  ds  H-  s  d-ç  =  <f>  Q  dz.  En  comparant  en- 
.semble  les  deux  équations  'différentielles  ,  terme  à 
■terme,   nous  .aurons  sd$=^<9sPdz,  ou  bien 

=  Pdz;  et  L.Q=fPdz.  Donc  en  nom- 

mant  e  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperboli- 

..  ,  :.  •  fi'd-..'- 

que  est  i ,  e[  repassant  aux  nombres,    —  c  , 

Substituant  celte  valeur  de  <f  dans  l'équation  <(s 

~  y*  Qdz,  nous  aurons      —  c     f  ^  d  ~  x 

fQc^1  dz.  On.  a  donc  là,  relation  çhlr* 
s  c\  z.    .  . 

Led  relations  entre  toutes  les.  quantités  qui  appar- 
tiennent au  problème,  se  trouvent  sans  peine 
comme  'dans  les  cas  précédera  ;  et  la  question 
se  réduit-  toujours  en  général  aux  quadratures 
des  .courbes.  Bornons-nous  à  l'examen  d'un  cas 
particulier. 
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l5j.  Problème  IV  .  Déterminer  l'écoulement, 
lorsque  le  vase  gui  se  vide  sans  recevoir  de  nou- 
velle eau ,  est  un  cylindre  vertical  ? 

Suivant  nos  dénominations,  M  représente  la  sec- 
lion  constante  et  horizontale'du.cylindre}  tf=~. 

Ainsi  l'équation  générale  de  l'article  précédent, 
devient 

M'zdz  -f-  K?zds  —  (M*  —  K*)sdz  —  o.- 
Soient,  pour  abréger  le  calcul,  — ^ —  =.  m,' 
M'  —  A' 

 —  =  n  :  nous  aurons  zds  —  nsdz 


H-  m  z  d z .  —  o.  Je  multiplie  tout  par  *  fonction 
de  z;  et  supposant  que  l'on  ait  q  z  s  +  J"$  mz  dz 

—  ^4,  celte  dernière  équation  donnera  y  zds 
-$-s(<tdz-irzdQ)-h  <p  mzdz  t=z  o.  Comparant 
terme  à  terme  «elle  équation  avec  l'équation  qz  ds 

—  <t.nsdz--h$mzdz  =  Q,  on  aura  <j>  dz  -+-zd$ 

donc  ' 

$  =  Bz  ■  ^       1  ^.  L'équation  <p  =  s  -i-  fqmzd z 

—  ^4 ,  deviendra  donc  ,.  (  i  —  n)  X  **•     "  -f-  • 

mz  "  =  m  H1  •  ,  en  nommant  II  la  hauteur 
primitive  et  donnée  du  fluide,  et  déterminant  la 

constante        par  la  condition  que  z  =r  II  donne 

s  =i  o,  ou  qu'au  premier  instant  la  vitesse,  du  fluide 
soit  nulle.  1 
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Si-,  au  premier  instant  le  fluide  aroit  dans  le 
cylindre ,  par  quelque-  cause  extérieure ,  une  vitesse 
.  dûe à  une  hauteur  donnée  é,  il  faùdroit  déterminer 
la  constante        par  la  condition  que  z  —  /{, 

donnât  s  =  b  X  O"  *ura  donc  toujours 

facilement  s  e.n  fonction  de  z  et  de  constantes. 

On  trouvera  aussi  sans  peine  la  relation*  entre  le 
temps  et  la  vitesse,  et  la  relation  entre  lu  temps  et 
la  hauteur  z.  %  .         ■  - 

Remarque  I. Lorsqu'on  a  n—  i*,ou  JM'!=i  K?t 
la  formule  de  l'article  précédent  donne  pour  a  une 
valeur  indéterminée.  Alors  il  faut  remonter  à  l'équa- 
'  tion  différentielle  M*  zdz -hK1  zd s  — (M\—K*) 
s  dz  —  o,  qui  devient,  2  z  dz  -rf-  ~  d s — sdz=.o  ; 

%d»  —  tdt           .    idz     ,   '    „.  ; 
ou  bien  f  =  — —  —  dont  1  inté- 
grale est  —  L .  -rf  —-  L  .  z3.  Donc  en  détermi- 
nant la  confiante  ^4  par  la  condition  que  z  —  H 
.  donne  s—o,  on  aura  s  =  z  .  L .  ^— T~l^ 

2?9-  Rsmrrque  II.  Nous  ferons  sur  ce  même 
-  problème  une  autre  remarque  qui  s'applique,  avec 
les  change  mens  convenables;,  à  toutes  sortes  de 
Vases.  Supposons  que  la  surlare  de  l'eau,  immobile 
au  premier  instant  dans  le  cylindre,  s'abaisse  de  la 
très-petite"  hauteur  g.  On  aura  z  =  II—ç,  et  (en 
négligeant  le  quairé  et  les  plus  .hautes  puissances 
.'  de  q  ) ,  z~        (  //—  y  f"  "  ~  H  ~  V  H  li~'l~lq, 
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H      q.  Substituant  ces  valeurs  clans  l'équation 

générale  (i — n.)  sz    a-\~mzl     n  =  mïll 
elle  deviendra  Hs-knsq —  m Hq  ==■  0 ,  ou  bien  « 
=  —  '  ou-encore '  cn  négligeant  le  second 

terme  du  dénominateur,  s  =  m  q'=  q  X —~-f — > 

D'où  il  suit  que  la  hauteur  due  à  la  vitesse  de  la 
surface  de  l'eau  dansle  cylindre,-es(  exprimée  par -y'.* 
Cette  surface  descend  doue  dans  les  premiers  ins- 
talla du  mouvement  à  la  manière  des  corps  qui 
tombent  librement  par  la  pesanteur,  ou  comme  .s'il 
n'y  avoit  pas  de  fond  dans  le  cylindre,  et  que  le 
fluide  tombât  tout  d'une  pièce.. 

'  De--là  on  a  tiré  une  objection  contre  l'hypothèse 
du  parallélisme  des  tranches.  If  est  impossible,  dit- 
on,  que  le  fluide  sortant  par  l'ouverture- pq  moindre 
que  le  fond  i?C  puisse  jamais  descendre  de  la. même 
manière  que  si  ce  fortd'nejui  faisoit  aucun  obstacle. 
A  cela,  on  peut  répondre  que  l'objection  seroitsans 
réplique,  si  sur  la'  hauteur  entière  Oq  du  cylindre 
les," vitesses  des  différences  tranches  étoient  égales 
enir'eîies  Mais  en  supposant  qu'à  une'petite  dis- 
tance du  fond  les  particules  se  dirigent  vers  l'orifice 
suivant  des  mouvemens  obliques  Mp,  Nq,  et- 
regardant!  les  portions  de  fluide  MpB,  NqC 
eoinme  stagnantes;  les  particules  qui  répondent  à 
l'espace  pMN'q  se  mouvront  plus  vile  que  celics 
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de  .la  partit;  supérieure  SMNX  du  cylindre  ;  et 
conséqueminent  il  pourra  se  faire  que  la  surface  de 
l'eau  descende*,  pendant  les  premiers  ïnstans,  a- 
peu-près  comme  un  corps  pesant  et  libre.  L'expé- 
rience doit  -seule  décider  entre  ces  deux  opinions. 
Or,  elle  apprend  qu'il  n'y  a  pas  de  porlion  de  fluide 
quf"soil  rigoureusement-stagnante,  et  que  toutes  les 
particules  onl  une  tendance  marquée  vers  l'orifice; 
mais  que  celles  qui  sont  dans  le  voisinage  du  Irou 
ont  des  mouvemens  plus  rapides  que  les  antres.  Il 
paroil  donc  que  dans  celte  partie  inférieure  du  vase 
l'hypothèse  du  parallélisme  des  tranches  n'a  pas  lieu  ; 
mais  elle  est  sensiblement  vraie  dans  tonte  la  partie 
supérieure.  D'ailleurs,  quand  même  elle  détermi- 
neroit  l'écoulement  d'une  manière  erronée  pour  un 
temps  qui  est- comme  infiniment  petit,  il  ne  s'ensuit* 
point  qu'elle  ne  soit  pas  propre  à  représenter. d'une 
manière  très-approchée  les  écoulçmens  qui  répon- 
dent à  des  temps  finis,  ou  que  du  moins  on. n'en 
puisse  tirer,  à  peu  de  chose  près,  les  rapports  de 
diflerens  écoulemens.  Car  si  les  erreurs  auxquelles 
elle  est  sujette  suivent  toujours  la  même  marche, 
*il  pourra  se  faire  que  les  écoulemens  naturels  et 
physiques  soient  entr'eux  commè  les  écoulemens 
déterminés -par  la  méthode  dont  il  s'agit. 

260.  Problème  V.  Trouver  le  mouvement  d'une 
quantité  déterminée  de  fluide  pesant  ou.  non,  qui 
se  meut  dans  un  vase,  soit  en  vertu  de*  la  seule 
pesanteur^  soit  en  vertu  d'une  impulsion  primitive 
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'  donnée  au  fluide ,  sot't  par  l'action  de  ces  deux 
forces  à  la  fois  ?  . 

'  L'équation  générale,  de  l'article  25a  ,  ra  nous 
donner  la  solution  de  ce  problème.  Conservant  donc 
la  même  Figure  et  les  mêmes  dénominations ,  con- 
cevons d'abord  que  le  l'on d  BC  spil  anéanti,  ou 
qu'on  ait  K==SC^  pour  permettre  au  fluide  de 
couler  le  long  du  vase, .suivant  la  loi  de  continuité. 
Supposons  ensuite  que  la  portion  donnée  de,  fluide 
occupé,  au  premier  .instant,  l'espace  SZKX.,  et 
qu'à  la  fin  du  temps  t  elle  .soit  parvenue  dans  la 
position  indéterminée  s4 B  CD.  II  est  clair  qu'en, 
nommant  z  l'espace  0 1{  parcouru,  Verticalement* 
par- la  surface  du  fluide,  les  quantités  M,  K,N,h 
.seront  des  fonctions  données  de  z  et  de  constantes  y 
puisque  la  figure  du  vase  est  donnée,  et  que  les 
deux  espaces  SZ  KX,  ^4  B  CD,  sont  égaux 
entr'eu»;  L'équalipn  qui  représente  le  mouvement 
du  fluide  sera  donc  toujours  de  celle  forme ,  Z  dz 
'  Z*  ds-i-BsZ!'  dz  =  6-r Z,  Z',  Z'i  étant 
des  fonctions  de  z  ;  si ,  B,  des  quantités  constantes  : 
et  on  intégrera  celle  équation  par  la  méthode  de 
l'article  -i 56.  Il  faudra  que  l'intégrale  soit  telle  que 
■  la  vitesse  initiale  d'tine  tranche  donnée  du  fluide 
soit  donnée.  ■    ■    .  '  .  . 

Quand  le  fluide  n'a  pas  de  pesanteur,  le  prc^. 
mier  terme  de  l'équation,  qui  esl  relatif  à  cette 
force ,  s'évanouit;  et  l'équation  devient  fort  simple.  ■ 

Connoissant  la  relation  entre  a  et  z  ,  on  trouvera 
facilement  /  en  *  ou  en,  z. 
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On  voit  que  ce  problème  peut  servir  à  .déter-, 
miner  Je  mouvement  de  l'eau  qui  coule  dans  de 
longs  tuyaux  abstraction  faiie  de  tout  frottement. 

261.  Problème  VI.  Déterminer  la  pression  qu'un 
fluide  voulant  dans  un  vase  ou  dans  un  tuyau , 
exerce  contre  ses  parois? 

Nous  tirons  encore  de  l'article  252'  la  solution 
de  ce  problème.  Reprenons  donc  l'hypothèse la 
construction  et'  les  dénominations  dp  cet  article. 
La  vitesse  avec  .  laquelle,  chaque  tranche  devroit 
tendre  à  se,  mouvoir  pour  demeurer  en  équilibre, 
étant  gdt  —  dv,  et  par  conséquent  la  force  cor- 
respondante de  la  même  tranche  étant  g  jT^' 

on  voit  qu'en  vertu  de  ces  forets  g  ~ — — 

les  tranches  se  pressent  les  unes  les  antres,  de  la 
même  manière  que  dans  un  fluide  jiesanl  et  «n  repos 
dans  un  vase  les  tranches  se  pressent  les  unes  les 
autres  en  vertu  de  la' pesanteur.  Donc  à  la  profon- 
.  deuf  RH{x),  la  pression' de  charpie  point  de  la 
tranche  TF ut  est  exprimée  par  f  dx  (g — 

Celte  force  qui  se  transmet  *en  tous  sens  ,  agit  . 
perpendiculairement  conlre  les  parois  Tt ,  f^u. 

Mettant  pour  dp  sa  valeur     -  —  d"~  "  dy  -    ,  on 

yy 

aura  r^=^ji  rSi  K»yd*  f-  dr 

J       dt         ■     dt    J      y  ,    .    ■  J      y*  ' 

■     ,  Les 
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Les  intégrations  indiquées,  doivent  être  effectuées 


s'évanouisse  lorsque  y=  D ,  cl  reçoive  sa  valeur 
èompléle  lorsque  y  =  Tf  —  H.  Ainsi  en  niellant 
pour  j'  dx  sa  valeur  MX  Rr,  on  trouvera  que  la 


valeurs. 

Si  la  valeur  de  la  pression,  pour  quelqu'endroit 
du  vase,  éloit  négative,  cela  signifierait  qu'en  cet 
endroit  les  tranches  n'agiraient  pas-  les  unes  sur 
les  autres,  et  que  par  conséquent  le  fluide  n'y  for- 
mcroil  pas  une  masse  continue,  ou  se  détacherait 
par  parties. 

262.  Problème  VII.  Trouver,  par  les  mêmes 
principes  ,  la  force  qu'il  faut  employer  pour 
soutenir  un  vase  qui  donne  de  l'eau  par  l'ou- 
verture p  q  ? 

La  force  cherchçc  est  égale  à  la  somme  des  pro- 
duits de  chaque  tranche  multipliée  par  la  force  en 
vertu  de  laquelle  la  même  tranche  demeiireroit  en 
équilibre  ,  par  la  même  raison  que  la  force  requise, 
pour  soutenir  l'effort  d'un  fluide  pesant  et  en  repos 


pression  fdx  (jg  — — ^  ,  qui  répond  à  la 

hauteur   R  H  —  g  X  RU  ^iSll  


Tonte  I. 


Y 
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dans  un  vase  est  ég.dc  à  la  somme  des  produils  de 

chaque  tranche  multipliée  par  la  pesanteur.  Ainsi 

elle  a  pour  valeur,//  dx   ,/7~)  == •/fi'.J' 

—  f  ^  "  Yt~ — '  ^a  PR'm'''rc  Par^e  est  poids 
même  du  Quide;  la  seconde  se  trouve  sans  peina' 
par  ce  qui  précède. 

i63.  Scholie général.  On  voit  par  la  théorie  géné- 
rale que  nous  venons  d'exposer,  que  dans  l'hypo- 
thèse du  parallélisme  des  tranches,  on  détermine 
d'une  manière  assez  simple  tout  ce  qui  est  relatif  à 
l'écoulement  des  fluides  qui  tiorleiit ,  par  des  ouver- 
tures horizontales,  des  vases  où  ils  -sont  contenus. 
La  même  théorie  s'applique  également  à  la  recherche 
du  mouvement  des  fluides  dans  de  longs  tuyaux 
inclinés,  quelques  sinuosités  qu'ils'  puissent  avoir 
dans  le  sens  de  leur  longueur,  pourvu  néanmoins 
que  leur  courbure  ne  varie  pas  trop  brusquement 
d'un  point  a.  l'autre.  Il  est  indifférent,  quant  à  la 
facilité  du  calcul,  de  supposer  alors,  ou  que  les 
tranches  sont  horizontales,  ou  qu'elles  sont  per- 
pendiculaires aux  parois  du  tuyau  en  chaque  en- 
droit. En  comparant  avec  l'expérience  les  résultats 
des  calculs  dans  les  deux  suppositions  ,  on  verra 
laquelle  mérite  la  préférence.  Je  n'ai  pas  besoin 
d'ajouter  que  dans. la  seconde  ,  les  tranches  ne  sont 
parallèles  cnli'clles  que  de  proche  en  proche  et  sur 
chacun  des  élémens  de  la  longueur  du  tuyau. 
A  l'égard  des  vases  qui  donnent  de  l'eau  par  de 
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grandes  ouvertures  latérales ,  leurs  éconlcmcns  ne 
peuvent  pas  être  déterminés  par  la  méthode  du 
parallélisme  des  tranches.  Car  lorsque  les  particules 
contenues  dans  le  vase  sont  arrivées  aux  environs 
de  ('orifice,  elles  se  détournent  de  la  verticale,  et 
prennent  des  directions  plus  ou  moins  co orbes  , 
tendantes  au  même  orifice.  De  plus,  à  leur  sortie, 
elles  n'ont  pas  la  même  vitesse j  les  plus  éloignées 
de  la  surface  du  fluide  se  meuvent  nécessairement 
plus  vite  que  les  autres.  11  n'y  a  dune  pas  alors 
d'autre  méthode  simple  et  commode  pour  déter- 
miner l'écoulement,  que  celle  du  chapitre  précé- 
dent; niais  il  faut  pour  cela  que  l'orifice  soit  petit 
en  comparaison  des  ampfitudes  du  vase,  comme 
nous  l'avons  déjà  observé. 


CHAPITRE  V. 

Méthodes  plus  exactes  que  les  précédentes A 
pour  déterminer  le  mouvement  d'un  fluide 
qui  coule  dans  un  vase. 

b64.  L'hypothèse  du  mouvement  parallèle  des 
particules  iluides  étant  sujette  à  plusieurs  dillicullés 
que  nous  avons  rapportées,  avec  les  explications 
que  l'on  donne  pour  les  résoudre,  ou  du  moins 
pour  les  atténuer,  les  Géomètres  onteherché  d'antres 
moyens  analytiques  plus  exacts  pour  représenter 
Y  ij 
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le  mouvement  des  fluidet..  D'Alembert  a  fait  voir 
depuis  long-temps  qu'on  pouvoit  appliquer  immé- 
diatement à  celle  recherche  le  principe  d'égalité 
de  pression  {liesistunre  des fluides,  iy5?;  Opus- 
cules Muth.  tome  J.er  et  f^).  Eulor  a  traité  depuis 
la  même  matière  avec  une  profondeur  et  une  abon- 
dance qui,  dans  l'étal  où  l'analyse  .se  trouve  aujour- 
d'hui,.ne  permettent  guère  .d'aller  plus  loin,  .sans 
envisager  le  problème  sous  un  point  de  vue  un 
peu  différent  (  ^ivad.  de  Berlin,  ij$5;  sicad.  de 
Pétersbourg,  1708,  1769,  1770,  1771)-  Malheu- 
reusement toutes  ees  formules  n'offrent,  pour  ainsi 
dire,  que  des  vérités  spéculatives  ;  et  quand  on 
veut  en  faire  des  applict lions  physiques,  il  faut 
tellement  les  simplifier  ou  les  dénaturer  par  diffé- 
rentes supposition;- ,  qu'il  auroil  peut-être  autant 
valu  établir  d'abord  le  calcul  sur  des  principes  moins 
rigoureux.  C'est  ee  qui  a  déterminé  d'Alembert  à 
proposer  (  Op.  Math,  tome  f^I ,  177$}  et  VIH, 
178-2),  une  nouvelle  méthode  plus  simple,  suscep-- 
tible  d'une  grande  exactitude,  et  dont  les  élémens 
peuvent  être  vérifiés  facilement  par  l'expérience. 
11  se  contente  de  supposer  que  la  surface  d'un  fluide 
qui  coule  dans  un  vase- demeure  toujours  horizon-, 
taie,  ee  qui  esl  conforme  à  l'expérience,  du  moins 
lorsque  l'orifice  n'est  pas  très-grand  relativement 
aux  dimensions  du  vase  ;  ensuite ,  il  imagine,  comme 
il  l'avoit  déjà  fait  dans  le  tome  I."  de  ses  Opuscules 
Malh.  publié  en  1761  ,  que  le  fluide  soit  partagé 
en  uns  infinité  de  tuyaux  infiniment  étroits  qui , 
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parlant  de  la  surface  supérieure,  viennent  se  ter- 
miner à  la  surface  inférieure  ou  à  l'orilice ,  par 
une  direction  plus  ou  moins  oblique,  scion  qu'ils 
sont  plus  ou  inoins  éloignés  il»  centie  de  l'orifice, 
de  manière  que  la  direction  du  filet  central  est  évi- 
demment une  simple  ligne  droite  verticale. 

'  Dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  pour 
l'année  1781  ,  M.  de  la  Grange  qui  avoit  déjà  ap- 
pliqué {^4cad.  de  Turin ,  1  762  ),  avec  le  plus  grand 
succès,  au  mouvement  des  fluides,  un  principe  i!c 
Dynamique ,  fondé  sur  la  méthode  de  mqximis  et 
minimis,  a  fait  de  nouveaux  efforts  dignes  de  son 
génie  ,  pour  perfectionner  la  théorie  générale  du 
mouvement  des  fluides,  cl  sur-tout  les  moyens  do 
l'appliquer  à  des  questions  particulières. 

On  trouvera  dans  les  deux  problèmes  suîvana 
la  substance,  ou  une  idée  générale  des  travaux  de 
ces  grands  Géomètres,  sur  une  matière  si  impor- 
tante. Je  commence  par  celui  qui  a  Ic*plus  de  rapport 
avec  ce  qui  précède. 

365.  Problème  I.  Déterminer  V écoulement  d'un 
Jluide  pur  l'orifice  d'un  vase  ,  dans  l'hypothèse 
que  la  surface  du  Jluide  demeure  toujours  horizon- 
tale ,  et  que  les  particules  se  meuvent  dans  des 
tuyaux  fictifs  depuis  la  surface  jusqu  'à  l' orifice  ? 

La  surface  j4  D  du  fluide  (  Fig.  11)  demeurant 
toujours  horizontale ,  il  est  évident  que  si  l'on  par- 
vient à  eonnoilre  la  vitesse  avec  laquelle  l'un  quel- 
conque de  ses  points  s'abaisse  à  chaque  instant» 
011  connoilra  aussi  la  quantité  élémentaire  d'eau  qui 
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sort  pendant  cet  instant  par  l'orifice  ,  puisqu'elle 
esl  égale  au  produit  de  la  surface  par  le  petit  espace 
que  parcourt  l'un  des  pointe  de  cette  même  surface. 
1\ous  allons  donc  chercher  le  mouvement  élémen- 
taire du  point  iï  qui  répond  verticalement  au  centre 
Il  de  i'oriikc  p q.  De-Ià  on  trouvera,  par  l'inlégra- 
tion,  la  quantité  d'eau  qui  sort  par  l'orilice,  pendant 
un  temps  fini. 

Considérons  la  ligne  verticale  RH  comme  l'axe 
d'un  tuyau  infiniment  étroit  II  S M  N  H,  dans 
lequel  toutes  les  particules  voisines  du  filet  central 
RM,  se  meuvent  de  la  même  manière  que  si  ce 
tii3_au  formait  nu  vase  isolé.  Nous  regarderons  , 
pour  la  plus  grande  généralité  ,  la  figure  du  tuyau 
comme  variable  d'un  instant  à  l'autre,  de  sorte  que 
celte  figure  étant  KSMWH  au  commencement 
d'un  instant ,  elle  devient  rs  m  n  H  à  la  fin  de  cet 
instant.  Imaginons  que  tout  le  lluide  contenu  dans 
ce  canal  soit  partagé  en  une  infinité  de  tranches 
horizontales,  d'un  même  volume.  Puisque  tous  les 
points  du  tilet  central  R H  s'abaissent  verticale- 
ment, il  est  clair  que  toutes  les  tranches  dont  il 
s'agit ,  peuvent  être  supposées  s'abaisser  aussi  verti- 
calement, avec  des  vitesses  qui  sont  réciproquement 
proportionnelles  a  leurs  largeurs.  La  méthode  de 
l'article  25î  pourra  donc  être  employée  ici  pour 
déterminer  la  vitesse  de  l'une  quelconque  des 
tranches,  et  par  conséquent  aussi  la  vitesse  de  la 
surface  RSt  ou  du  point  R. 
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i  hauteur  entière  /{ //  du  fluide   —  >' , 

i  hauteur  variable  IIP   =  *i 

i  tranche  première  RS&u  tuyau,  primitif.  =  R  , 

i  tranche  dernière  UN   =  //, 

l  tranche  dernière  Un  du  tuyau  varie 

l  vitesse  de  cette  tronche  Un   =.  "  ' 

i  tranche  indélerniini-c  l'm   —  y  , 

i  vitesse  de  cette  tranche   —  v, 

élément  du  temps   —  'II, 

dunl  le    point  Jt 


En  appliquant  ici  le  raisonnement  de  l'article 
ibi  déjà  cite,  on  aura,  pour  la  hauteur  entière 
RII,  l'équation  ,  J  d  -v  [g  d  t  —  d  v)  =  o;  ou 
bien,  gdtfdx—fdxdv  =  Q.  Ot,fdx—hf 
v==:  JfJ2-f  et  rfv—d  (\-!L1- ^  ,■  donc,  en  supposant 

qu'à  cause  de  la  variabilité  du  tuyau ,  m  devienne 
m  -H  tf1  m  ;  que  a;  élani  constante  ,  y  devienne 
y  H- ^  y  et  que  x  devenant  x  -+-  d  x,  y  devienne 

y  +  d  y  H~  ?  y  ■  on  aura  d  ^  ^ 

.        r  Jj,+  d  «  )  («  +  /«')     "j  _  f  \ 
L         y  +  rf/H-^  J       \   y  s 

m  il  u  +  u  /  m  m»  (  rfj-  +  Jy  )  

y  r'  ; 

Substituons  celte  valeur  de  de  dans  l'équation 
.  gdtj'dx  —  fdxd  i'=  o,  ou  hgdl—Jdxdv 
—  o;  mettons  aussi  pour  rfï  sa  valeur  qu'on  voit 
\  îv 
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être  ~  ■»  puisque  la  Iranchc  supérieure  R  s'abaisse 
avec  une  vitesse  =  —™i  enfin,  considérons  que 
toutes  les  intégrales  indiquées  doivent  être  prises 
de  manière  que  les  seules  quantités  dépendantes  do 
x  et  du  y  sont  variables,  et  que  les  autres  doivent 
être  regardées,  dans  ce  calcul,  comme  constantes. 
Par-là  nous  obtiendrons  (  en  observant  encore  que 
l'expression  y  dx  d'une  tranche  quelconque  est 

supposée  constante  ),  ^ —  -{m  du  +    S' m  ) 

f;  -^*fi<-ï";'  ■■■ 

r  dx 

Nommons  iV  l'intégrale  J~~  pour  la  hauteur 

entière  h;  effectuons  l'intégration  J*- — ~ — ,  de 

manière  que  l'intégrale  s'évanouisse  lorsque^  =  iï, 
et  reçoive  sa  valeur  complète  lorsque  y  —  II ; 
substituons  pour  y  d x  sa  valeur  Rdz;  et  2  g  s 
pour  «a  ,  s  étant  la  hauteur  dire  à  la  vitesse  //  : 
nous  aurons,  hRdz  —  /m1  N ds  —  -i  mNsfm 

+  m>.Md.  (—}.  

Pour  faire  disparaître  le  terme  qui  contient  J  m, 
ce  qui  simplifiera  le  calcul,  soit  &y  une  variation- 
de  y,  telle  que  l'on  ait  m  .  ày  —  m  J'y  — y  f  m, 
ou  £  y  =  +  &y  ■  l'équation  précédente  s» 

changera  en  celle-ci. 
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f  A  ).  h  R  d  z  — -  ma  Nd  s  H~  m1  s  Rdz 

{~i  jf)  +  3  m'  a7     *r  =  °- 

Dans  cette  équation,^ — —^JL^  représente  l'aire 
d'une  courbe  dont  l'abscisse  est  jt,  l'ordonnée  -  Aj*  -, 

y1 

laquelle  répond  à  l'axe  entier  R  H  et  ne  forme 
qu'une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre. 
La  nature  de  la  courbe  SMN  qui  termine  le  tuyau 
fictif  initial',  et  la  variation  Aj'  de  l'ordonnée  y, 
doivent  être  vérifiées  par  un  nombre  suffisant  d'ex- 
périencc.i.  Alors  on  pourra  faire  de  l'équation  (A) 
des  usages  analogues  à  ceux  qu'on  a  faits  de  l'équa- 
tion pareilte  de  l'article  ib'i. 

266.  Corollaire  I.  Supposons,  pour  éclaïrcir  ce 
que  nous  venons  de  dire ,  par  une  application ,  que 
le  vase  se  vide  sans  recevoir  de  nouvelle  eau,  et  que 
la  base  inférieure  //"du  tuyau  fictif  initial  soit  très- 
pelile  par  rapport  à  la  base  supérieure  R;  supposons 
de  plus  que  la  tranche  m,  qui  est  regardée  comme 
constante  dans  l'équauon  (A)  soit  égale  à  Alors, 
en  nommant  q  la  hauteur  variable  Rff,  ce  qui 
donne  dz  ^  —  dq;  et  négligeant  tous  les  termes  qui 
contiennent  II"1,  excepté  toutefois  le  dernier  qu'on 
verra  tout-à- l'heure  pouvoir  être  conservé  :  l'équa- 
tion (A)  deviendrasimplemcnl,  —  q  +  s  -f-      ■ ■*- 
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Cela  posé,  si  on  avoit  s  — y,  c'cst-à-dirc  ni  In 
vitesse  au  sortir  de  l'orifice  H,  éloit  due  à  la  hau- 
teur entière  du  Quide  dans  le  vase,  le  dernier  terme 
de  noire  équation  scroit  zéro.  Maïs  s'il  y  a  quelque 
différence  entre  s  et  y  ,  (  l'expérience  semble  en 
eflel  prouver  que  s  esl  un  peu  moindre  que  q  ), 
le  ternie  dont  il  s'agit,  qui  n'est  plus  zéro,  sert  à 
expliquer  celle  différence.  Or,  on  peut  attribuer 
à  ce  lerinc  différentes  valeurs,  telles  que  l'intégrale 

S  ^'rfAjf    s°*1  C0111l>;ira'Jl<!  *  l'intégrale  J~r~ 

qui,  dans  le  cas  présent,  est  — — . Carsoit, 

par  exemple  jj'  =  a  ■+-  p,  et  dy  —  dp;  Aj- 

p"  dq  A  d  p  ..         .  . 

=  -;  — ;  dx  —  ——  — — :  il  eslclaireiue 

(«+/>)'  p'ia+p)*  1 

les  deux  différentielles  —  f  -  et  — *       ,  c'est-à-dire , 
r  y'd<i 

dp  Ap" — r  d  p 

—  -—  et  —  ,  -,  seront  comparables 

(o+pf  (o+/,j'  +  -t-  = 

entr't-iles,  en  prenant  eonvcnalilement  les  exposans 
n,  h,  r.  11  pourra  même  se  l'aire  que  la  seconde  soit 
beaucoup  plus  grande  que  la  première.  On  trouvera 
des  résultats  analogues  pour  une  infinité  d'autres 
suppositions  sur  les  valeurs  ilcy,  dx. 

267.  Corollaire  II.  Dans  l'Ivvpolliése  du  paral- 
lélisme des  tranches  sur  toute  la  largeur  du  vase, 
la  valeur  de  la  pression  en  chaque  point  des  parois 

est  {iBi)tfdx   57")  :      ,a  i'^^0»  pour 
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chaque  point  du  tuyau  fictif  RSMNH  a  sem- 

blablement  pour  valeur  fdx   ^;  initia 

comme  le  dv  n'est  pas  le  même  dans  les  deux  cas, 
les  pressions  ne  sont  pas  non  plus  les  mêmes.  La 

quantité J~ — ~-~-t  qui  affecte  maintenant  la  vi- 
tesse, affecte  aussi  la  pression;  et  celle  altération 
se  communique  de  proche  en  proche  jusques  aux 
parois  du  vase.  De-là,  en  examinant  par  la  voie 
de  l'expérience,  la  vitesse  avec  laquelle  le  fluide 
sorliroil  par  une  petite  ouverture  faite  aux  parois , 
on  pourroïl  tirer  de  nouvelles  lumières  suç  la  valeur 

de  la  quantité  J^— — - 

268.  Remarque.  Lorsque  le  vase  ^4 BCD  a  une 
largeur  finie,  l'ordonnée/  du  tuyau  fictif  RSMN/f 
peut  être  très -différente  de  l'ordonnée  correspon- 
dante du  vase  5  et  Je  lenne  qui  dans  l'équation  (A) 


peut  être  très-comparable  aux 

autres.  Mais  si  le  vase  est  infiniment  étroit,  la  vi- 
tesse de  tous  les  points  d'une  même  tranche  est  à 
peu-près  la  même;  l'ordonnée  du  tuyau  fictif  est 
à  très-peu  de  chose  près  l'ordonnée  même  du  vase; 
le  S'y  et  le  &y  sont  infiniment  petils  par  rapport  à 
dy.  D'où  il  résulte  que  dans  le  cas  présent ,  la  quan- 
tité —  "  '-^t..  sera  infiniment  plus  petite  par  rapport  à 
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"~~r~>  (IUC  l°rsquc  la  largeur  du  vase  est  supposée 

finie. 

Toute  celle  théorie  porte,  comme  on  voit,  sur 
des  élémens  qui  "doivent  être  donnés  par  des  expé- 
riences variées  et  répétées  de  plusieurs  manières  : 
expériences  nullement  difficiles  à  imaginer  et  à 
exécuter. 

-2(19.  Problème  II.  Déterminer  par  le  principe 
d'égalité  de  pression  ,  le  mouvement  d'un  fluide 
qui  coule  dans  un  vase  ? 

La  solulion  générale  de  ce  problème,  dépend  de 
plusieurs  considérations  que  nous  allons  exposer 
successivement. 

I.  Quelles, que  soient  les  forces  dont  une  masse 
fluide  en  équilibre  puisse  être  animée,  nous  avons 
vu  (  198,  n".  4  ),  que  si  l'on  conçoit  dans  cette 
masse  un  canal  de  figure  quelconque,  rentrant  en 
lui-même,  la  liqueur  contenue  dans  ce  canal  sera 
en  équilibre  indépendamment  du  reste  de  la  masse: 
c'est-à-dire ,  que  si  l'on  imagine  que  le  reste  du 
fluide  se  durcisse  sans  pouvoir  changer  de  place, 
ni  de  volume,  il  y  aura  équilibre  dans  le  canal, 
comme  auparavant.  Rien  n'est,  en  effet,  plus 
évident.  Car  le  fluide  contenu  dans  le  canal  demeure 
toujours  dans  le  même  état  de  compression ,  et 
chacune  de  ses  particules  est  toujours  également 
pressée  en  tout  sens;  il  n'y  a  par  conséquent  aucune 
raibon  pour  que  l'équilibre  se  rompe. 

XI.  En  conséquence  de  celle  loi,  considérons  dana 


Chapitre  V.  34g 

tin  fluide  en  équilibre  {Figure  i3)  quatre  point;., 
M,  N,  K,  H,  pris  où  l'on  voudra,  mais  situés 
dans  un  même  plan,  et  formant  enfr'eux  un  canal 
rectangulaire  MNKTI.  Ce  canal  sera  en  équilibre. 
Ayant  choisi  à  volonté  le  point  fixe  E,  cl  ayant 
mené  ,  pour  le  point  M ,  les  coordonnées  rectangles 
EP^x,  FM=y,  Pane  parallèle  à  MIT,  l'autre 
à  MN,  supposons  que  toutes  les  forces  auxquelles 
les  particules  du  Huidc  sont  soumises,  agissentdans 
le  plan  F.PM,  et  que  par  conséquent  chacune  d'elles 
soit  réductible  à  deux  autres,  l'une  parallèle  à  EP, 
l'autre  à  P M.  Nommons  P  el  P'  les  forces  qui 
poussent  les  points  M  et  N  parallèlement  à  EP; 
Çet  Qt  les  forces  qui  poussent  les  points  M  et  // 
parallèlement  à  PM ;  cl  que  ces  différentes  forces 
soient  des  fonctions  de  .r,  de  y,  et  d'un  temps  t 
écoulé  depuis  une  certaine  époque.  De  plus,  faisons 
MtI=J"x,  MN  =  Jy.  Ces  différentielles  "fr,  J'y 
sont  relatives  au  changement  qui  arrive  lorsqu'on 
passe  de  la  considération  du  point  M  à  celle  d'un 
autre  point  H  ou  A'  qui  eu  est  infiniment  proche, 
tandis  que  je  conserve  les  différentielles  d.v  et  d y 
pour  indiquer  le  changement  qui  arrive  lorsqu'un*) 
même  particule  passe  du  lieu  qu'elle  occupe  au  lieu 
Contigu.  Elles  se  trouvent  les  unes  et  les  autres  par 
les  mêmes  règles;  et  ou  doit  observer  que  dans  les 
différentielles  d'une  fonction  relative  aux  mêmes 
coordonnées  xely^f  x  et  dx  ont  toujours  le  mémo 
coefficient,  et  que  J'y  et  dy  ont  aussi  le  même 
«efficient. 
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Maintenant,  il  est  clair  qu'en  vertu  de  la  force 
Q,  la  pression  de  la  colonne  AIN  sur  le  point  jV~ 
est  Qfj  ;  et  qu'en  vertu  de  la  force  P> ,  la  pression 
de  la  colonne  NK  sur  le  point  K  est  P'  t  x.  La 
première  pression  se  transmet ,  connue  la  seconde, 
au  point  K;  cl  en  les  ajoutant  eiiseinble,  on  aura 
Q  +  i''  ^  x  pour  la  pression  totale  que  ce 
même  point  À'  souffre  de  la  part  du  fluide  M N K. 
De  même,  en  vertu  de  la  force  P  la  pression  de 
la  colonne  Mil  sut  le  point  //est  P  S  x  ;  et  en 
vertu  de  la  force  Q'  la  pression  de  la  colonne  HK 
sur  le  point  K'cst  Q'  J y.  Ajoutant  ensemble  ces 
deux  pressions  ,  on  aura  P  J1  *  -f-  Q1  <Py  pour  la 
pression  totale  que  le  point  K  souffre  de  la  part 
du  fluide  IllIÎK.  Or,  pour  qu'il  y  ail  équilibre, 
il  faut  que  le  point  K  soit  également  presse  par  le 
fluide  MNK,  et  rAr  le  fluide  M  H  K.  On  aura 
donc  Q  Py  +  Pifx  =  PJlx-i-Qlfy,  el  par 
conséquent  (Pi  —  P)*  x  =  {Q  —  Q)  f  y.'  Mais 
il  est  évident  que  P'  —  P  est  la  différentielle 
de  P  ;  et  qu'en  prenant  celte  différentielle  il  faut 
simplement  faire  varier  j',  puisque  du  point  Al  au 
point  infiniment  voisin  A',  x  cl  t  demeurent  cons- 
tants :  de  même  ,  Q'  —  Q  est  la  différentielle  de  Q, 
qu'il  faut  prendre  en  ne  faisant  simplement  varier 
que  x.  Donc  en  supposant  P'  — P  —  ^4  S  y,  Q'  —  Q 
=  ^.l  S  x ,  on  aura  ^4  S  y .  f  x  =  ^4 ' .  S-  x .  S  y ,  ou 
=  sft.  Par  conséquent  l'étal  d'équilibre  demande 
que  la  différentielle  de  Y,  prise  en  ne  faisant  varier 
ijuc  y ,  et  divisée  par  S  y ,  soit  la  même  que  la  clij- 
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férentielle  de  Q,  prise  en  ne  faisant  varier  que  x } 
et  divisée  par  <P  x. 
On  énonce  ordinairement  celle  proposition  d'une 

manière  commode  et  abrégée  que  voici ,  ^*  f  '  ^ 
=  ^,  ou  ce  qui  revient  au  même,  ~^ 

-(4)- 

III.  Tl  est  également  facile  de  trouver  les  condi- 
tions de  l'équilibre ,  qtia.id  les  forces  qui  agissent 
sur  le  fluide,  ne.  .sont  pas  dans  un  même  plan.  Car 
quelques  directions  que  ces  forces  aient,  elles  peu- 
vent toujours  cire  réduites  à  Irois ,  dont  deux  soient 
situées  dans* le  plan  EPM,  cl  la  troisième  soit 
perpendiculaire  au  même  plan.  Supposons  donc  que 
le  point  Jf  éprouve  Faction  des  trois  forces  P,  Q,  R, 
de  même  nature  que  les  forces  P,  Q,  du  n°.  précé- 
dent, et  parallèles  chacune  à  chacune  des  trois  coor- 
données rectangles  x  ,y  ,  s.  Concevons  ensuite  huit 
points  fluides  M,N,  K,  H,  Q,  0}  SS  li,  formant 
nn  parallélipipcdc  rectangle  qu'on  peut  regarder 
comme  composé  de  six  canaux  rectangulaires.  I,c 
fluide  sera  en  équilibre  dans  chacun  de  ces  canaux. 
Ainsi  l'équilibre  dans  le  canal  MNKH  donnera 

(^~-J—  ^  —  >  l'équilibre  dans  lu  canal 

*  J'emploie,  des  parenthèses,  ii  ta  manière  il'Eiiler,  pour 
distinguer  une  quantité  île  ec  genre  d'avec  le  quotient  d'une 
différentielle  divisée  par  une  autre  diiïùcnlielte. 
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M  O  QIJ donnera  (-^7-)  =  (~^r)  '  et  ^équi- 
libre dans  le  canal  J1NSO  donnera  (j—J^—^ 

=  (~f—~^-  Les  trois  aulrcs  canaux  donneraient 

les  mêmes  équations.  On  a  donc  en  général  les 
conditions  de  l'équilibre  d'un  iluide  soumis  à  des 
forces  quelconques. 

IV.  Tout  cela  posé,  que  le  Iluide  B  C  D 
[Fïg.  i4)  soumis  à  l'action  de  la  pesanteur  se 
meuve  dans  le  vase  qui  le  contient,  suivant  telle 
loi  qu'on  voudra;  de  manière  cependant  que  chaque 
point  M  n'ait  que  deux  mouveim :ns,  J'un  vertical 
ou  parallèle  à  EP ,  l'autre  horizontal  ou  parallèle 
à  P -11.  On  appliquera  sans  peine,  au  moyen  du 
n".  précédent,  la  même  théorie  à  l'hypothèse  où 
les  particules  du  fluide  auraient,  outre  le  mouve- 
ment vertical,  deux  monvemens  horizontaux  per- 
pendiculaires cnlr'cux  ;  ce  qui  est  le  cas  le  plus 
compose  du  problème,  puisqu'on  peut  toujours 
réduire  un  mouvement  quelconque  aux  trois  dont 
nous  parlons.  Ici  je  n'en  considère  que  deux  ,  pour 
simplifier  le  calcul. 

Soient,  comme  dans  le  n°.  Il,  quatre  points 
fluides  AI,  Ar,  K,  H  formant  un  parallélogramme 
rectangle;  qu'au  bout  d'un  instant  ils  parviennent 
respectivement  en  m,  n,  k  ,  h  ;  et  soient  menées 
à  l'axe  EP,  les  perpendiculaires  mp,  nf,  h  g,  kg. 

Supposons 
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la  gravite1  

E  P  

P  M  

P  O  

1"  ^P'  ;  

la  vitesse  liu  point-  jtî  parallèlement 

à  ep.:  

la  vitesse  du  même  point  parallèle- 
ment à  PM  
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Les  vitesses  u  et  c  varient ,  à  mesure  que  les 
coordonnées  x  eL  y,  et  le  temps  /  varient  :  elles 
sont  donc' en  général  des  fonctions  de  x ,  y  eL  t. 
Pour  déterminer  la  nature  de  ces  fonctions,  on 
observeSa  que  le  fluide  étant  supposé  couler  dans  un 

vase  ,  on  a  —  =  — — ,  lorsque^  =  z.  Or, 

est  une  fonction  de  i  cl  z,  donnée  par  la  figure 
du  vase,  cl  indépendante  du  temps.  1!  faut  donc' 
que  les  quantités  u  et  v  soient  telles  qu'en  faisant 
y=z,  la  fonction  du  temps  qu'elles.renfennent, 
disparoisse.  Il  y  a  plusieurs  moyens  analytiques  de 
satisfaire  à  celle  condition  :  car  soient,  par  exem- 
ple ,  u=M6  -+-  Ml  »  +  M"  611  -h  etc. ;  v  = 
W  6  -f-  N>  6'  JV"fl"  -h  etc.;  (8,  6',  fi  étant 
des  fonctions  du  temps;  M  et  N  des  fonctions 
de  y  et  z  M',  N' ,  M" ,  JV" ,  d'anlres  fondions 
de  x  et  z,  telles  néanmoins  qu'elles  s'évanouissent 

lorsque  y~ z ).  Il  est  clair  qu'on  aura  -"—  =  —£— 
=         fonction  de  x  et  z ,  lorsque  y  =  z.  Mais, 


Tome  I. 


Z 


sans  examiner  en  détail  toutes  les  capi  ces  de  fonc- 
tions qu'on  peut  employer  analytiquement  dans 
cette  recherche  ,  je  m'en  liens  à  la  supposition 
u  —  Jlli,  i'  —  N6,  qui  est  très-générale  et  qui 
suffit  pour  rendre  raison  du  mourëinent  d'un  fluide 
qui  coule  dans  un  vase,  tel  que  nous  le  considérons 
ici.  Si  le  fluide  avoit  une  étendue  assez  grande  pour 
qu'on  pût  le  regarder  comme  indéfini,  les  vitesses 
u  et  v  ne  seraient  pas  assujetties  à  la  condition  que 
nous  venons  d'exposer;  niais  alors  il  faudrait  sup- 
poser d'autres  conditions  équivalentes,  comme,  par 
exemple,  que  le  mouvement  du  fluide  parvient, 
par  line  cause  quelconque,  à  un  état  constant  et 
tel  que  pour  .les  mêmes  coordonnées  x  cl  y,  les 
quantités  M  et  N  ont  les  mêmes  valeurs;  sans  quoi 
le  problême  demeurerait  indéterminé.  • 

*  V.  Soient  du  =  d  (M/)  =  6  ^4  dx  -+-  S  B  dy 
-h M.  Tdl;  c/ï  =  (/(SiX)=II^/<  dx  +  SB'dy 
-h-N.'Tdt;  B<  étanl  des  fonctions  de 

*  cl  de  y->  r  une  fonction  du  temps,  dx  et  dy 
les  espaces  parcourus  verticalement  et  horizonta- 
lement par  le  point  M,  durant  l'instant  d  t.  En 
mettant  pour  dx  sa  valeur  a  d  t  ou  fl  M  d  t,  et 
pour  dy  sa  valeur  vdt  ou  6N~dl,  on  aura  la  force 
verlicale          =  fl*  ^ .  M+î*  B .  JV+  M.  T;  et 

la  force  horizontale  -4^-  =  ■  M  -+-  01  B> .  N~ 

-4-  N .  T.  Or,  i°.  si  les  particules  n'agissoieut  point 
les  unes  sur  les  autres ,  la  vitesse  verticale  u  dovien- 
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droit  à  la  fin  de  l'instant  dt,  u-k-gdt.  Donc, 
par  le  principe  tic  Dynamique  de  d'Alcmbcrt,  .si 
l'on  regarde  la  vitesse  u-\-gdt  comme  comptée 
des  deux  vitesses  n  -f-  du  clgdl —  du;  cl  si  l'on 
considère  que  de  ces  deux  vitesses  ,  la  première  est 
la  seule  qui  subsiste,  il  est  clair  que  la  seconde. g dt 

—  du  doit  êhe  telle  qu'elle  ne  change  rien  à  la 
première,  et  qu'elle  soit  anéantie.  ■>".  On  verra  de 
même,  ;'i  l'égard  de  la  vitesse  horizontale  qu'en 
vertu  de  la  vitesse  —  dv,  le  point  M  devroit  être 
en  équilibre.  Par  conséquent,  si  le  point  M  étoit 
soumis  à  chaque  instant  à  l'action  des  deux  forées 

du  dv       ..    ,  .  ,  . 

»--rfT»  11  âemeureroit  "» 
libre  j  ce  qui  donne  (N".  II)  l'équation  fonda- 

mcn,alc  (  n,-^'.«++!±»+x.Tn  ^ 

  /  d{  —  %*A'.M—VB'.N—N.T.\  \ 

—  \  d*  -y 

VI.  Comme  le  fluide  est  supposé  incompressible, 
le  rectangle  MNKH,  en  passant  dans  la  posilion 
mnkh,  occupe  toujours  le  même  espace.  Il  faut 
donc  trouver  l'expression  de  l'aire  m.  n  kh  et  l'égaler 
à  celle  du  rectangle  MNKH.  Pour  cela,  ou  ob- 
servera que  dans  l'instant  dt  le  point  M.  parcourt 
parallèlement  à  E  P  un  petit  espace  =  «  ci  i,  et 
parallèlement  à  ED  un  petit  espace  =pdl  ;  de 
plus  ,  puisque  les  di  lièrent!  elles  dy ,  <fy  ont  le 
même  coefficient,  on  voit  qu'au  point  N~  auquel 
répond  l'ordonnée  y  -+-  f>y  ,  la  vitesse  u  devient 
Zij 
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u~h5B<f-j',  el  la  vitesse  v  devient  f +  fl .  B<  J'y; 
aillai  le  point  iVparcourt  parallèlement  ;i  EP  un 
petit  e.space  =  («-(-  fl .  B  S  y)  dt,et  parallèlement 
k  ED  un  petit  espace  =  (  v  H-  fl  .  Si  fy  )  dt.  De 
même,  les  différentielles  cl  <f\r  ayant  le  même 
coefficient,  on  trouve  que  le  point  H  parcourt  paral- 
lèlement à  EPv.n  prtit  espace  =  («-+  fl. ^7  J  ar)tf*, 
eiparallêlementà£i3  un  petit  espacc=(eH-l} .  A^x) 
dt  ;  qu'enfin  le  point  £  parcourt parallelemenl  à  EP 
un  petit  espace  =(«-J-fl  .  A  #x  -+-  fl  .  B  fy)  dt, 
et  parallèlement  à  ED  an  petit  espace  =  (  j-1  -+- 
fl-^Y'  fx  +  i.B'  *y)dt.  Ainsi,  Ji> et  /)  m,  £/ 
et y"n,  et  gh ,  Eq  et  j-fc,  cUinl  supposées  les 
coordonnées  des  points  /;;,  «,  //,  <i-,  on  aura  pour 
les  abscisses  ,  E  p  —  x  -+-  u  d  t  ;  Ef=;x~\-{it 
+  fl .  B  f  y  )  d  t  ;  E  g=x  -+-  <f  a:  H-  (  a  +  S  .  -7  '  *) 
tf*,-#y  =  x  +  ^:c4-(«H-9.^<c:i;  +  fl.ff<fy) 
<7  /  ;  et  pour  lus  ordonnées  ,  p  m  =y  H-  v  d  t  ; 
fn  =y-i-<Ty-\-(v-+-6  .  B<Sy)dl;  gh=y-h 
( v  +  fl .  .v)  rf /,v/i=:j'  +  ^+(<'  +  fl  Al 
fx-h&.B'  fy)df.  Or,  puisqu'il  résulte  de  ces 
expressions  que  la  différence  des  deux  lignes  E  p 
et  Ef,  celle  des  deux  lignes  Eg  el  /''y,  celle  des 
deux  ligues  pm  et  g  h,  celle  des  deux  lignes  y» 
et  qh ,  sont  des  infiniment  petits  du  second  ordre, 
il  s'ensuit  que  les  lignes  m  n ,  Aii-,  peuvent  être 
regardées  connue  parallèles  à  ED,  et  les  lignes 
mA,  ni  comme  parallèles  à  E  P.  Donc  le  quadri- 
latère mnkh  peut  être  considéré  comme  un  rectangle 
dont  la  surface  est  n i  h  X  m  n  =  (  E  g  —  E  p  J 
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X{fn — pm),  sensiblement  :  et  comme  il  doit 
être  égal  an  rectangle  M  N  K ,  on  aura  l'équation 
<fx  .  fy  —  ^x  --M  f  x  dt)  X  (fy-h8.Bt 
*y  dt);d'où  l'on  lire,>n  effaçant  ce  qui  se  détruit 
et  négligeant  les  infiniment  petits  du  quatrième 
ordre  ,  9  S  x  J*  y  d  t  +  fl  .  13'  <?  x  S  y  d  t  —  o  ; 
ou  j4  =  —  Ht  ;  on  ,  ce-  qui  revient  au  même, 

(4t")=-  P'™'"0  *q°»li»n 

condition  enjtre  M  et  iV,  par  laquelle  on  voit 
que  N  d  x  —  Aid  y  doit  être  une  différentielle 
complète. 

VI  I.  L'équation  fondamentale  du  numéro  V, 
devant  être  identique  (  N".  Il  ),  il  faut  que  la 

.     /  dlM.  T)  \  .  .  ,         .    .  , 

partie  ^  —  j  du  premier  nombre  soit  égala 

/  dt  V  T)  \ 
à  In  partie  correspondante  f  —  1  du  second. 

Ainsi  ,  à  cause  de  f  constant  dans  ces  expressions, 
on  aura  (~~/~^  —  ("5^")  :  s^onde  équation 
de  condition  entre  M  et  jV,  par  laquelle  on  voit 
que  Jl'ldx-\-Ndy  doit  être  une  différentielle 
complète. 

VIII-  Il  est  facile  de  s'assurer  à  posteriori ,  qua 
les   deux  équations  ("4t")  *=—(——)  ' 


J  1YT 


)  =  (-^-)-p 


liassent  les  conditions 

de  l'équilibre,  ou  satisfont  entièrement  à  l'équation 
Z  iij 
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fondamentale  proposée.  Car  puisqu'on  a  (~-^-  —  ^ 

/  tf(,V>)  \    ,  ,  .  . 

~  V      j — ~  />  ^c  rc~tcdc  celle  équation  donnera 

(9  étant  ici  constant),  ^  (~~r~  ) 

-*(-£W(-£-)^G#) 

puisqu'on  a  ^  =  (— *  )  ,  S  =  (-JL )  , 


Or 


-(■£)*G£)»'0£)-(-^) 
x(^)=-(^)x(4f>-(^) 

=  (^)*(-£W4^)  =  (4f) 

x  (-7r)=-(.irr)  x  (r7T>M(~) 

/  dM  \  if  dN  \ 

=<%))i-(4f)=-(%-)) 

; —  M ^  2        ^  ^  ,  expression  qui  par  la  nature 

du  calcul  différentiel ,  est  la  même  chose  que 
/  dM  \  f     dM  N 
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Substituant  toutes  tes  valeurs 

dans  l'équation  précédente ,  on  trouvera  (pic  tous 
ses  termes  se  détruisent,  et  que  par  conséquent  elle 
est  identique. 

IX.  Remarque.  Il  y  a  un  cas  où  l'équation 
^~d~y~)  =  C'"^*"*)  '  ™su'tantc  l'hypothèse 
=  (^-■"■^■™^  n'a  pas  lieu  néces- 
sairement. Cela  arrive  lorsque  la  fonction  T  du 
temps  est  nn  multiple  de  Sa.  En  effet,  supposons 
T  =  b  fla,  b  élanl  un  coeflieieni  constant  :  J'é,[ua- 
ti«n  fondamentale  du'  N".  V  devient  (  en  divisant 

/    <!{-?-  —A  .M—7i.N~M.b)  \ 
tout  par     ) ,  l   !  .  J 

/    d{  —  A]  .M  —  H'  N  —  A'  b  )    \     ,  , 

—  i  —  „  — .  . — _  j  ■  c  cst.  a-  dire , 

-^(4f)--(-^-)--(4f) 

-^(-^)-H-^)=--(-^) 

->(-^-)-*(-77-)-*(-4fr) 

—  &   ^  ou  bien  (  en  mettant  pour 

Z  iv 
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^,  B,  -Y',  B',  leurs  valeurs  (~-\  ("^T")' 
^ — ,  ^ — ^ — ^  ,  et  efTaçanl  les  fermes  qui 
se  détruisent  en  vertu  de  l'équation  ) 
—  —       /- — <IU'  a  toujours  lieu  N".  VI  ) , 

*(-4-)+*(-5r-)+*(-TT-) 

^(^)+,(_^)  +  .  (_£_), 

équation  aux  différences  partielles  du  premier  ordre, 
à  laquelle  il  faudra  satisfaire,  de  même  qu'à  l'équa- 

/    dM   \            ,    dN  N 
tion    —  \  =  —  (   )'  P0l!r  1"*-'Prc;'cn'cr 

le  mouvement  du  lluide  dans  le  cas  dont  il  s'agit. 

La  vaieur  delà  fonction  S  du  temps  est  ici  donnée 
immédiatement  ;  car  puisqu'on  a  en  général  ti%  = 
Tdi  (  \<J.  V  ),  et  qu'on  suppose  maintenant  T  — 
ifl3;  nous  aurons  t/8  =  b  fl1  dt;  d'où  l'on  tire  6  = 

 Or  ,  si  l'on  suppose  que  le  fluide  soit 

animé  seulement  par  la  pesanteur,  et  que  les  vi- 
tesses «.  et  v  soient  zéro ,  lorsque  /  =  o ,  on  voit 
qu'à  cause  des  équations  u  —  71/ fl,  v=6  N  ,  )a 
fonction  S  du  temps  sera  aussi  =  o,  lorsque  t  =  o. 

Donc  alors  l'équation  S  =  -—  ne  peut  pas 

avoir  lien  ,  puisque  n'est  pas  zéro  ,  lorsque  /  =  o. 
Mais,  si  au  premier  instant,  le  fluide  a  reçu  une 
impulsion  quckonque,  par  exemple,  s'il  a  été  mid 
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en  mouvement  par  l'aclion  d'un  pislon,  l'équation 
fl=  — ~ïY~ sera  a<l"";,;'i',Iej  et  les  vitesses  inilialei 
du  fluide  seront  -—— . 

X.  Scho/ip  gcnèm!.  Dans  la  recherche  générale 
des  fondions  M,  N,  fl,  on  observera  i".  que  les 
valeurs  de  ces  fonctions  doivent  être  compatibles 
avec  l'équation  qui  exprime  la  ligure  du  vase.  2  ".Que 

■  les  résultantes  des  forces  perdues  g  

doivent  être  perpendiculaires  aux  surfaces  snné- 
^""rieure  et  inférieure  du  fluide,  puisque  si  ces 
forces  exisloient  seules,  le  lluidc  seroit  en  équi- 
libre ,  et  que  dans  un  fluide  en  équilibre  les 
forces  qui  agissent  à  sa  surface  sont  nécessairement 
perpendiculaires  à  celle  surface.  '6".  Que  les  résul- 
tantes dont  il  s'agit  agissent  de  baul  en  lias  pour 
la  surface  supérieure  du  fluide,  et  de  bas  en  liant 
pour  la  surface  inférieure;  autrement  les  parties 
du  fluide  se  détaclicroicnf ,  et  il  ne  formeroit  plus 
une  masse  continue,  comme  on  le  suppose  d;ms  la 
solution  du  problème,  i".  Que  la  théorie  dont  il 
s'agit  a  principalement  lieu  pour  les  vases  qui  vont 
en  se  rétrécissant  de  haut  en  bas,  ou  qui  du  moins 
s'éloignent  peu  de  la  forme  prismatique,  soil  dans 
un  sens,  soil  dans  l'autre;  car,  dans  un  vase  qui 
va  en  s'élargissant  considérablement  de  haut  en  bas, 
il  doit  arriver  souvent  que  le  fluide  abandonne  les 
parois;  el  alors  les  particules  tombent  connue  des 
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Je  me  conlenle  d'indiquer  ces  remarques  géné- 
rales. Si  je  voulois  en  développer  les  applicaliuna 
et  les  conséquences ,  il  me  faudroil  tin  espace  beau- 
coup plus  grand  que  je  ne  puis  le  donner  iei  à  des 
objets  de  simple  curiosité.  Les  Lecteurs  qui  voudront 
faire  une  étude  plus  particulière  de  tontes  ces 
théories ,  pourront  consulter  les  ouvrages  que  j'ai 
cilés  au  coninieneeinenl  de  ce  chapilrc. 


CHAPITRE  VI. 

De  V 'écoulement  des  fluides  qui  sortent  de 
vases  composés ,  ou  de  vases  partagés  en 
compartiment  par  dej  cloisons. 

270.  Les  besoins  de  la  pratique,  mon  objflt 
principal ,  exigeant  nécessairement  toute  la  simpli- 
cité possible  dans  les  calculs ,  même  aux  dépens 
d'une  grande  précision,  me  forcent  ici,  comme 
ailleurs,  de  revenir  presque  toujours  à  L'hypothèse 
où  les  écoulemens  se  l'ont  par  de  petits  orifices; 
hypothèse  qui  enlraïne  011  admet  celle  d'une  vitesse 
duc  à  ht  bailleur  réelle  et  libre  du  fluide  au-dessus 
de  l'orifice.  On  verra  (pie  nonobstant  cette  suppo- 
sition, il  s»;  rencontre  encore,  dans  les  problèmes 
suivans,  plusieurs  cas  où  les  opérations  analytiques 
sont  fort  compliquées. 
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271.  Froblèmc  I.  L'eau  étant  entretenue  cons- 
tamment (  Figure  i5  )  au  mémo  niveau  A  1)  (  par 
l'ajfluence  d'une  rivière,  d'une  source  au  de  toute 
autre  jnanière),  dans  un  vase  compose  de  deux 
autres  ABCU,  G1IKI ,  de  figure  quelconque,  tt 
dont  l'inférieur  est  percé  à  son  fond  ou  à  ses  parois 
d'une  ouverture  p  q ,  très-petite  relativement  à 
toutes  les  sections  horizontales  des  deux  vases, 
par  laquelle  l'eau  s'échappe  continuellement  :  on 
demande  la  quantité  d'eau  qui  sortira  en  un  temps 
proposé  ? 

L'orifice  p  q  étant  regardé  comme  infiniment 
petit,  il  est  clair  que  l'écoulement  est  le  même  que- 
si  au  vase  composé  on  substitue  le  vase  simple 
*dEFD;  d'oii  il  suit  que  ce  problème  se  rapporte  à 
celui  de  l'article  224. 

i-ji.  Problème  II.  Supposons  maintenant  que  les 
deux  vases  composons  A  H  C I) ,  G II K  I  soient  ver- 
ticaux et  prismatiques  :  que  la  surface  de  l'eau 
étant  d'abord  en  À 13 ,  le  vase  composé  se  vide 
par  le  petit  orifice  pq,  sans  recevoir  de  nouvelle 
eau  »  on  demande  le  temps  que  la  su/face  de  l'eau 
met  à  s'abaisser  d'une  hauteur  quelconque  ? 

La  vitesse  cnpq  étant  due,  à  chaque  instant,, 
à  la  hauteur  du  fluide  au-dessus  de  l'orifice ,  .et 
l'écoulement  étant  évidemment  le  même  tant  que 
le  lluide  est  clans  le  vase  supérieur,  que  si  au  vase 
composé-on  subsliluoit  le  simple  vase  prismatique 
vertical  ^4EFD  :  il  s'ensuit  (l'âi)  qu'en  dési- 
gnant le  temps  que  la  surface  de  l'eau  met  à  pàn 
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courir  un  certain  espace  par  la  lettre  T  écrite  au— 
devant  de  cet  espace;  et  nommant  .-4  l'aire  de 
chaque  section  horizontale  du  vase  '^4  B  CD  ;  K , 
■celle  do  l'orifice  p  q  ;  f) ,  le  temps  de  la  chute 

par  «  ;  on  aura,  T.  si  L  =  —^  -mjr   '■  ± 


T.  j4  B  = 


I  A {y  A  E  ~y  B  E) 


Quand  la  surface  du  fluide  est,  parvenue  dans  le 
vase  inférieur,  par  exemple  en  NP,  l'écoulement 
se  fait  dans  un  vase  simple;  et  on  a  (en  nommant  B 
chaque  section  horizontale  de  ce  vase  G  II  Kl), 

T  G N—  lg(^6//-^v//) 

a- y*. 

Ajoutant  ee  temps  avec  celui  qui  a  été  employé 
à  parcourir  si  B,  on  aura, 

T.  sQ=i  -''.iS'*E-yHE)+iB[yBn—yBQ) 

Le  problème  ne  seroilpas  plus  difficile  à  résoudre, 
quant  aux  élémens  de  la  question  (227) ,  si  les  deux 
vases  composans  avoient  tonte  autre  figure. 

273.  Remarque  1.  Selon  l'expérience,  tant  que 
le  fluide  conserve  une  certaine  hauteur  au-dessus 
de  B  C  dans  le  vase  supérieur,  la  vitesse  en  pq 
est  dûe,  au  moins  sensiblement,  à  la  hauteur  entière 
du  fluide  au-dessus  de  pqt  même  lorsque  pq 
augmente  jusqu'à  devenir  égal  au  fond  i/A'„  pourvu 
néanmoins  que  le  tuyau  GHKI  soit  fort  minco 
par  rapport  au  vase  supérieur  ^iBCD,  et  que  de 
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plnj  la  hauteur  G  H  soit  fort  petite.  Le  temps  que 
la  surface  du  fluide  met  à  descendre  dans  le  va.se 
supérieur  ,  de  u4 1)  en  B  C,  peul  donc  encore  alors 
se  déterminer  comme  dans  J'arlielc  précédent.  Mais 
qiisnd  le  fluide  esf  parvenu  dans  le  tuyau  Gif  Kl, 
et  que  l'orifice  p i/—  II À",  la  mas.se  d'eau  G  ITK  I 
tombe  tout  d'une  pièce,  à  la  manière:  des  corps 
pesans.  Si  l'on  veut  connoilrc  le  temps  qu'elle  met 
à  s'écouicr  entièrement ,  ou  ce  qui  revient  au  même, 
le  temps  que  la  surface  G  I  de  l'eau  emploie  il 
parcourir  Gif,  on  okservera  qu'au  premier  instant 
de  ce  mouvement  ,  la  surface  GI  a  une  vitesse 
initiale,  qui  est  (sifi)  à  la  vitesse  en  IIK,  connue 
B  est  à  ^  ,  au  moins  à-peu-près.  Soit  X  G  lu 
hauteur  due  à  celte  vitesse  iniliale  :  on  trouvera, 
par  les  formules  ordinaires  des  niouvemen.s  varies, 

u  du  =tpds,  dt  — que  le  temps  dont  il 
s'agit  est  pcral  à  l'excès  du  temps  de  la  chute  d'un 
corps  «rave  par  JC  H ,  sur  le  temps  de  la  chute 
par  X  G. 

iji.  Remar</f/e  IL  Il  scroït  facile  de  résoudra 
le  problême  précédent ,  par  le  principe  du  mou- 
vement parallèle  des  tranches,  sans  s'astreindre  à. 
la  supposition  que  l'orifice  pq  est  comme  infini- 
ment pelit.  Car  soit  LM  la  surface  de  l'eau  dans 
le  vase  supérieur;  et  nommons  z  la  hauteur  in- 
déterminée HSAa-.cWc surface  au-dessus  de  l'orifice; 
b,  la  hauteur  du  Uihe  G  H.  En  appliquant  ici 
l'équation  générale  de  l'article        ,  la  quantité  .V 
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Sera  — (-  1  Jf  i  8era  ^  >  &u  moins  sen- 
siblement, pour  le  vase  supérieur,  el  deviendra  B 
pour  Je  vase  inférieur  ;  de  sorle  que  si  nous  la 
représentons  constamment  par  M ,  l'équation  diffé- 
rentielle enlre  i  el  i,  dans  les  deux,  cas,  est  de 

cette  forme  ,  M11  z  d  z  ~\  l——^t  

H-    K'h*r'!"    -l~  s  d  z  {  K1' —  M*)  =  o.  Cette 

équation  .s'intègre  par  la  méthode  du  même  article 
cité.  Nous  en  tirerons  d'abord,  pour  le  vase  supé- 
rieur, la  relation  enlre  z  et  *,  et  l'expression  du 
temps  que  la  surface  de  l'eau  met  à  descendre  de 
en  BC.  Ensuite  nous  passerons  à  la  considération  de 
l'écoulement  dans  le  vase  inférieur,  en  observant 
qu'au  moment  où  la' surface  de  l'eau  enlre  dans  ce 
vase,  elle  a  une  vitesse  connue,  à  laquelle  il  faut 
avoir  égard  dans  l'intégration  de  l'équation  diffé- 
rentielle entre'-  et  s  ;  ce  qui  influe  aussi  sur  l'équa- 
lion entre  s  et  /.  Counoissant  T.^iB  et  T.BQ9 
on  connoitra  T.^tQ. 

i-jS.  Problème  III.  Les  vases  ABCD,  FCEG, 
1IEKL  (Fig.  îG),  de  formes  quelconques,  étant 
supposés  communiquer  ensemble  par  les  petites 
ouvertures  C,  E,  et  le  fluide  s' échappant  dans 
l'air  par  la  petite  ouverture  L  du  dernier  :  on 
demande  les  hauteurs  ducs  aux  vitesses  en  C,  E,L, 
et  la.  quantité  dû  l'écoulement ,  lorsque  le  mou- 
vement est  parvenu,  à  l'uniformité  >  et  que  par 
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conséquent  le  premier  vase  recevant  autant  d'eau 
qu'il  en  sort  par  l'ouverture  L  ,  les  hauteurs  ■ 
Ali,  CF)  EH,  ou  LK,  demeurent  constamment 
les  mêmes  ? 

Pui,s(|Lie  1rs  ouvertures  C,  E,  L  sont  regardée* 
comme  infiniment  petites  par  rapport  aux  ampli- 
tudes dus  vases,  il  est  ('vident  que  la  petite  masse 
qui  passe  à  chaque  itulant  du  premier  vase  dans  le 
second,  et  celle  qui  passe  du  second  dans  le  troi- 
sième,  no  peuvent  occasionner,  en  vertu  de  ces 
mouvement,  qu'un  ébranlement  insensible  dans  le 
fluide  choqué  ,  et  que  par  conséquent  la  loi  de 
continuité  est  observée,  du  moins  sensiblement, 
d'un  fluide  à  l'autre.  Or,  si  ayant  prolongé  les  sur- 
faces GF,  KHâcs  deux  fluides  FCEG,  HELK, 
jusques  en  O  et  Q,  on  observe  que  les  deux 
fluides  CFOB,  CFGE,  qui  communiquent  en- 
semble par  l'ouverture  (■',  se  l'ont  équilibre  (  iq  Jj 
que  pareillement  les  deux  fluides  EIIQC,  EU  KL 
se  font  équilibre  :  on  verra  que  dans  l'hypothèse 
du  problême,  la  vitesse  en  C  est  simplement  dûe 
à  la  hauteur  DE;  la  vitesse  en  E,  à  la  hauteur 
GH ;  et  là  vitesse  en  L,  à  la  hauteur  KL. 

(AH  =  h, 

\  V  F  —  *  , 

g"  =y, 

)KL   =  s , 

j  Chacune  des  quantités  égales  d'eau  qui 
\  passent,  pendant  te  temps  /  de  Piîcoule- 
I  ment,  par  chacune  des  trois  ouvertures 
[     C ,  E  ,  L  =5  Q. 


Soient  . 
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Nommons  de  plus  fl  le  temps  de  la  chute  d'un 
corps  grave  par  *. 

On  aura    (  -2ii  )  ,    Q  —  - — —   — - — —  , 


De 


x  _j_  y  -\-  z  =  h.  Ces  équations  comparées  ■ 
semble  donnent,  pour  les  quatre  inconnues  x, 
z,  Q,  les  valeurs  suivantes, 

x  =  h  X  - 


CL'  +  C  £'  +  L'£ 

y  =  h  X 
z  —  hX 


C  L*  +  C*  -fi'  -+-  L'  £' 


O  L'  +  C  £*  +  L'  K>  ' 

a     ><i<-v*><  x  ™  

V  6  }S       L> +  C  E>  +  L>  li'Y 

Ces  formules  contiennent  tout  ce  qui  est  relatif  à 
l'écoulement  proposé,  et  fournissent  des  questions 
analogues  à  celles  qu'on  a  traitées  dans  l'article  i-i5. 

Le  problème  se  résoudront  de  la  même  manière , 
s'il  y  avoil  un  plus  grand  nombre  de  vases. 

Remarque.  L'écoulement  par  1rs  ouvertures 
C,  E,I,,  ne  devient  uniforme,  ou,  ce  qui  en  est 
la  cause,  les  hauteurs  du  fluide  qui  produisent 
l'écoulement,  ne  parviennent  à  demeurer  constam- 
ment les  mêmes,  qu'au  bout  d'un  certain  temps. 
Rcsle  donc  à  examiner  la  loi  suivant  laquelle,  le 
fluide  monte  dans  les  vases  FE ,  ÏI L  au  commen- 
cement du  mouvement,  et  avant  que  l'écoulement 

soit 
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soit  devenu,  régulier,  et  permanent.  Je  commence 
par  considérer  simplement  deux. vases,  el  je  sup- 
pose, de  plus  que  "le-  second  soit  pri.';ma tique. 

2  77.  Problème  TV.  ■Sb/7  (  Fig.  1 7 }  /c  A  B  C  D  de 
forme  quelconque  ,  entretenu,  constamment  plein, 
à  la  hauteur  donnée  CD,  lequel  communique  avec 
le  vase  prismatique  FCEG-,/»dr  la  petite  ouver- 
ture C;  que'cchti-ci  laisse  échapper  lib'itment  de 
H' eau  par  7fi  petite  ouverture  E  :  on  demande  la 
position  de  la  surface  de  l'eau  dans  le  fûJeFCEG, 
au  bout  d'un  certain  temps  ? 

Supposons  qu'au  bout  dû  temps  proposé  /,  la 
surface  de  l'eau  soit  parvenue  on  NO  dans  le  vase 
Jt'CEG,  el  qu'en  un  instant  clJe  prenne  la  posi- 
tion infiniment  voisine  no.  Nommons  fl  le  temps 
du  la  chute  par«;  A, la  hauteur  donnée  CJDj  x,  la  . 
4iauteur  .DN ;  >/  ,  l'aire  de  la  base  ou  de  la  section 
horizontale  du  vase  C  G.  Il  est  évident  que  dans 
l'instant  <lt,.x  est  (a  hauteur  due  à  la  vitesse  du 
flaide.eo  C,  et  h  —  x  la  hauteur  due  à. là  vîlesse» 
eu  E.  11  n'est  pas  moins  clair  que  dans  ce 

même  instant  .il  sort  par  l'ouverture  C  une  quan- 

blé  d'eau  exprimée  par  ■  -  •  , .et  par 

fouvcrture  E ,  une  quantité  d'eau  exprimée  par 

^ — LE — 'Jaillit — iH — t  qF)  ]a  différence  de  ces- 

'deux  quantités  est  évidemment  égale  à  NOon. 
Tome  I.         •  A  a 


?j-o  II  y  11  n  A'  v  L  i  Q  i;  E  , 

Ainsi ,  ou  aura.  ■  j  ^  — 

—      d  x  ;  d'où  l'on  lire, 
d  t  =  -  '  ' 


Tour  intégrer  celle  équation  ,  on  fera  d'abord 
*  ~  -!£- ,  Vvh  EW{l,h  -y  y  )-Cy=Ez, 
et  par-là  on  obtiendra  une  équation  de.  celle  forme, 

3f,  iV,  F,  Q  étant  des  quantités  constantes, 
faciles  à  déterminer.  L'intégration  est  maintenant 

-    ■  n  = 

fort  aLsce.  Le  dernier  terme  y  ^'jiij.  •  j  '"  » 

le  seul  qui  puisse  faire  quelque  dillîetillé,  s'intègre 
en  supposant  .z  —  j  ce  qui  donne  ~~p^yjj;_;  -,y* 


-Qrf»     _  —Qf\  VU 


donll'intégrale  est  ?-  /,.[«  + J/( «=— P»J], 

On  trouvera  donc  toujours  la  valeur  de  /  en  a;. 
Je  n'écris  pas  ici  tous  ces  calculs  qui  sont  un  pejj 
longs,  mais  qui  n'ont  d'ailleurs  aucune  difficulté. 
•  Si  le  vase  .FC-EG  n'éloit  pas  prismatique,  l'aire  ^4 
ne  sel-oit  pas  une  quantité  constante;  elle  seroil  une 
l'onction  de  x  et  de  constantes ,  donnée  par  la  figure 
d«  a  vue  :  alors  le  calcul  devlfcndroit  encore  plus 
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compliqué;  mais  fls'exéeulcroit  toujours,  au  moins 
par  tes  méthodes  d'approximation. 

Il  faut  observer  qu'au  commencement  du  mou- 
vemenl,  le  .fluide  doit  aiuir  une  certaine  hauteur  . 
dans  le  vase  CG,  pour  que  l'eau  qui  passe  du 
vase  ^BCD  dans  l'eau  CO  n'y  cause  pa5  d'ébran- 
lement sensible.  On  satisfera  à  celte  condition,  eu 
déterminant  la  constante  qui  entre  dans  l'intégrale 
du  temps,  de  manière  que  lorsque  *  =  o,  DN  ait 
un  valeur  donnée  et.  un  peu  moindre  que  h. 

2jH.  Problème  V.  Scient  maintenant  fFig.  18) 
AlîCD,  un  vase  quelconque ,  et  les  vases  pris- 
matiques .successifs:,  eu  nombre  quelconque,  fCjiG, 
HEI-K.,QLMR,  tous  communiquant  ensemble 
par  les  petites  ouvertures  C,  E,  I,;  que  le  nremicr 
soit  entretenu  constamment  plein  à  la  hauteur 
donnée  CD ,  et  que  le  dernier  laisse  échapper  libre- 
ment de  l'eau  par  la  petite  ouvert V/reM:  on  demande 
les  positions  des  surfaces  NO,  PS ,  QR,  de  l'eau 
dans  les  vases  prismatiques  ,  au  bout  d'un  certain 
temps  ? 

.Supposons  qne  pendant  l'élément  dl  du  temps  /, 
la  surface  NO  parvienne  en  no  ;  PS  en  ps  ;  QR 
en  ? /-.Soient  CD=h;DN^x;  OP±=y;SQ=r; 
HM^q  la  base  du  vase  CG=^ ;  celle  du  vase 
BK  =  B ;  celle  du  vase  LR=R;  le  temps  de  la 
chute-par  «  =  fl.  Les  hauteurs  dues  aux  vitesses 
en  C,  E,  L,  M,  étant  respectivement  x,y, 
les  quantités  d'eau  qui  passent  par  les  orifices  C, 
A  a  ij 
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£',/,*,  M ,  sont  respectivement  (-j'.'i  ) ,  —J1'^**  y 

esl  évident quela  (lilTV'rence  tics  deux  preniii-rt'.s quan- 
tités est  égale  au  volu:;ie  NO  on  ;  que  in  ililïrrcnce 
rie  la  seconde  et  de  la  troisième  esl  égale  au  volume 
PSsp  ;  que  la  différence  de  la  troisième  et  du  la 
quatrième  est  égale  au  volume  QRrq;  ainsi  de 
suite,  s'il  yavoitun  plusgrand  nombre  de  vases.  Par 

conséquent,  on  aura  d'abord  les  équations  — 
(Cy*-  E'Y  y  )S=  N  OxNn5  — 

(E  V y  -r  L  y  s)  =  P  S  x  Pp  ; 

\f,y z  —  My q)=QRx  Q<].  Reste  à  trouver 
Jus  expressions  des  petites  lignes  Nn.t  Pp,  Qij.  Or, 
i".  La  petite  ligne  iVn= —  dx,  où  je  mets  le 
signe  — ,  parce  que  t  augmentant,*  diminue.' Ainsi 
la  première  équation  devient 

— ,  —  (  cy*  -  Eyy  )  =  _  ^,l.r. 

i".  La  petite  ligne  Pp=PO-i-Oo — po; 
mais  PO±y;  Oo  — —  dx;  po=y-t-dy  , 
puisque  PO,  pv  sont  deux  quantités  consécutives. 
Ainsi  Pp  = —  dx  —  dj;  ei  la  seconde  équation 


devient 
.ad 

2°.  La  petite  ligue  Qq  =  Q.Î4-  tfs  —  ^ 
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QS-h  Pp  —  y  s  —  z.  —  dx  —  Oy  —  q  s;  etq  s  = 
z  -+-dz.  Ainsi  Qq  onRr(dq)  =■  —  dx  —  dy  — 
dz,  et  la  troisième  équation  devient  : 

Enfin  011  a  toujours 
■     *  +  /+î  -t-  q  =  h. 

Tontes  cea  éqnations  combinées  ensemble,  servi- 
ront ;'t  trouver  la  valeur  de  t  en  ou  en  y ,  ou  en 
z,  ou  en  y,  et  à  eonnoitrepar  conséçmen I  Ira  hau- 
teurs auxquelles,  le  fluide  parvient  dans  les  vases 
CG ,  EK ,  f.R ,  en  un  temps  proposé.  Mais  on  voit 
que  ces  calculs ,  sans  être  difficiles  ,  sont  fort  com- 
pliqués; ils  le  seraient  encore  plus,  si  les  vases 
FE,  HL,  QM  n'éioient  pas  prismatiques. 

279.  Problème  VI.  Un  rase  prismatique  FCEG 
(Fig.  19)  étant  supposé  recevoir,  par  t'ujj'tision 
d'un  ruisseau ,  d'une  source,  des  quantités  égales 
d'eau ,  en  temps  égaux ,  et  laisser  échapper  en 
partie  ces  eaux ,  par  le  petit  orifue  E  :  on  demande 
la  hauteur  à  laquelle  l'eau  s'élèvera  dans  le  vase 
FCEG  en  un  temps  donné? 

La  solution  de  ce  problème  que  M.  Monlucla. 
a  traité  par  une  méthode  qui  lui  est  particulière, 
est'un  corollaire  fort  simple  de  l'article  277. 

En  effet,  la  quantité  d'eau  que  le  vase  reçoit 
pnr  l'allusion  de  la  source ,  étant  la  mémo  pour  le 
même  temps,  ou  étant  en  général  proportionnel!» #, 
,  -  A  a  iij 


Z-'t  H.  Y  D  S  A  CLIQUE, 

au  temps,  il  est  flair  que  la  quantité  fournie  pen- 
dant l'instant  (//,  peul  cire  représentée  par  ^^  y^-^', 

C  éhnt  un  orifice  donné ,  et  b  la  hauteur  constam- 
ment due  à  la  vitesse  par  C.  Ainsi,  en  supposant 
CA'  — et  conservant  les  autres  dénominations 

„.  aCrf/j/»S 
de  l'article  cite,  on  aura  Fcquation,  

 —  ^4dx:o\i  bien,  cfl  =  - — — 

•  A 

x  T>^— ^n  'nttlBrera  facilement  cette 
équation ,  en  faisant  x  —  ~j~ >  ct  011  connoîtra  par 
conséquent  la  relation  demandée  entre  x  cl  /. 
La  quantité  d'eau  quj  sort  par  l'ouverture  E, 

pendant  le  temps  t ,  est  J   " —  y  ou 

E  .  ^4  Ç'lf^]?~i7y\,i  intégration  qui  s'effectue  . 
sans  peine,  en  faisant  comme  tout  -  à  -  l'heure  , 

.  280.  Problème  VU.  On  suppose  que  le  vase 
quelconque  ISTL  (  Fig.'  20  )  entretenu  constam- 
ment plein  à  la  hauteur  T  L  ,  transmette  l'eau  au 
rase  prismatique  AMNC  par  le  moyen  du  petit 
tuyau  horizontal  ÏM,  et  on  demande  le  temps 
que  la  surface  de  l'eau  dans  le  vase  AMNC  mettra 
à  parvenir  dans  une  position  quelconque  KG  ? 
ll%st  clair  (  218  ) ,  que  lorsque,  l'on  ouvre  le 
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robinet  ou  la  vanne  U  pour  faire  entrer  l'eau  dans 
Je  vase  siJMNC,  elle  s'élance  avec  une  vitesse  duc 
à  la  hauteur  TL  ou  31.4.  Celle  vitesse  subsisterait 
toujours,  si  l' l'an  avoit  la  .liberté  du  s'échapper,  et 
nerestoit  pas  dans  le  vase  ^431NC.  Mais  quand  il 
y  en  est  entré  une  certaine  quanti  te  31 K  /'A%  la 
petite  masse  qui  pusse  à  chaque  instant  par  31,  et 
qui  va- choquer  la  niasse  lijiie  31K/-^JSr,  'perd  en 
partie,  par  ce  choc, sa  vitesse  primitive  ;  et  il  n'en 
peut  résulter  aucun  mouvement  sensible  dans  le 
fluide  3îKlJ'N.  La  .surface  KK  s'élève  donc  alors 
suivant  la  même  loi  que  si  ta  vitesse  en  31  étoît 
simplement  due,  à  chaque  instant, à  la  hauteur  LXy 
excès  de  la  hauteur  totale  LîTsur  )a  hauteur  K31  ; 
car  les  eaux  Z  X  TS,  KfNM,  qui  sont  à  mémo 
hauteur,  et  qui  communiquent  ensemble  par  l'ori- 
fice 31,  doivent  être  censées  se  faire  mutuellement 
équilibre  (  icj}. 

Cela  posé, 'le  problème  se  résout  comme  celui 
de  l'article  z'ôi.  Car  .si  l'on  regarde  la  hauteur  j4 K. 
comme  donnée  et  comme  celle  du  vase  prismatique 
^fKfCqui  reçoit  l'eau  par  l'orifice  31  ;  qu'ensuite 
on  nomme  A  la  hase  du  vase  31C;  31  l'aire  de  l'ori- 
fice 31;  8  le  temps  de  ia  chute  par  a;  t  le  temps  que 
la  surface  de  l'eau  emploie  à  parvenir  de  À'/""  en  EQi 

\A{vrAK  —  l/'AE} 
on  aura  t  —  ;  ^  . 

En  effet ,  la  vitesse  avec  laquelle  l'eau  monte  dans 
le  vase  jiKfC;  est  exactement  la  même  que  serait, 
aux  mêmes  endroits,  celle  d'un,  fluide  .^À'/^C-qui 
Aaiv 
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étant  imaginé  soumis  à  l'action  d'une  force  égale  à 
la  pesanteur,  mais  dirigée  de  Las  en  haut,  -se  vide- 
roil  par  un  orifice  pratiqué  dans  le  fond  supérieur 
j4Q,  et  égal  à  M.  Or,  il  est  visible  (2^2)  que  dans 
ce  dernier  cas  le  temps  employé  par  la  surface  du 
iluide  à  parvenir  de  K  f~r  en  EG  est  donné  par 
l'équation  précédente.  Donc  cette  même  équation 
exprime  le  temps  cherché  dans  l'hypothèse  du 
problème. 

281.  Corollaire.  Dc-!à  suit  une  conséquence  ana- 
logue à  l'article  n'5'5  bis.  Dans  le  temps  que  le  vase 
^JKf-'C  met  à  sewemplir  entièrement,  il  sortîroit, 
par  l'orifice  31,  d'un  vase  entretenu  constamment 
plein  à  la  hauteur  au-dessus  de  cet  orifice, 

une  quantité  double  de  ^fKI^C;  ce  qui  revient 
encore  à  ceci  :  le  temps  que  le  vase  A'KVC  met  à 
se  remplir  dans  l'hypothèse  du  problème,  est  double 
de  celui  qu'un  vase  entretenu  constamment  plein 
à  la  hauteur  AK  au-dessus  de  l'orifice  M,  emploi- 
roit  à  donner,  par  ce  même  orifice,  la  quantité 
rfW/AKVC. 

28?.  Remarque.  La  hauleur  u4K-  que  nous  avons 
regardée  comme  connue,  ne  peut  pas  différer  beau- 
coup de  s4M.  11  sera  facile,  dans  chaque  cas  par- 
ticulier, de  l'estimer  à  peu  de  chose  près,  en  ayant' 
égard  à  l'étendue  du  fond  MN.  Lorsqu'on  voudra 
déterminer  le  temps  total  que  l'eau  met  à  parvenir 
de  M  en  E,  on  pourra  s'y  prendre  ainsi,  sans 
craindre  d'erreur  sensible.'  Ayant  fixé  31 K  à  un 
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petit  nombre  connu  de  pouces,  1*.  on  cherchera 
{■125)  le  temps  que  la  quantité  d'eau  KAINf^  em- 
ploie à  sortir  par  l'orifice  M ,  eu  supposant  que  ia 
hauteur  du  fluide  au-dessus  de  l'orifice  est  constam- 
ment iï1,'  2".  on  cherchera  par  la  formule  précé- 
dente, le  temps  que  Peau  met  à  parvenir  de  K  en  S. 
.Ajoutant  ensemble  ees  deux  temps,  la  somme  sera  ]o 
'temps  demandé,  du  moins  à  très-peu  de  chose  près. 

a83.  Scholie.  Le  problème  précédent  .s'applique  à 
la  pratique ,  lorsqn'ayant  une  vaste  pièce  d'eau  et 
un  petit  réservoir  latéral,  qui  peuvent  communiquer 
ensemble  au  moyen  d'un  perhiis  bouché  par  une 
vanne  qu'on  soulève  alors,  on  veut  connoïtre  le 
temps  que  le  réservoir  met  à  se  remplir.  H  peut  servir 
aussi  à  déterminer  l'écoulement  d'un  sas  d'écluse 
dans  un  autre,  lorsque  le  premier  sas  est  comme 
infini  par  rapport  au  second;  mais  pour  l'ordinaire 
les  deux  sas  ont  enlr'eux  un  rapport  fini.  Je  suppose 
donc  que  le  sas  supérieur,  dont  la  quantité  d'eau 
est  déterminée,  Tenant  à  communiquer  par  un  tuyau 
ou  par  un  aequeduc  souterrain,  avec  le  sas  infé- 
rieur, cclui-^i  perd  une  petite  partie  de  l'eau  ,  soit 
par  les  fentes  des  portes  d'écluse,  soit  par  quelque 
gersuro  dans  la  maçonnerie;  et  je  réduis,  an  ce  cas, 
la  question  au  problème  suivant. 

284.  Problème  VIII.  Le  réservoir  ISTL  (Kg.  1 1  ) 
rempli  d'abord  jusqu'en  IL,  se  vide  par  le  petit 
tuyau  TAl  i/ui  communique  avec  un  second  réser* 
fojr  AMNC  contenant,  au  premier  instant,  de 
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l'eau  jusqu'en  ÎDE,  etjçui  en  laisse  échapper  par 

l' orn  e  rt  tue  N.  On  suppose  qu  'au  bout  d'un  certain 

temps  Us  deux  surfaces  de  l'eau  d'ans  /es  deux 

réservoirs  soient  parvenues  respectivement  en  QP 

et  KV;  et  on  demande  fa  relation  des  liai/leurs 

verticales  Qiï,  K.X,  ainsi  que  l'expression  du 

temps  de  l'écoulement  ? 

.Soient  K  X.  —  x  ;  K  f  =  A',  fonction  de  x, 

donnée  parla  Bgure  du  vase  siMNC;  Qcf  =  y; 

QP  =  i  ,  fonction  de^y,  donnée  par  la  figure  du 

va.se  ISTL;  l'aire  de  l'orifice  M=JUj  celle  de 

l'oflficc  JV  —  Ni  l'élément  du  temps  =  rfi;  fl  le- 

temps  de  la  chute  par  «.  La  hauteur  due  à  la  vitesse 

de  l'eau  en  M  étant  Q  F  ou      —  .t,  il  est  clair 

(■.n  i)  que  dans  l'instant  t^/  le  va.se  ISTL.  dépense 

'  .  ,  „  .  -  n.JHdtyr\?.{s—  x)] 
une  quantité  il  eainexprnnee  par  -  —  — - 

laquelle  a ,  pour  autre  valeur ,  —  Ydy.  On  a  donc 

celle  première  équation ,  dt  ~   -  — jy  ■ 

De  plus,  si  de  la  quantité  d'eau  - <J,~r) 1 . 


quefle  ruse  ISTL  fournit,  à  chaque  instant, 
au  .vase  ^4  M  N  C  ,   on  retranche  la  dépense 

— Zl — 'i-^—JL —  que  celui-ci  fail  par  l'orifice  Nt  le 

re.sle  —  — -  -4^  =  —  

ïera  évidemment  l'incrément  de  l'eau  dans,  le  vase 
-4A1j\~C,  incrément  qui  a  pour  autre  valeur 
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Xdx.  Aiiifi ,  on  aura  celle  seconde  équation 
dt  _     \XAx 

^.■(.^[/-«i-Ay^  ' 

Comparant  les  deux  valeurs  de  dt,  on  aura 
Ydy        ■  Xdx 

m\s  (y  —  xj~~^  ~ My\j~—'x-\  —  Ny7~  =  °' 
équation  fondamentale  qu'il  faudrait  intégrer pr/ur 
-  en  tirer  la  relation  de  x  i>.  y ,  et  pour  parvenir 
ensuite  à  l'expression  du  temps.  Culte  intégration 
ne  peut  pas  se  faire  en  général. 

285.  Corollaire  I.  Lorsque  les  deux  vases  sont 
ou  peuvent  êlrc  censés  prismatiques,  ce  qui  a  lieu 
ordinairement  dans  les  sas  d'écluse;  l'équation  de- 
vient homogène, et  par  conséquent séparablc ,  parce 
qu'alors  ï  et  X sont  des  quantités  constantes.  Soient 

donc,  en  ce  cas,  Y=^4,  X=5.0naura  -  ^fy — : 
Bdx  W\y-x\- 

M^[y~x)-N^x   ~°'  D'0)'1  Vm  dre'  C-D 
faisant  d'abord y=.xz,  pais  x — i=»u, 
_£*    _   lA_{Nudu  —  M  ti>  du)  * 

x  M.  A .  us—  ÎV .  A .  te  +  (M.  A+  B.  M)  a— N.  A* 
équation  rationnelle,  et  par  conséquent  intégrabla 
par  des  méthodes  connues. 

Oh  voit  par-là  qu'en  général  les  deux  réservoirs 
étant  prismatiques,  x  et  y  peuvent  toujours  être 
exprimées  en  fondions  d'une  même  variable  ,  et 
que  par  conséquent  on  aura  aussi  t  en  fonction  du 
la  même  variable. 

2'8G.  Corollaire  II.  Il  y  a  un  cas  béa -simple  , 


*" 
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et  qui  arrive  souvent  dans  la  praliqnc.  Supposons 
que  pendant  que  l'eau  du  sas  supérieur  ISTL 
passe  dans  l'inférieur  ^4  JtJ M  C(!'un  cl  l'autre  étant 
toujours  prismatiques),  Je  dernier  ne  perde  point 
d'eau,  ou  du  moins  n'en  perde  qu'une  quantité 
très-petite  et  négligeable.  Alors  on 'pourra  iuire 
A"=o$  et  en  complétant  l'intéqrale  de  manière 
■qu'elle  s'évanouisse  lorsque  y  ==  //  O  —  h,  hau- 
teur donnée,  et  x  =  X  Z  =  b  ,  hauteur  aussi 
donnée  :  on  trouvera  _*sf y  -f~  B x  =  A 7t  + B b. 
—  %  Y<ly 


Donc  dt=- 


—  e  AdyV  H 


dont  i'inlé^rale  complétée,  de  manière  que  t  =  o 

donne  y —  h,  -est  /  —  — —  --— —  U  

X  [lS{Eh—Bb)—y[(B-+-.-l)y—^h  —  Bb-\-\. 

Tour  déterminer  le  moment  où  l'eau  se  met 
(te  niveau  dans  les  deux  sas,  il  l'an;  l'aire  x~y 
Ah-\-Ub 

*=  ~j"'"i's  '  el  a'ors  on  trouve  : 

VV—h\ 


•xpression  simple  et  eommode  dans  la  pratique. 
Lorsque  ^4  —  B  ,  celte  expression   devient  ; 
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Continttution  du  même  sujet  :  écoulement  par 
de  .petits  orijices,  lorsque  les  rases  sont 
traversés  de  diaphragmes  horizontaux. 

287.  Pnoiir.ÊHE  I.  Soit  ABCD  (Fig.  21)  un 
vase  prismatique  vertical,  divtséen  deux  vompar- 
timens  AEKD,  EBCfr',  au  moyen  d'r/ne  cloison 
horizontale  El1',  uni  est  percée  d'un  petit  trou  II. 
Que  ce  vase  ayant  été  d'abord  rempli,  d'eau,  jus- 
qu'en AU  conserve  dans  la  sut  te  c^^tamment  ce 
niveau  par  de  la  nouvelle  eau  qui  entre  dans  le 
compartiment  supérieur,  pendant  que  l'eau  s'é- 
chappe du  compartiment  inférieur  par  le  petit 
orifice  G  pratiqué  au  fond  îî  C  :.  on  demande  les 
quantités,  relatives  aux  écoulemens  par  G  et  II  ? 

La  pression  de  l'almosphère,  qui  s'exerce  en -tous 
sens,  tend,  par  sou  action  sur  la  surface  D  dû 
fluide,  à  accélérer  son  passage  par  hmdis  qu'elle 
tend  ;i  empêcher  sa  sorlic  par  G ,  par  l'aefion  qu'elle 
exerce  de  bas  en  haul  contre  l'orifice  G;  et  il  faut 
^jcï  combiner  ces  deux  eiîbrts  contraires  avec  ceux 
qui  résultent  du  poids  des  eaux  contenues  dans  les 
deux  compartiniens.  Je  représente  en  général  par  P 
la  hauteur  de  la  colonne  d'eau  équivalente  à  la 
pression  de  l'atmosphère ,  hauteur  qui  est  d'environ 
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Zi  pieds  ;  et  j'c  suppose  ,  pour  la  simplicité ,  que 
la  hanleur  ^£  B  du  vase  (quoiqu'elle  puisse  excéder 
3a  pieds),  ne  soit  pas  néanmoins  assez  çonsidé- 
■  rable  pour  produire  une  variation  sensible  dans  P, 
du  bits  au  haut  du  vase. 

Imaginons,  pour  un  moment,  que  l'orifice  H 
soïl  bouché ,  l'orilîce  G  étant  ouvert  :  alors  le  corn* 
partiment  inférieur  BF l'orme  une  espéct  de  Baro- 
mètre; el  on  voit  que  si  l'on  a  P^>B  E ,  ou  même 
simplement  P^BE,  il  ne  pourra  pas  sortir  d'eau  • 
par  l'orifice  G.  Mais  t>P<.BE,  le  niveau  EF 
de  l'eau  EFCB  s'abaissera  el  prendra  une  position 
MN :  tant  que  MB  surpassera  F,  l'écoulement 
par  G  se  fera  à  chaque  instant,  comme  si  îa  charge 
d'eau  était  —  P -,  cl  il  cessera  lorsqu'on  aura 
MB—P)  abstraction  laite  du  mouvement  acquis. 

Cette  Ivypolhçso  de  BE^>P  subsistant,  et  le 
niveau  .de  l'eau  inférieure  étant  en  MN  ;  soit  ou- 
vert l'orifice  //:  l'eau  passant  par  H  tombera  dans 
l'espace  vide  EJIINF;  et  la  vitesse ,  à  ce  passage  , 
sera  due  à  la  hauteur  ^4 E-+-P.-Et  connue  (224) 
la  quantité' d'eau  qui  sort  par  un  orilice  est  pro- 
portionnelle au  produit  de  l'aire  de  cet  orilice  par 
la  radne  carrée  de  la  hauteur  due  à  la  vitesse  , 
l'écoulement  par  H" continuera  à  se  faire  suivant  la 
même  loi,  pourvu  que  l'on  ait  II]/" {^A  E-hP) 
<  G  }/  {M  B  —  P)  ,  ou  même  simplement 
Iiy{^E~\-P)=Gy'{MB— P).  On voitque 
les  eaux  contenues  dans  les  deux  compartiment 
formeront  des  masses  isolées.  Quant  à  la  nature  de 
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l'écoulement  p:ir  G ,  ou  à  la  détermina  (ion  de  la 
position  que  prendra,  au  boni  d'un  certain,  temps  , 
Je  niveau  MN  des  eaux  du  compartiment  infé- 
rieur, ce  problème  se  résoudra  par  les  mêmes  prin- 
cipes epic  celui  de  l'article  2-0,. 

Les  orifice.1;  G ,  //,  demeurant  toujours  ouvert,*, 
supposons  que  l'on  hit  :  oti  P=EB;  on  P^>  ES  ; 
ou  que  si  P <  E B ,  du  moins  H]S{P-¥-^E) 
«oit  ^>G]^{EB  —  P).  Dans  toutes  ces  hypothèses, 
les  eaux  qui  entrent  par  H  dans  le  compartiment 
inférieur  lieront  d'abord,  ou  bientôt,  les  eaux  des 
deux  comparti  mens,  cl  toul  le  fluide  devra  être  censé 
ne  former  plus  alors  qu'une  seule  et  même  masse. 
Lorsque  cela  sera  arrivé ,  les  écoulemcns  par  G  et  //, 
se  feront  uniformément ,  t'es l-à-d ire ,  que  les  hau- 
teurs ducs  aux  vitesses  en  G ,  H,  seront  des  quan- 
tités constantes.  Soient,/ .#  la  première  de  ces  hau- 
teurs, ^4 1  \it  seconde,  en  sorte  que  leur  somme 
forme  la  .hauteur  totale  du  vase  :  hypothèse  que 
l'on  peut  adopter ,  en  attendant  que  l'expérience 
fasse  coimoilre  qu'elle  est  en  effet  légitime ,  eu 
qu'elle  a  besoin  d'être  modifiée.  En  nommant  lo 
temps  de  la  chute  d'un  corps  grave  par  la  hauteur  a,- 
fie  temps  de  l'écoulement  ;  Q  ia  quantité  constante 
d'eau  qui  sort  par  G,  ou  qui  passe  par  H;  x  la 
hauteur  IB;y  la  hauteur  _<//;  A  la  hauteur  ^43 

au  vase  :  on  aura  les  équations  (J  — - — — ™ — -  , 


j*  -\-yiz=.h  ,  lesquelles  donnent 
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-  **  • 

Ces  formules  fourniront  plusieurs  Corollaires, 
selon  les  relations  qu'on  voudra,  ou  qu'on  pourra 
supposer  enire  les  quantités  qu'elles  renia- ment.' 

288.  Sck'olic.  Le  problème  se  réjoui  semblable- 
jnent  pour  un  vase  composé  d'un  nombre  quelconque 
(le  compartiment.  En  remontant  du  compartiment 
le  plus  bas  aux  autres  successivement,  on  reeon- 
noiira  de  proche  en  proche  la  naiiirc  cl  la  suite 
de  l'écoulement  pour  chacun  d'eux.  Je  li'cnlre  pas 
dans  le  détail  de  ces  combinaisons,  qui  est  un  peu. 
long ,  cl  qui  n'a  d'ailleurs  aucune.  difficulté.  Suppo- 
sons que  les  eaux  de  tous  les  comparlimens  puissent 
être  censées  ne  former  qu'une  seule  et  même  masse 
conlimic.  Alors,  par  exemple,  dans  le  vase  ^JBCD 
{Fig  23),  qui  esl  composé  de  trois  cuurparlimcns 
HQ,  PJ?,  FJJ,  au  moyen  des  cloisons  horizon- 
tales PQ,  EF,  percées  des  petites  ouvertures  K,H  :  si, 
l'on  nomme  h  lahauteur  entière  du  vase;  x  la  hauteur 
dùc  à  la  vitesse  de  l'écoulement  par  le  petit  orifice  O 
pratiqué  an  fond  du  vase;  y  la  hauteur  due  à  la 
vitesse  en  K;  z  la  hauteur  duc  à  la  vitesse  en  H; 
Q  chacune  des  quantités  égales  d'eau,  qui  passent 
dans  le  même  temps  /,  par  les  orifices  G ,  K ,  Jf; 
6  le  temps  delà  chute  d'un  corps  grave  par  a.;  on 
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auralesequalious  Q=  — —  y  Q~- — ■  — - — i-- 

■i  t  HJ/"a  z 

Q  —  •  -.  De  plus,. supposons  que  l'#i  ait 

*  -+- y  H-  z  =  h.  Par-là ,  on  obtient  autant  d'équa- 
tions du  premier 'degré  que  d'inconnues  Q,x,y,  z; 
et  par  conséquent  on  pourra  déterminer  facilement- 
cy,s  inconnues:  Je  laisse  au  lecieur  le  soin  d'achever 
ces  calculs,  et  d'en  tirer  des  Corollaires. 

289.  Problême  II.  Le  vase  prismatique  ACK.B 
(Fîg.  1*)  qui  communique  avec  le  tuyau  KL, 
fermé  de  tous  cotés ,  excepté  à  l'endroit  13  oà  il 
y  a  un  petit  orifice,  étant  traversé  de  plusieurs 
diaphragmes  horizontaux  EF,  OP,  VH  ,  dans 
lesquels  on  a  percé  les  petits  trous  G  ,  M ,  N  : 
on  demande  le  temps  que  la  surface  du  fluide  met 
à  s'abaisser  d'une  certaine  hauteur,  le  vase  se 
vidant  par  l'orifice  D  sans  recevoir  de  nouvelle 
eau  ? 

Je  suppose  qtieleseaux  des  différens  comparu' mens 
demeurent  toujours  continués  les  unes  aux  autres  , 
en  vertu  de  la  pression  de  l'atmosphère,  combinée 
avec  leurs  hauteurs. 
.  i".  Soit  TB  la  hauteur  primitive  du  fluide  dans 
le  vase  A  CKB  ;  et  qu'au  bout  d'un  certain  temps  t, 
la  surface  de  cette  eau  parvienne  en  ab.  On  trou- 
vera ,  par  l'art,  précédent ,  que  pour  les  deux  situa- 
tions si B,  ab,  les  hauteurs  correspondantes  dues 
aux  vitesses  en        sont  : 

Tome  L  B  b 
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m  „  G'3f  TP 

TE  x 


G*  M'  N*  +  -D-     •  A"'  +  D'  G'  N1  +  D'  G'  j*f ■  ' 
G*  M*  iV* 


TA   

G'  3/"  iV*     D*  M*  iV1  -f-  jD'  G"  A"     D1  G'  M* 

expressions  dans  lesquelles  les  hauteurs  TBf  Ti>t 

son!  affectées  d'un  même  facteur  que  je  nomme  «, 

pour  abréger.  De  plus,  je  nomme  h,  la  hauteur 

indéterminée  Tb  ;  j4  la  section  horizontale  du  vasr. 

Maintenant-,  supposons  que  dans  un  instant  dt 

la  surface  ab  s'abaisse  en  a'  b'.  La  hauteur  due  à 

la  vitesse  en  D  étant  n.h,  oh  voit  (224)  que  la 

quantité  élémentaire  d'eau  qui  sortira  pendant 

,       arff.DK «-K (" 
l'instant  d  t ,  aura  pour  valeur  !  

ce  qui  donne ,  en  égalant  cette  quantité  à  -d  X  a  a', 

dl=  3Z>.K--K("-A)  '  '  61  lmagUle 
pour  nn  moment  que  tous  les  diaphragmes  soient 
.anéantis  ,  et  que  le  fluide  sortant  librement  par 
l'orifice  D ,  sous  la  hauteur  h ,  la  quantité  élémen- 
taire d'eau ,      X  a  a' ,  sorte  pendant  l'instant  d  t'  : 

on  aura ,  dt1  =  ^ — .  Donc ,dl:dV 

:;  l'.h^its  elle  même  rapport  aura  lieu-entre  les 
temps  entiers  *  et  Ainsi,  pour  avoir  le  temps 
que  la  surface  du  fluide  met  à  s'abaisser  de  j4B  en 
EF,  dans  l'hypothèse  du  problême ,  il  faut  chercher 
\f.  temps  que  la  surface  du  fluide  meltroit  à.  s' abaisser 
de  la  même  hautenr,  dans  l'hypothèse  où  tous  les 
diaphragmes  seroient  anéantis;  puis  diviser  ce  der- 
nier lem^s  par  \/  n. 
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2°.  Lorsque  la  surface  du  fluide  est  parvenneen  EFt 
le  mouvement  est  le  même  que  si  le  diaphragme  EF 
n'existoit  pas  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  comme 
si  l'orifice' G  étoit  infini  par  rapport  aux  autres 
M,  iV,  D.  Faisant  donc  G  =  C0  ,  on  trouvera  que 
la  surface  de  l'eau  étant  en  E  F,  la  hauteur  due  à  la 

vitesse  en  D ,  est  TF  x  '"  ' 


M*  iV*  4.  D' N*  + 1)'  M-  ' 
et  que  la  surface  étant  dans  la  position  indéter- 
minée ef,  la  hauteur  due  à  la  vitesse  eu  D,  est 

lement  qui  répond  au  second  compartiment  se 
détermine  donc  de  la  même  manière  que  pour  le 
premier. 

3°.  Pareillement,  lorsque  la  surface  de  l'eau  est 
en  OP,  il  faut  faire  M  =cO}  et  le  temps  de 
l'écoulement  se  détermine  de  même  pour  le  troi- 
sième compartiment  Ainsi  de  suite  pour  tant  de 
diaphragmes  qu'on  voudra.  Ensuite  ajoutant  en-1 
semble  tous  ces  temps  partiels ,  on  connoitra  le 
temps  total  que  la  surface  de  l'eau  met  à  s'abaisser 
d'une  hauteur  proposée. 

290.  Corollaire  I.  On  voit  par  les  expressions  des 
hauteurs  dues  aux  dilféren  tes  vitesses  du  fluide  un  -Z?j 
qu'à  mesure  que  la  snrface  de  l'eau  s'abaisse  de  S 
en  F,  la  vitesse  en  D  diminue  jusqu'à  ce  que  la 
surface  soit  parvenue  en  F;  qu'alors  la  vîiessS 
augmente,  puis  diminue  jusqu'à  ce  que  la  surface 
soit  parvenue  en  F  ;  qu'alors  elle  augmente}  puia 
Bblj 
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diminue  jusqu'à  ce  que  la  surface  soit  parvenue' 
en  H;  qu'alors  elle  augmente ,  puis  diminue  à 
mesure  que  la  surface  continue  de  descendre;  ainsi 
de  suite ,  s'il  y  avoit  un  plus  grand  nombre  de 
diaphragmes  et  d'orilices.  Eu  effet ,  un  moment 
avant  que  la  surface  de  l'eau  arrive  en  EF,  cette 
surface  considérée  comme  étant  encore-  dans  le  com- 
partiment supérieur  est  élevée  au-dessus  du  point 
D,  d'une  quantité  très-peu  différente  de  TF,  et 
qu'on  peut  par  conséquent  prendre  pour  TF; 
la  hauteur  due  à  la  vitesse  en  D  est  donc  alors 

t  fx  ■  

G'  M*  N'-i-D*  M'  A"  +  J>'  G>N*->rD*  G' M'' 
Mais  quand  la  surface  de  l'eau  arrive  juste  en  EF,  et 
que  par  conséquent  le  compartiment  supérieur  doit 
être  considéré  comme  n'existant  plus ,  la  hauteur  dùe 
à  la  vitesse  enX>,  est  TF  X  jtf»JV*  

Or ,  de  ces  deux  expressions ,  .la  première  est  évi- 
demment moindre  que  la  seconde.  Donc,  la  vitesse 
en  Dy  après  avoir  diminué  successivement  tant  que 
:  la  surface  dn  fluide  descend  dans  Je  compartiment 
j4  F\  augmente  à  l'instant  qu'elle  passe  dans  le  ■ 
compartiment  suivant  EP.  II  en  est  de  même  pour 
les  comparLimens  EPt  OH. 

291.  Corollaire  IL  Les  distances  des  diaphragmes 
peuvent  être  tellement  réglées,  que  le  jet  par  l'ori- 
fice Z7,  varie  en  raison  dounéeà mesure  que  le  fluide 
passe  d'un  compartiment  à  l'autre.  Car,  supposons, 
par  exemple,  que  toutes  les  ouvertures  G,  M,  /V,  D 
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soient  égales  :  si  nous  voulons  que  les  vitesses  en  D 
soient  égales,  lorsque  la  surface  du  fluide  est  suc- 
cessivement en  B,  F,  P,  II,  nous  égalerons  cnlr' elles 
les  hauteurs  dû  es  à  ces  vitesses,  et  par-là  nonsaurons 
TB  X  \  =  TF  X  \ :  =  TP  X  \%  donc  TII—HP 
=  P  F  =  FB.  D'où  l'on  voit  que  les  hauteurs 
TB_,  TF,  TP ,  TU  étant  en  progression  arilhmé-. 
tique  décroissante  dont  la  raison  e,sl  TU,  la  vitesse 
en  D  sera  constamment  due  à  la  hauteur  TH)  quand 
la  surface  du  fluide  sera  en  B,  F,  P,  H. 

Cette  théorie  est  conforme  à  une  expérience  de 
Mariotte.  Voyez  la  Fig.  83  de  son  Traité  du  Mou- 
vement des  Eaux,  avec  le  Discours  ojui  y  e^t  relatif. 
L'explication  que  l'Auteur  donne  de  celte  expé- 
rience, est  erronée. 

19-2.  Corollaire  III.  La  même  théorie  est  facile- 
ment applicable  à  i'ii ypollièse  où  le  réservoir  con- 
tiendrait des  fluides  différens.  Car  soit  (  Fig.  s5  ), 
un  vase  pareil  à  celui  de  la  Fig.  ik  \  maïs  pour  plus 
de  simplicité,' n'y  mettons  que  deux  diaphragmes 
EF,  OP t  avec  les  petites  ouvertures  M,  N ,  D. 
Que  les  trois  compartimens  u4EFB ,  BOPF, 
OCKLP  contiennent  trois  fluides  de  différentes 
espèces.  Supposons  qu'au  premier  instant  où  la  sur- 
face du  fluide  supérieur  est  en  ^4B,\n  vitesse  de  co 
fluide  en  M,  soit  due  à  la  hauteur  S^analogue  à 
BF;  \a  vitesse  du  fluide  EOPFen  N,  soit  due  à  la 
hauteur  S  y  analogue  à  FP;  la  vitesse  dit  fluide 
OCKLP,  en  £>,  soit  due  à  la  hauteur  Z^analogue 
i  TP.  Ayantnommé x  la  hauteur  .Su?; y,  la  hauteur 
Bb  iij 
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Sf;  z,  la  hauteur  fT;  B,  le  temps  de  la  chute 
par  «;  Q,  chacun  des  volumes  égaux  de  liqueur 
qui  passent  par  chacune  des  trois  ouvertures  M, 
N,  D ,  dans  un  mémo  temps  /  que  je  suppose  infi- 
niment petit ,  pour  que  la  surface  *4B  ne  s'abaisse 
pas,  du  moins  sensiblement  :  on  aura  d'abord  (224), 

llMl/'ltX  . 

pour  la  dépense  de  l'ouverture  M,  Q=-  ; 

pour  la  dépense  de  l'ouverture  N,  Q  =  afA'K"ay  . 
pour  la  dépense  del'ouverlure  ZJjQ  —    3fP^*-  . 

M  '  -ï  M*  x 

ces  equabons  donnent  — jy~  —  $>  — pi — ~z- 

Cela  posé,  en  faisant  de  plus  la  pesanteur  spé- 
cifique du  .fluide  uiEFB  =  «}  celle  du  fluide 
EOPF=  celle  du  fluide  OCKLP  —  p; 
BF  —  b;  FP  =  c;  P  T  =  ff  et  observant 
que  si  l'on  réduit  toutes  les  hauteurs  BS et  BF, 
S/Tel  FP,  P^Tet  PT,  qui  répondent  seulement 
deux  à  deux  à  un  même  fluide,  à  des  hauteurs 
analogues  à  BS  et  BF:  on  «tira  (3a)  l'équation 

*  .«  ,  *  * 

bien ,  '*  x  »'  y  -+-  p  z  =  m  b  -+-  c  -+-  p  f. 
Comparant  ectie  équation  avec  les  précédentes,  on 
trouvera 

x=   ff'D'C.  *  +      c  +  pf) 

«  JV*  D'  +  V  M'D'-Jfp  M"  N'  ' 
Af  -+- c  +,,/) 
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 *PJTJ>  h  ±  c  ±fH 

■    Z  «  N>  D' *'~Ml  ïi' +  p  1W  if    '  ' 

Les  hauteurs  dues,  pour  le  premier  instan!,  aux 
vitesses  en  M ,  iV~,  D,  clilnt  ainsi  déterminées, 
supposons  qu'après  un.  certain  .temps  la  surface  du 
fluide  supérieur  se  soit  abaissée  en  ab;  et  qu'en 
conséquence  la  surface  du  second  soit  descendue  en 
e f,  celle  du  troisième  en  o p.  Il  est  clair  qu'on  aura 
toujours  b'f=  BF,fp  =  FP,  et  que  la  seule 
hauteur  Tp  du  dernier  fluide  est  variable.  Ainsi 
en  nommant  k  la  hauteur  Tp,  on  trouvera,  par 
la  même  méthode,  que  pour  cette  position  quel- 
conque des  trois  fluides , 

la  hauteur  dûc  à  I  (  »  b  -+■  «J  c  +i>*) 

Ja  vitesse  en  M  \  ~  # W s  J)f+V  jf 3 Z»a -f  /i jtf s iV» s 

la  hauteur  due  à  f         itf3^(«i  +  «' 
la  vilesse  en  JV  l       *£f*  D*+J  M'Dt+pM*!!'  ' 

la  hauteur  due  à  f          M*Ni(v  b  +  V  «+/»_*)  

la  vitesse  en.D  [       wN'S'+m' M1  Ô'+pM'jP  ' 

20,3.  Corollaire  IV.  Pour  faire  une  application 
Irès-simple  de  l'article  précédent,  supposons  qu'il 
n'y  ait  que  deux  fluides ,  ou  que  le  fluide  supérieur 
^4EFB  soit  anéanti  avec  le  diaphragme  FF  ;  que 
OCKLP  soit  de  l'eau,  et  EOPF  de  l'air. Un  aura 

d'abord  b  =  o,  M  =  00,—  =  n=-  De  plus,  les 
P 

pressions  de  l'air  extérieur  sur  N  et  sur  D  se  fai- 
sant éqnilibre,  il  faut  supposer  c  =  o.  Donc  la 
hauteur  due  à  la  vitesse  de  l'air  à  son  passage  en 
Bbiv 


5§i  IItdti  a  û  i,  i  ç  u  i, 

»r    .         ■    •  /  C  X  85b         .  -  . 

iv  est  exprimée  par  k  X  -=rz  -,         i  et  la  hau- 

teur  due  à  la  vitesse  de  l'eau  au  ■sortir  de  l'orifice  D 

i        .    .  ,     ■      A"1  X  S5o 

est  exprimée  par  k  X   2>'-{-«5oA"*  '  ^j0rS(lue  "ou~ 

verriire  D  est  infiniment  petite  par  rapport  à  l'ou- 
verture iVJ  la  première  liauleur  devient'  nulle,  et 
la  se  coude  devient  k,  comme  .cela  doit  être.  Si  les 
deux  ouvertures  N,  D  sont  égales, les  vitesses  de 
l'air  en  A",  et  de  l'eau  en  D  sont  égales,  et  les 
hauteurs  qui  leur  sont  dues,  sont  exprimées  cha- 
cune par  la  même  quantité  ~~  h. 

On  peut,  à  l'aide  de  celte  théorie,  prendre  une 
idée  claire  et  précise  de  la  vitesse  avec  laquelle  le 
vin  sort  d'un  tonneau  par  un  trou  lait  à  l'un  de 
ses  fonds,  quand  i'ouverlure  pratiquée  à  la  paroi 
supérieure,,  et  destinée  à  introduire  de  l'air  dans 
le  tonneau  ,  est  fort  petite. 

(294.)  Problème  III.  La  liqueur  du  vase  ABCD 
(Fig.  36) ,  entretenu  constamment  plein  à  la  hau- 
teur AB, passant  par  l'ouverture  M  dans  le  vase 
latéral  C  EGF  fermé  de  tous  cotés,  excepté  en 
N,  P,  où  iVj'  o  deux  petites  ouvertures  par  les- 
auellcs  la  liqueur  a  la  liberté  de  sortir:  on  de- 
mande les  hauteurs  dues  aux  vitesses  en  M,  N,  P, 
et  les  quantités  des  écoulcmens  ? 

Supposons  que  la  liqueur  en  passant  du  vase 
si  B  CD  dans  le  vase  ECF. G ,  éprouve  en  chaque 
point  de  l'orifice  M  une  réaction  exprimée  par 
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jWJÎ",  de  la  part  de  l'eau  contenue  dans  le  réser- 
voir F  CFG ,  et  des  parois  de  ce  même  réservoir. 
Il  est  évident  qu'ayant  mené-  les  horisontales 
N  fr,JIK ,  les  hauteurs  dues  respectivement  aux 
vitesses  en  M,N,P  sont  exprimées  parles  verti- 
cales DH,  HfjHC.  Ainsi  en  nommant  /  le  temps 
de  l'éfoulement 5  8  le  temps  de  la. chute  par  a;  A, 
la  hauteur  DC;  ô,  sa  partie  D  x,  la  hauteur 
DII;Q,  la  quantité  d'eau  qui  passe  par  Jf  ;  q ,  relie 
qui  sort  par  N;  q> ,  celle  qui  sort  par  P:  on  a  tira  (2  2  4), 
Ç_         afJVy.*  _  3<Ay[.ji~.r)] 

9,  =    ^MiTllI,  Da  plus  ,  g  +  qt—  Q.' 

Ces  équations  donnent  M  \/  x  =  N  y  [b  —  x] 
-\-  P  \Z~  [h  —  x~\  qui  se  réduit  à  une  équation  du 
second  degré,  de  laquelle  on  tirera  x.  C'onnois- 
sant  x,  on  connoilra  HV,  HC,  Q,  q ,  q'. 

(ig5.)  Corollaire.  Les  hauteurs  HK,  H C,  dues 
aux  vitesses  en  -N  cl  P  sont  évidemment  celles  des 
colonnes  qui  presseroient  perpendiculairement  les 
parois  du  vase  ECFG  aux  mêmes  endroits,  si 
l'on  imaginoit  que  tout  d'un  cbup  les  orilices  iV 
et  P  fussent  bouchés.  Ainsi  la  pression  que  souf- 
fre une  partie  X  prise  en  un  endroit  donné  des  ■ 
parois  du  réservoir  ECFG,  quand  la  liqueur  sort 
par  les  ouvertures  N  et  P  ,  est  exprimée  par 
XXHC. 

Par  exemple  ,  supposons  l'ouverture  P  infini- 
ment petite  ,ouPbo.  L'équation  générale  M  x 
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=  N  y  \b  —  »]  -+-  P]/  [/>  —  *]  deviendra 

M  y  x  =  N y  [b  —  x  ]  ;  d'où  J'on  tire 

x  =  jp_^Ni  »  ct  Par  conséquent  C  H  =  h 
—  ;r  —   '=  ^  — .  Donc  la  pression  de 

x  =  'm>+n*  • 

On  déterminer  oit  de  la  même  manière  la  pres- 
sion contre  tout  autre  point  des  parois  du  réservoir 
E  CFG,  et  même  du  réservoir  ^4 B  CD.  Mais  oa 
ne  doit  pas  oublier  que  celte  détermination  suppose 
que  les  oaverlures  M,  N,  P  sont  fort  petites,  et 
que  les  eaux  sont  comme  stagnantes  dans  les  deux 
réservoirs.  EUo  ne  pourroit  par  conséquent  pas  être 
employée  sans  erreur,  si  les  eaux  avoient  une  vi- 
tesse sensible  dans  l'un  ou  l'autre  réservoir.  On  a 
indiqué  (26 1)  la  méthode  pour  déterminer  en  général 
la  pression  que  l'eau  mue  dans  un  vuj'au,  exerce 
contrôles  parois  de  ce  tuyau. 
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De  l'écoulement  de  l'eau  qui  sort  par  un  petit 
orijice ,  d'un  vase  en  mouvement. 

sgG.  'IiEs  Problèmes  dont  je.  vais  donner  ici  la 
solution  ,  peuvent  avoir  leur  application  dans  la 
pratique.  Si,  par  exemple,  un. seau,  rempli  d'abord 
d'eau,  monte  ou  descend  d'un  mouvement  qui  no 
soit  pas  uniforme,  et  qu'on  veuille  déterminer  la 
hauteur  due  à  la  vitesse  de  l'écoulement  par  un 
petit  orifice  pratiqué  en  un  endroit  donné  du  fond 
ou  des'parois,  afin  de  parvenir  à  connoîlre  la  quan- 
tité d'eau  qui  sortira  en  un  temps  donné  par  cet 
orifice  :  si  de  même  on  veut  déterminer  ia  position 
qu'une  masse  fluide  doit  prendre  dans  un  vase  qu'on 
fait  mouvoir  d'un  mouvement  accéléré  ou  retardé  sur 
un  plan,  et  la  pression  qui  résulte  contre  un  point 
quelconque  du  vase,  etc.  :  toutes  ces  questions  de- 
mandent,  pour  être  résolues,  de  nouveaux  prin- 
cipes qu'il  est  à-propos  d'exposer,  non -seulement 
à  raison  de  l'utilité  du  sujet,  mais  encore  pour 
exercer  nos  lecteurs  à  l'usage  de  la  Dynamique  et 
de  l'Hydraulique.  Je  prends  des  cas  simples  pour 
plus  de  clarté. 

297.  Problème  I.  Le  vase  ABCD  (Fig.  27), 
rempli  d'abord  jusqu'en  AD,  étant  soulevé  ver- 
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licalement par  le  poids  P  ,  au  moyen  de  la  petite 
corde  inextensible  et  non-pesante  HMN"P ,  qui 
passe  sur  lep  deux  poulies  de  renvoi  M  et  N  : 
on  demande  la  pression  du  fluide  sur  la  partie 
infiniment  petite  p  c[  du  fond  ou  des  parois ,  ou 
la  hauteur  due  à  la  vitesse  de  l'écoulement  par 
cet  endroit  ? 

Soit  G  le  centre  de  gravité  de  la  masse  totale 
du  vase  et  de  l'eau  qu'il  contient  pour  un  instant 
propo.se;  cl  nommons  M  cette  masse.  Supposons 
que  si  les  deux  corps,  ou  les  deux  masses  P  ut  M , 
avoient  été  abandonnés  à  l'action  libre  de  la  pesan- 
teur, ils  eussent  parcouru,  en  un  instant,  les  petits 
espaces  égaux  Pt,'Gx;  mais  qu'à  cause  de  l'action 
et  de  la  réaction  que  ces  deux  corps  exercent  l'un 
sur  l'autre,  P  parcoure  Pi,  et  Jtt,  Gy-  La  quan*- 
tité  de  mouvement  perdu  par  le  premier  étant  égale 
à  la  quantité  de  mouvement  que  gagne  le  second 
dans  le  même  sens  :  si  l'on  nomme  g  la  gravité; 


f,  la  force  accélératrice  simple  Pk  ou  Gy  :  ou 
aura  l'équation,  P  (g — f)  =  -^(g-^f)'i  d'où. 


de  bas  en  haut  chaque  particule  de  la  masse  M  ; 
de  sorte  que  si  l'on  imprimoit  un  mouvement  égal 
et  contraire  au  système  de  tontes  ces  particules,  il 
demeureroit  en  équilibre.  Or,  dans  ce  dernier  cas, 


x'y  =  x  G  -+-  G  y  —  g  -+■ 
—     pSIM     '  exP1,ession  d 
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,  qui  agit  vertica- 


lement de  liaul  en  bas  sur  chaque  molécule  du 
fluide,  il  doit  résulter  contre  un  point  quelconque 
du  fond  ou  des  parois,  une  pression  qui  est  à  la 
pression  que  le  même  point  supporteront  si  le  fluide 
éloit  soumis  à  la  seule  action  de  la  pesanteur, 

comme   est  à  g,  ou  comme  2  P  est  à 

P  +  M  01 

P -\~  M.  Ainsi,  en  nommant  A  la- hauteur  Rq  de 
l'eau  dans  le  vase  B  CD  regardé  comme  immo- 
bile :.  la  hauteur  due  à  la  vitesse  _en  pq,  dans 

l'hypothèse  du  problème ,  sera  h  X  î  et 

cette  même  quantité  représente  par  conséquent  la 
pression  de  l'eau  sur  chaque  point  de  pq. 

298.  Corollaire  I.  Donc,  pour  avoir  la  quantité 
élémentaire  d'eau  dQ,  qui  sort  pendant  l'instant  dt, 

il  ne  faut  que  mettre  dans  l'article  224,  k  X  — 
pour  h ,  dt  pour  / ,  d  Q  pour  Q ,  en  conser- 
vant les  autres  dénominations.  Par-là ,  on  aura , 


299.  Corollaire  II.  Le  vase  étant  supposé  se 
vider  par  l'orifice  pq,  sans  recevoir  de  nouvelle 
eau  ,  nous  aurons  (  en  nommant  maintenant  .v 
la  hauteur  variable  Rq  ;  X  la  section  horizon- 
tale ^i?du  vase  à  la  surface  de  l'eau,  laquelle 
«ection  est  une  fonction  de  x}  donnée  par  la  figure 


dQ^ 


idt.K 


V 


a  ■  h  P 
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du  vase),  nous  aurons,  clis-je  ,  dQ  = —  Xdx; 

M  ^  A  -4-  f  X  d  x  ,  A.  étant  une  constante. 

Donc  -  Xdx  =  ±±L*~  V    P+jî,XdH  ~f 

—  iXdxlS  (P  +  jl+fXJx)  . 
ou  dt~  —^—^--r-  ,  equaUon 

d'où  l'on  tirera  la  relation  entre  .t  et  i. 

3oo.  Corollaire  III.  Supposons  que  le  vase  soit 
un  solide  de  révolution,  dont  Rq  est  l'axe;  et  qu'on 
demande  la  figure  qu'il  doit  avoir,  afin  qu'en  temps 
égaux  la  surface  de  Veau  s'abaisse  de  quantités 
égales  :  il  faudra  faire  dt^=. —  ndx,  «  étant  un 
coefficient  donné  ;  ensuite  on  supposera  l'ordonnée 
R  A  =  R  D=y et  par  conséquent  X—m  v1 , 
m  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  j 
'  on  fera  disparaître  les  radicaux,  et  on  mettra  l'ex- 
pression fXdx  ou  fmy*dx  toute  seule  dans  un 
membre  ;  on  différen  liera  ,  ce  qui  produira  une 
équation  de  celle  iorm^,y1  dx-\-Bydx-^~Cxdj=o, 
B  et  C  étant  des  constantes  données  :  d'où  l'on  tire 

l'équation  séparée  — — -  =  — . 

■5oi.i?cmQr^f/g.Onvoitparréquation/'—  "j^T^* 
quesï  P=M,  onaura/=o,  -jt^Tm  —  '■  Alors 

le  vase  est  en  repos,  au  moins  pour  un  instant; 
et  la  quantité -élémentaire  d'eau,  qui  sort  pendant 

.    .     ,      .        ..     idl.  Ky  mit 
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Si  P  —  o  ,  on  aura  ~p~7^f  =  °'  *-*a  pression 
du  fluide  sur  pq  s'évanouit,  et  it  ne-  sortira  point 
d'eau  par  l'orilice  p  q.  C'est  ce  qui  est  d'ailleurs 
évident,  car  tous  les  points  de  la  masse  M  des- 
cendront par  la  pesanleur  naturelle ,  avec  la  même 
vitesse. 

Si  le  poids  P-est  infini,  il  faut  négliger  M  en 
-  —  2.  Ainsi, 


Si  les  deux  poids  P  et  M  étant  des  quantités 
finies,  on  avoit  M^>P,  le  poids  M  descendroit; 
le  poids  P  monteroit;  et  pour  déterminer  l'écou- 
lement, il  ne  faudroit  que  faire  f  négative.  On 
trouve  dans  ce  cas ,  comme  dans  le  premier ,  que 

la  hauteur,dûe  à  la  vitesse  en  pq,  est  h  X  ~p^_M  • 

3o2.  Problème  II.  Le  f^as^ABCD  ( Fig.  28)  qui 
contient  de  Veau,  étant  entraîné  le  long  du  plan 
horizontal  FQ,  au  moyen  du  poids  P  attaché  à 
la  corde  inextensible  et  non  pesante  HNP,  qui 
passe  sur  la  poulie  N  de  renvoi  :  on  demande  la 
position-  que  doit  avoir  la  surface  du  fluide,  lors- 
qu'elle est  parvenue  à  un  état  uniforme  et  perma- 
nent ,  et  la  pression  que  souffrira  un  point  quel- 
conque du  fond  ou  des  patois  du  vase  ? 

Soit  M  la  somme*  dos  masses  du  vase  et  de  l'eau 
qu'il  contient.  Supposons  qu'en  un  instant  le  corps  P 
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eût  parcouru,  par  sa  pesanteur  naturelle,  le 'petit 
espace  Pt,  mais  qu'à  cause  du  corps  Al  qu'il  en- 
traine ,  il  ne  parcoure  que  Pkt  tandis  que  Jil 
parcourt  horizontalement  un  espace  qui  est  égal 
à  Pi.  En  nommant  g  la  gravité  naturelle;  f,  la 
force  accélératrice  Pi;  nous  aurons  l'équation 

P(g-r>  =  Mf,  °»  f=-^W-  D'°'''  l'on 
voit  que  chaque  particule  du  fluide. est  poussée 
dans  le  sens  PQ,  par  une  force  t  et 

que  si  par  conséquent  on  imprimoit  une  force 
égale  et  contraire  au  système,  il  demeure roit  en 
repos.  Or,  dans  ce  dernier  cas,  chaque  particule 
fluide  est  soumise  à  l'action  de  deux  forces,  l'une 
verticale  qui  est  la  pesanteur  g-,  l'autre  horizon  (aie 
gP 

qui  est  — ~ — et  ces  deux  forces  ■  produisent 


une  résultante  exprimée  par  g  X  - 


Ainri,  pour  qu'il  y  ait  équilibre  dans  le  fluide,  ou 
pour  que  le  fluide  prenne  un  état  fixe  et  permanent, 
il  faut  que  la  surface  de  ce  fluide  coupe  perpendi- 
culairement la  direction  de  la  résultante  que  nous 
venons  de  trouver;  et  comme  cette  même  force  est 
toujours  constanle  en  quantité  et  en  direction,  on 
voit  évidemment  que  la  surface  du  fluide  doit  être 
un  plan  incliné  OM,  tel  que  menant  l'horizontale 

11  est  clair  que  les  lignes  OE,  OM  sont  données 
de 
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de  grandeur.  La  position  du  point  O  se  détermine 
par  la  considération  de  la  figure  du  vase  cl  de  la 
quantité  de  fluide  qui  y  est  contenu.  Car,  soit  par 
exemple,  -d B  CD  un  vase  rectangulaire  :  que  ce 
vase  étant  en  repos,  et  que  par  conséquent  la  sur- 
face du  fluide,  devenue  horizontale,  occupe  !a  posi- 
tion IL,  à  laquelle  repond  la  hauteur  donnée  CI  : 

on  aura,  CI  X  CE  =~i  '-  ;  ou 

2  CI  =  i  OC  —  ME;  ou  OC=  CI  -+-  -f--E-, 
équation  dont  tout  le  second  membre  est  connu, 
puisque  ME  ~V\.  (  OM)*  —  (  OJE)»},  quantité 
connue. 

Cela  posé,  si  d'un  point  quelconque  T des  parois 
du  vase,  on  tire  la  droite  TZ  perpendiculaire  à  . 
la  surface  OM  du  lluide,  on  verra  que  la  pression 
soufferte  par  l'aire  infiniment  petite  Tl,  dans  l'hy- 
pothèse de  notre  problème,  est  à  la  pression  qu'elle 
souffrirait  sous  la  profondeur  TZ,  si  le  fluide  éloit 
soumis  à  la  seule  action  de  la  pesanteur  dans  un, 

gyiP'-i-fp+M y  i 

vase  en  repos,  comme  —  —  est  a 

g,  ou  comme  y[  P*  ■+■  (  P  -+-  M  )»  ]  est  à  P  -+-M. 
Par  conséquent  la  première  pression  sera  représentée 
TtX  TZ  x  J/X  P3  +  (.P -i.  M )a1 

Far  1-  +  M  ■ 

3o3.  Corollaire.  Connoissqnt  la  pression  sur  Tl, 
on  connoitra  la  vitesse  avec  laquelle  l'eau  sortira  à 
l'instant  que  l'on  fera  une  petite  ouverture  en  Tl. 
7 orne  I.  .  Çc 
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Si  à  mesure  que  le  vase  marche  horizontalement 
il  péril  de  l'eau  sans  en  recevoir  de  nouvelle,  la 
force  accélératrice  qui  anime  à  chaque  instant  !cs 
particules  du  fluide,  varie  cou  Usuellement,  tant 
en  quantité  qu'en  direction.  Alors  la  détermination 
de  l'écoulement  appartient  à  la  classe  des  problèmes 
du  Chapitre  V,  où  il  est  question  du  mouvement 
d'un  fluide  animé  de  forces  quelconques. 

3o4.  Remarque.  On  doit  observer  que  le  va.se  ne 
perdant  point  d'eau,  la  surface  du  fluide  demeure 
inclinée  et  conserve  toujours  la  même  inclinaison , 
tant  que  le  mouvement  du  corps  F  dure,  et  que  ce 
mouvement  est  uniformément  accélère.  Mais  si  le 
vase,  après  s'être  mu  pendant  un  certain  temps, 
d'un  mouvement  uniformément  accéléré,  parvient 
an  repos  ou  à  un  mouvement  uniforme  ,  la  surface 
•  de  l'eau  perd  la  position  inclinée,  et  finit  par  se 
mettre  dans  un  plan  horizontal.  C'est  ce  qui  est  évi- 
dent par  notre  solution;  car  alors  en  peut  supposer 
P  =  o;  la  force /est  nulle,  et  la  surface  de  l'eau, 
qui  doit  ê're  perpendiculaire  à  ta  direction  de  la 
force  qui  presse  chaque  particule  située  dans  cette 
même  surface,  est  nécessairement  horizontale, puis* 
qu'il  n'y  a  plus  que  la  pesanteur  naturelle  qui  agisse 
sur  les  particules  du  fluide. 

On  résoudroii  le  problème  avec  la  même  facililé, 
si  le  vase  glissoit  sur  un  plan  incliné.  Mais  eu  voilà 
Assex  sur  cette  matière. 
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CHAPITRE  IX. 

Du  mouvement  oscillatoire  de  Veau  dans  un 
sipàoiù 

3o5.  J'a  i  démontré  dans  mon  Traité  de  Mécanique 
(  II1,  part.  liv.  Il,  chap.  m),  les  principales  pro- 
priétés du  mouvement  des  pendules.  On  y  a  vu  que 
si  un  corps  ou  pendule  F  (  Fig.  29  ),  suspendu  pnr 
le  moyeu'  du  [il  OP ,  décrit  de  petits  arcs  de  cercle 
Fp,  C?i  ^  oscillant  autour  du  point  fixe  O, 
toutes  ces  oscillations  sont  isochivncs  ou  de  même 
durée,  quoique  les  arcs  parcourus  Pp,  Q'jy  soient 
inégaux  :  on  y  a  vu  aussi  que  les  durées  des  petites 
oscillations  de  deux  pendules  de  longueurs  inégales, 
sont  ciiIrVlles  comme  les  racines  cariées  de  ces 
longueurs.  Le  mouvement  de  i'eau  qui  se  balance 
dans  un  siphon ,  est  du  même  genre. 

3o6.  Problème  I.  Déterminer  le  mouvement  d'os- 
ciltation  d'un  fluide  dans  un  siphon  KLM  M 
(  J'ig-  3o),  de  grosseur,  unijorme  intérieure et 
composé  de  deux  branches  verticales  et  d'une 
.     branche  horizontale  ?  ■ 

Supposons  d'abord  que  le  fluide,  dans  l'étal  de 
repos,  occupe  l'espace  LND  :  alors  les  deux 
■surfaces  ^iB ,  CD  sont  de  niveau  (  jo).  Supposons 
ensuite  que  par  une  cause  quelconque,  telle,  par 
exemple,  que  l'action  d'un  piston,  la  liqueur  soit 
-  C  c  ij 
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forcée  de  descendre  en  G//  dans  la  brandir  jtfiV, 
cl  par  conséquent  de  s'élever  en  jE^* dans  la  brandie 
A"  'pie  cda  fait,  on  ôte  subitement  le  piston-,  de 
manière  que  le  fluide  soil  abandonne  uniquement  à 
l'action  libre  de  sa  pesanteur.  Il  est  clair  qùë  l'eau 
descendra  ei  montera  alternativement,  formant  des 
oscillations  semblables  à  celles  d'un  pendule  qui 
va  et  vient, 

■Soit  P  (  Fig.  -2C]  ),  un  pendule  dont  la  longueur 
OP  est  la  moilié  de  la  longueur  z  de  la  colonne 
fluide,  et  qui  décrit  jusqu'au  point  le  plus  bas  I 
des  ares  PI  ('■■'aux  air:  espaces  E^4-  La  force  qui 
fait  osciller  le  fluide,  est  l'excès  du  poids  de  l'eau 
contenue  dans  l'une  des  branches  du  siphon,  sur 
]e  poids  de  l'eau  contenue  dans  l'autre  brandie. 
Ainsi ,  quand  l'eau  monle  en  EF  dans  la  branche 
ÉT£,  et  que  conséquemment  elle  descend  en  G  M 
dans  la  brandie  MN ,  celte  force  est  le  poids  de  la 
colonne  ESTE,  ou  le  double  du  poids  de  la  colonne 
Es4BF.  Elle  est  donc  au  poids  de  Ion  le  l'eau  comme 
a  j£E  est  à  .rj's ,  ou  comme  ^4E  est  à  OP.  D'où 
il  suit,  i".  que  la  longueur  se  y  z  étant  une  quantité 
constante-,  la  forci1  qui  fait  osciller  l'eau  esl  toujours 
proportionnelle  à  l'espace  qu'elle  lui  fait  parcourir; 
et  que  par  conséquent  les  osciilalions  de  l'eau  sont 
isochrones  énlr'eltes.  2°.  Ces  osciilalions  sonl  de 
même  durée  que  celles  du  pendule  F  ;  car  la  force 
qui  fait  décrire  au  pendule  P  le  petit  arc  PI,  est  à 
la  pesanteur  du  même  pendule,  commet/est  à  OF, 
ou  comme  ^4E  est  a  OP  ;  l'eau  cl  le  pendule  sout 
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donc  animés  par  la  même* force ,  %  doivent  par 
conséquent  l'aire  leurs  oscillâtes  dans  le. moue 
temps. 

507.  Corollaire.  Puisque  les  oscillations  de  l'eau 
suivent  les  mêmes  lois  que  celtes  des  pendules,  st 
l'on  augmente  ou  diminue  la  longueur  de  la  co- 
lonne d'eau,  le  temps  de  ses  oscillations  augmen- 
tera ou  diminuera,  et  suivra  la  raison  sau-doubiée. 
de  celte  longueur. 

3o8.  Problème  II.  Déterminer  en  général  leà 
oscillations  de  l'eau  dans  an  siphon  de  Jignie 
quelconque  ? 

Soit  KLMN  {Fig.  3i),~  un  siphon  de  figure 
quelconque  ,  contenant  un  fluide  qui ,  ayant  été 
,éïevé  vers  K  ,  par  une  cause  extérieure  quelconque, 
eslparvenu  dans  la  position  indéterminée  FFG 
où  il  est  soumis  uniquement  à  l'action  de  sa  pesan- 
teur. Ce  fluide  fera  des  oscillations  qu'il  a'agil  du 
déterminer.  Il  Tant,  pour  cela*  eonnoiîrela  direc- 
lion  que  les  particules  du  fluide  prennent  dans  leurs 
mouvemens.  Or,  en  employant  ici  le  pvincipo  du 
parallélisme  des  tranches,  on  peut  supposer,  ou 
que  c«,  tranches  sont  horizontales  ,  od  qu'elles  sont 
perpendiculaires  à  la  courbe  KghJll,  regardée 
comme  l'axe  du  siphon.  Le  calcul,  dans  la  pre- 
mi  re  hypothèse,  se  rapporte  à  l'article  puisque 
l'on  peut  considérer,  pour  un  instant,  F.  F  G  M 
comme  un  vase  ou  un  tuj-au ,  dont  EF  est  la 
surface  supérieure  du  fluide,  G  H  l'inférieure.  la 
C  c  iij 
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vais  résoudrc*la  question,  dans  la  secorçde hypo- 
thèse, qui  a  clé  a^plée  par  plusieurs  savans  Géo- 
nièlrfts.  ■ 

I.  Imaginons'  donc  que  le  fluide  EFGIf  est 
parler1  en  une  infinité  de  tranches  hOol,  égales 
cnirVjli's  el  perpendiculaires  en  chaque  point  de 
la  courbe  gfh.  La  pesanteur  qui  agit  verlicale- 
meut^ur  chaque  tranche,  se  décomposera  en  deux 
forces,-  l'une  perpendiculaire  à  la  courbe,  qu'il 
faut  négliger,  l'antre  dirigée  suivant  la  courbe, 
la  seule  à  laquelle  il  faille  avoir  égard. 

I  la  surfilée  G  H  ;   =  Q, 

1  la  section  1.0  =  y> 

j  l'arc  gf  de  la  courbe  gfh   =  x, 

Soient  \  le  S'"H3  total   —  I  . 

J  l'atljjïe  que  tait  la  cuurbc  en  f 

J     av,ec  la  verticale   =  p  , 

I  la  vilc»*e  Je  la  surface  F  F.   =  it  , 

I  la  );a-,iteur  due  â  cette  vitesse   =  r, 

L  la  vitesse  de  la  section  L  O   u. 

Cela  po.'.é,  il  est  clair  que  la  partie  de  la  pesanr 
qui  agit  suivant  fa,  étant  exprimée  par  jrcos.  p, 
si  les  tranches  n'.igissoient  point  les  unes  #111  les 
autres,  la  vitesse  *>,  à  la  lin  de  l'instant  dt,  .de- 
viendroit  v  ~\~gcos.  p  .  dt;  mais,  comme  à  cause 
du  mouvement  forcé  des  tranches  elle  devient  v-\-dv, 
on  voit  que  les  dillerenk-s  tranches  animées  de  la 
vitesse  g  cos.  p  .  dt  —  dv ,  se  ieroient  équilibre. 
On  aura  donc  ,J'd  x  (g  cos.  p  .dt  —  dv)  =  Qj  d'où 
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l'on  tire  (en  mettant  pour  d  t  sa  valeur  —  , 

pour  v  sa  valeur  ~~—),  — fcas.p,  dx 

_  />  duf~!^-  -4-  i>  uydx.f--*-  -  o. 

Les  intégrales  indiquées  duivcut  répondre  à 'la 
courbe  entière  gfl'.  Soient  doue  a'or.i  _/'los.  p  .dx 

=  F  ;  J~ —  N  ;  et  considérons  V^  J  '^- 

=  — --j-  :  l'"luauon:  précédente  de-  . 

viendra , 

X^F.Qtfdx—P^QïNdr-hrydx^—P*)^. 

Telle  est  la  formule  tpii  donne  le  mouvement 
du  fluide  pour  un  instant  quelconque. 

II.  Maintenant,  supposons  qu'au  premier  instant 
du  mouvement,  le  fluide  occupe  l'espace  A^ZRATf 
et  nommons  z  l'espace  Kg  parcouru  par  la  siir- 
■  face  EF  pendant  le  temps  t.  Il  est  clair  que  la 
nature  de  la  courl:e  KgkM  étant  donnée,  et  les 
deux  espaces  F'ZRN,  EFGif,  o'ecepés  suc- 
cessivement par  le  lluide,  étant  égaux"  tnire  eux, 
les  quantités  F,  Ny  P,  Q,ydxy  peuvent  être 
exprimées  en  fonctions  de  z  vt  de  constantes. 
Donc  la  vitesse  «  de  la  surface  EF,  ou  la  hauteur  r 
dne  à  celle  vitesse,  sera  aussi  une  fonclion  de  z; 
et  pareillement  (  aera  un  fonction  de  a,  à  cause  de 

"  =  ~h 

Appliquons  cette  théorie  génémle  à  des  exemple?. 

(J  c  iv 
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3og.  Exemple  I.  Le  siphon  est  cylindrique  ,  et  la 
'   combe  K  ^  h  M  est  une  demi-ci  rconfdrence  de  cercle, 
dont  lu-diamètre  KM  est  horizontal. 

On  aura,  en  ce  cas,  P  —  ij—y ,  et  chacune 
de  ces  quaniïlés  sera  constante.  Suit  menée  au 
diamètre  À.'  M  l'ordonnée  fq  ;  el  supposons  le 
r.'n  un  CK  =  t  j la  dcmi-circonfércncc K  gh  M— m; 
l'arc  donné  gfh,  auquel  répond  le  fluide  dans 
toules  les  Ailualions  —  n;fq  —  s;  l'arc  indé- 
terminé Kgf—%.  On  aura,  eus.  p  =  — — — 
jLQ^ll)--  =  cos.  %\fdx  cos.  p  =f  dx  cos.  £ 

—  fd%  cos.  %  =  sin.  i;  -h  ^  ,  intégrale  qui  doit 
commencer  lorsque  i;  — =,  et  lin  ir  lorsque  s  H-  ». 
Ainsi  ,  F  —  sin.  (t  +  a)  —  sin.  2.  De  «plus , 

N  =.—--;  y  d  x  =  P  d  z.  Donc  l'équation  (-^/) 

deviendra  ici,      z  [  sin.  (  »■)  —  sin.  z  ] 

—  ndr—o;  d'où,  l'on  tire  (en  supposant  que 
le  fluide  parte  du  point  K ,  et  par  conséquent 
r—Q,  lorsque  z  =  o),  n  r=  cos.  n  —  i  -+-  cos.  z 

—  cos.  (  z  ■+■  n  ).  Ce  qui  donne  r  ou  la  hauteur  due 
à  la  vitesse  de  la  surface  E  F. 

.  Si  l'on  fait  z=zm  —  n,  ou  si  l'on  suppose  que 
la  surface  antérieure  G  H  parvienne  en  M,  on 
trouvera  encore  r—  o.  D'où  il  suit  qu'alors  le  fluide 
aura  perdu  toute  sa  vitesse,  et  qu'il  redescendra. 
Il  continuera  ainsi  à  faire  des  oscillations  réci- 
proques, suivaut  la  demi-circonférence,  depuis  le 
point  K  jusqu'au  point  M. 
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On  trouvera  la  durée  du  ces  oscillations  par  le 

moyen   de  l'équation  dt  =  —^~- —  —  ^—  

_  V__   *>  

équation  qu'il  faudra  intégrer  de  manière  tjuc  t 
s'évanouisse  lorsque *= o,el que  l  reçoive  sa  valeur 
complète,  lorsque  z=m  —  n. 

3 10.  Exemple  II.  Le  siphon  (  Fig.  3a  )  est  com- 
pose de  Irais  tuyaux  rcctîlignes  K.  L  O ,  O  L  ~R  R  , 
RNM,  qui  ont  des  diamètres  égaux,  et  dont 
l'intermédiaire  est  horizontal}  les  deux  autres 
sont  inclinés. 

Soient  élevées,  par  les  points/ et  m,  les  verticales 
fi,  m  s  ;  et  nommons  f,  le  cosinus  de  l'angle  donné 
Kfi;  m,\e  cosinus  de  l'angle  donné  Mm  s;  P ,  la 
la  section  constante  et  perpendiculaire  de  chaque 
tuyau;  /,  la  longueur  donnée  gfmh  de  l'espace 
occupé  par  le  fluide;  A,  la  longueur  donnée  Kfàu 
premier  tuyau  incliné;  r,  lu  longueur  donnée  du 
tuyau  horizontal;  e,  l'espace  A" g  parcouru  par 
la  surface  du  fluide  pendant  le  temps  t. 

Cela  posé,  comme  la  loi  de  continuité  n'est  pas 
observée  d'un  tuyau  à  l'autre,  on  appliquera  il 
chacun  d'eux  les  raisonneniens  de  la  solution  géné- 
rale; et  on  trouvera  que  pour  le  tuyau  EFOL,  la 
quantité  J'dx  cos.  p  estf(  b  — z  );  que  pour  le 
tuyau  G  // NM*e\le  est  m  h  X  m  =  m  (  z  -4-  / 
—  b  —  c  );  qu'enfin  pour  le  tuyau  horizontal, 
elle  est  zéro.  Retranchant  la  seconde  exurçwioii, 
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de  ia  première  (parce  qiif  le  signe  de  m  est  contraire 
à  celui  de/),  le  reste  f(b—z)  —  m{z-+-l 

—  b —  c  ),  sera  la  valeur  de  F  pour  le  siphon 

/d  x 
_____  ou  jv(  scra 

ici  — ^— .  Par  conséquent  l'équation  générale  (_-_"} 
deviendra  {  en  observant  que  y  =  P,  clx  —  dz^ 

e=/>),  .«[/(*-.  )-«*(«  +  <_-4-C)] 

—  /!/,•  =  oj  d'où  l'on  lire  r  =  ( — — ) 

x[-?£û±=;::--^--«]*^.. 

,  :      _-*  </= 

a  cause  de  «/  —  - — —  —  7  ,  on  aura 

intégrale  qui  dépend  en  général  de  la  quadrature  du 
cercle.  Représentons,  pour  abréger, 'le  coé_ucient 
de  z  par  ^-i.  [Je  pins,  nommons  B  le  quart  de  cir- 
conférence pour  le  rayon  ^4  ;  T,  le  temps  employé  à 

parcourirl'i  ,nace  sf.On  aura  t=—r~rr^4r.  rr 

r  Ad*  _      y  1  a 

Or  —--  esl  une  quantité  constante,  quel  que  soit 

le  rayon  _-/.  Donc  Test  une  iruamilé  constante; 
donc  lesofictilarions  entières  du  fluide  sont  isochrone» 
«utr'elles,  quelles  que  soient  leurs  amplitudes. 
Soient  L  ta  longueur  d'un  pendule  qui  décrit  dt 
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petits  arcs  de  cercle  j.C,  la  dislance  initiale  de  c« 
pendule  ;'i  la  verticale;  D,  le  quart  de  circonférence' 
pour  le  rayon  L;  z,  l'espacé  que  le  pendule  parcourt 
circulairetncnt,  pendant  le  temps  /,  avec  Ja  vitesse  t-,- 
ï',lc  temps  qu'ii  emploie  pour  an  h  er  à  la  verticale. 
On  aura  vdv=  — 'L—.-ÙlLï-^  v\  par  conséquent 
^  =  ^ii£™)_  Donc;=    ,_^  =  JTL 

L  J    v  y  g 

v.   Vi  x  —  ;  EsaliU" 

ectte  valeur  de  ï1  à  celle  de  T,  et  considérant  que 
B         D  l  .  . 

— — -  =  -77-,  on  aura  L,  =  —  ,  expression  de  la 

A  C  f-rm 

longueur  du  pendule  qui  fuit  ses  oscillations  dans 
le  même  temps  que  le  fluide.  Ce  résiliai  s'accorde 
avec  celui  qui  a  été  donné  sans  démonstration  par 
Jean  lïernoulli.  (  Voyez  ses  (Buvres ,  tvms  III, 
page  126.  )  .  . 

Lorsque  les  tuyaux  EFOL,  JTGRN sont  verti- 
caux', 011  a  f  =  1 ,  m  =  1  ;  et  l'équation  L  = 

—    1  ..    devient  L  =  {  /,  c'est-à-dire,  nue  la  Ion- 

giieur  du  pendule  qui  fait  ses  oscillations  dans  la 
même  temps  que  le  Quitte,  est  la  raoitjé  de  la  lon- 
gueur de  la  colonne  fluide;  ce  qui  s'accorde  avec 
l'article  3oS.  . 

5i  1.  Scholie  I.  On  voit  que  la  même  théorie  e;;t 
également  applicable  au  mouvement  de  l'eau- dans 
un  long  tuyau,  en  supposant  que  les  tranches  du 
fluide,  regardées  comme  perpendiculaires  à  i'^xa 
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du  tuyau ,  conser\'enl  leur  parallélisme.  Nonâ  ;yons 
tloii su'1  (7 5 2)  la  solution  de  ee  problème,  dans  la  sup- 
position du  parallélisme  (11-  tranches  horizontales; 
flous  avons  de  plus  déterminé  (76 1)  la  pression  qui 
doit  résulter  alors  contre  un  endroit  quelconque  des 
parois  du  lu  van.  liais  dans  i'iiypollie.ic  présente,  où 
nous  regardons  les  tranches  comme  perpendiculaires 
à  l'axe  du  tuyau ,  on  obtiendra  d'autres  résultats.  La 
Vitesse  du  lluide  se  trouve  par  l'équation  généiaje 
de  l'article  précédent.  Quant  à  la  mesure  de  la  pres- 
sion, on* voit  que  la  l'oree  accélératrice  en  vertu  de 
laquelle  toutes  les  tranches  se  iéroient  équilibre, 

étant  ici  g-cos.  p  dJ- ,  la  pression  à  l'endroit  y 

{Fig.Z\  },  est cos. _p  

3i2.  Sckolie  II.  Newton  ,  dans  ses  Principes 
mathématiques  {  liv.  II,  pmp.  46  ),  compare, 
comme  il  suit,  au  mouvement  oscillatoire  de  l'eau 
dans  un  siphon,  le  mouvement  d'ondulation  d'une 
masse  lluide  indéfinie,  qui  a  élé  dérangée  de  la 
situation  d'équilib/e  par  L'action  du  vent,  ou  de  tout* 
autre  manière.  . 

Soit  .,/ HCDEF  {  Fig.  33  J  une  eau  agitée, 
dont  la  surface  monte  et  descend  par  des  ondes 
successives.  Que  ^ ,  C\  E  soient  les  éminences  do 
ces  ondes;  E,  D,  F  les  cavités  intermédiaires  qui 
les  séparent.  Le  mouvement  successif  des  ondes 
«e  faisant  de  manière  que  les  parties  les  plus  hautes 
■**>Ç,E  deviennent  ensuite  les  plus  basses,  et  la. 

* 
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force  qui  fait  descend re  les  plus  hautes  et  monlcr 
les  plus  basses  ,  (Haut  toujours  le  poids  de  l'eau 
élevée,  il  s'ensu i t,  que  les  oscillations  dey  ondes 
sont  de  mémo  espèce  que  celle  de  l'eau  dans  un 
siphon  do  grosseur  uniforme.  Si  Ton  prend  doue 
un  pendule  dont  la  longueur  soit  I»  moitié  des 
distances  enlre  les  lieux  les  pins  hauts  j4 ,  C,  Ey 
cl  les  lieux  les  plus  bas  B,  D,  F,  les  parties  les 
,  plus  hautes  -A,  G,  E,  deviendront  les  plus  basses 
dans  le  temps  d'une  oscillation  de  ce  pendule;  et 
dans  \r.  temps  d'une  aulre  oscillation  ,  elles  devien  ■ 
dront  les  plus  hautes.  Le  pendule  fera  donc  deux 
oscillations  pcndanl  chacune  des  ondulations ,  c'est- 
à-dire,  pendant  que  chaque  onde  parcourra  l'espace 
compris  rulre  deux  sominilés  voisines  ou  deux  ca- 
vités voisines  ;  espace  qui  exprime  la  largeur  d'une 
onde.  Et  comme  un  pendule  dont  la  longueur  seroit 
quadruple  de  celle  du  précédent ,  ne  feroil  qu'une 
oscillation,  pendant  que  celui-ci  en  fait  deux,  on 
doit  conclure  que-  les  ondes  font  leurs  oscillations 
dans  le  même  temps  qu'un  pcncfule  qui  aurô*îl  pour 
longueur  la  largeur  des  mêmes  ondes.  Les  durées 
des  ondulalions  étant  comme  les  racines  carrées  do 
leurs  longueurs ,  .on  déterminera  1ms  quanlilés  do 
ces  durées,  par  la  considération  qu'un"  pendule  qui 
a  o  pieds  8  5  lignes  de  longueur,  fait  une  oscil- 
lation en  une  seconde,  à  la  latitude  de  Paris. 

II  est  inutile  de  remarquer  que  celte  théorie  des 
ondulations,  n'est,  comme  Newton  en  avertit  lui- 
même,  qu'une  approximation;  car  on  y  supposa 

• 
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que  les  .parties  de  i'ean  se  meuvent  en  lignes 
droites,  comme  dans  Je  sijilion  de  l'article  3o6}  au 
lieu  que  rédicment  leur  mouvement.  c.->l  circulaire 
en  partie. 

Le  mouvement  des  ondes  ne  peut  être  déter- 
miné d'une  manière  exacte  cl  satisfaisante,  que 
par  les  loix  générales  du  mouvement  des  fluides, 
telles' que  nous  les  avons  indiquées  (Ciinjj.  V). 
M.  de  la  l'iacc  a  traité  le  premier  ce  suict,  pour 
les  ondulations  rec  il  lignes  {^îcad.  de  Paris,  année 
3  ,  page  5&-2  );  et  M.  de  la  Grange  a  traité  la 
quc^li".:n  en  générât  (  Avad.  de  Berlin,  année  1781 
page.  içjG). 


CHAPITRE  X. 

'Manière  d'avoir  égard  au  frottement  de  Veau 
contre  les  hords  d'un  orifice  ,  ou  contre  les 
parois  d'un  lo^g  tuyau. 

3,3.  D.»  s  la  théorie  que  j'ai  donnée  jusqu'ici  de 
l'écoulement  des  fluides  ,  je  n'ai  point  l'ail  entrer 
en  considération  le  déchet  que  le  frottement  contre 
les  hords  de  l'orifice  ou  contre  les  parois  du  vase, 
peut  apporter  au  produit.  Ici  je  me  propose  d'in- 
diipier  les  moyens  d'estimer  ce  déchet,  au  moins 
À-peu-prés.  Je  prends  des  cas  simples ,  pour  ne 
pas  m'engnger  dans  de  longs  calculs ,  inutiles  à  mon 
but. 
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3 1 4.  Problème  I.  Un  vase  étant  entretenu  cons- 
tamment plein  à  la  même  hauteur,  an-dessus  d'un 
petit  orifice  horizontal  el  circulaire  ABDE  (Vig.'SÏ  :. 
on  demande  la  quantité  d'eau,  écoulée ,  pétulant 
un  temps  donne' ,  en  avant  égard  ait  frottement 
du  fluide  contre  les  bords  de  l'erijice  ? 

Du  centre  C,  soient  décrilcs-' une  infinité  de 
circonférences  concentriques  abde,  ninop,  etc. 
Les  particules  qui  frottent  contre  le  tord  sfBDlï 
de  l'orifice  perdent j  par  celle  cause,  une  partie 
de  leur  vitesse.  Et  comme  ces  particules  ont  une 
adhérence  avec  les  suivantes  qui  forment  la  cir- 
conférence abde;  que  pareillement  celles-ci  ont 
une  adhérence  avec  les  suivantes  qui  forment  la 
circonférence  mnop;  ainsi  de  suite  :  il  est  clair 
que  de  proche  en  proche  le  frottement  contre  le 
bord  de  l'orifice  si B DE,  doit  se  faire  sentir  à 
toutes  les  particules  qui  sortent  en  même  temps ,  et 
diminuer  conséqnemnrenl  le  produit  on  la  quantité 
d'eau  écoulée.  Con.strui.sanl  donc  sur  ^4  C,  comme 
axe,  une  courbe  NgqK,  dont  les  ordonnées  ^tNt 
ag,  mq ,  C  K  représentent  les  vitesses  correspon- 
dantes aux  points  ^4 ,  a,  m-,  C;  l'aire  dé  celte 
courbe  sera  proportionnelle  à  la  somme  des  vitesses 
ou  à  la  quantité  d'eau  écoulée.  De  sorte  que  si 
l'on  nomme  rie  rayon  C^^.r,  l'abscisse  Cm; 
X,  la  hauteur  dite  à  la  vitesse  en  m;  m  le  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre  ;  tt  le  temps  de 
l'écoulement;  5,  le  temps  de  la  chute  par  *  ; 
Q,  la  quontilé  d'eau  écoulée,  on  aura  (srai), 
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Q  —  — -  J  m  x  dxjy  X,  intégrale  qui  doit 

s'évanouir,  lorsque  *  =  o,  et  recevoir,  sa  valeur 
complète ,  lorsque  x  =r. 

On  voit  par-là  que  connoissant  1t  loi  suivant 
laquelle  les  particules  tiennent  les  unes  aux  autres, 
on  connoilra  la  fonction  X ,  el  que  par  consé- 
quent on  pourra  déterminer  Q,  .soit  algébrique- 
ment, soit  par  les  quadratures  des  courbes. 

3i5.  Corollaire.  Supposons,  par  exemple,  que 
Ngq-K  soit  une  li^ne  droite,  ce  qui  ne  doit  pas 
s'éloigner  beaucoup  de  la  vérité,  i'oritice'  étant 
regardé  comme  Iri-s-petit.  Nommons  H,  la  hau- 
teur duc  à  fa  vitesse  centrale  CKj  h,  la  hauteur 
due  à  la  vitesse  latérale  ^4  N ;  et  menons  NR 
parallèle  à  AC.  Les  triangles  semblables  tfRK, 

^donneront/^!^ 

et  mq  ou  yx=yh+  (r—KK*-^*) 
=  ^KMr-*)Vn  m  Donc  f\  d x v x 

'  **{\Sh-v n)  x'^ti 

=  - — jL~ „  —  1  ■ — - — -  Ain.-i, en  lar-ant 

à  r  i 

.r=r,  on  aura,  Q=^  g-j  — — ■ 

Reste  à.  déterminer  //et  h.  Or,  il  y  a,  pour  cela, 
deux  moyens. 

I.  On  sait  que  dans  les  jets  d'eau  qui  s'élèvent 
verticalement , 
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verticalement,  le  liant  de;  la  colonne  («st  une  espèce 
de  pyTAinide ,  dont  le  sommet  est  formé  par  les 
molécules  centrales  qui  se  succèdent.  Si  l'on  prend 
■pour  //'la  hauteur  du  sommet  de  cette  pyramide 
au-dessus1  de  l'orifice  j  et  qu'on  détermine  //et  Q, 
par  une  expérience  immédiate  ,  on  connoîtra  h. 
Caria  formule  précédente  donne, 
*  h          (36  <?— a 1  mi"  l/.ff)1 

II.  Supposons  que  la  hauteur  de  l'eau  dans  le 
réservoir  étant  toujours  la  même,  on  ait  un  second 
orifice  circulaire  el  horizontal  ,  et  nommons  les 
quantités  analogues  à  A',  r,  Q,  par  les  mêmes  lettres 
accentuées.  Les  quantités  mi,  a,  t  démolirent  les 
mêmes.  Il  paroit  que  la  hauteur  A  doit  être  aussi 
la  même  dans  le  second  orifice  que  dans  le  pre- 
mier; car  sous  même  hauteur  d'eau  dans  le  réser- 
voir, le  frottement  de  chaque  point  lluide  contre 
le  bord  de  l'orifice  doit  être  le  même  ;  et  par  consé  - 
quent  il  doit  rester  la  même  vitesse  à  chaque  par- 
ticule, déduction  faite  delà  perte  occasionnée  par 
le  frottement.  On  aura  donc,  comme  pour  Qt  ectto 
seconde  équation 

De  plus,  en  considérant  que  la  lai  du  frottement 
doit  être  la  même  dans  les  deux  cas,  et  que  par 
conséquent  on  peut  regarder,  par  exemple,  Hj4 
comme  le  rayon  du  second  orilice,  tandis  que  Cj£ 
Tome  1.  '  D  d 


4i8  II  v  d  it  A  v  r,  r  q  v  t..  - 

esl  le  rayon  du  premier,  on  aura,  If  II—]/"  h 

:  y  If  —  y  h  '.:  r-.r1,  ou 

,-{y  ii>~y  h)  =  r[y  n-y  h).  . 

Maintenant,  regardons  jY,  H< ,  A ,  comme  les,  trois 
inconnues,  et  supposons  que  tout  lu  reste  .soi!  donne, 
nous  trouverons 

_  r  |  [<?,-(,— 3,1  )  +  H , 

■— t     ia^t.lr-Or'i*     J  ' 

Î?i6.  Problème  II.  Résoudre  le  même  problème , 
en  supposant  que  l'orifice ,  toujours  fort  petit  cl 
horizontal ,  au  7ieu  d'être  circulaire ,  soit  un  rec- 
tangle ABCD  (I'ig-  35)? 

Ayant  mené  du  centre  O  les  droites  O  ,  OB , 
OC,  OJJ,  et  ayant  abaissé  OK  perpendiculaire 
à  B ,  soient  tirées  les  droites  O  B ,  Op  infi- 
niment voisines.  Du  -point  O,  avec  le  rayon  OP, 
eoit  décrit  le  petit  arc  PF~,  Qu'on  décrive  encore 
du  même  point,  avec  les  deux  rayons  infiniment 
peu  différons  Oui,  O  //,  les  deux  petits  arcs  my ,  n  r. 
Cela  posé,  soient  OK=b;  KB~c;  KP—x; 
Om=j  ;  la  hauteur  dùe  à  la  vitesse  en  0  =  H; 
la  hauteur  dùe  à  la  vitesse  en  K  =  h;  et  dési- 
gnons par  /,  6,  a,  les  même  choses  que  ci-dessus. 
Les  triangles  semblables  OÀ'P,  Pfp  donneront, 

P  Ir—  — r— — - .  f    —  ■    .  et  les  ares  semblables 
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P  P" ,  m  q ,  .donneront  m  q  =.—-■?-■■+  — .  Donc 

h y dydx  „ 

le  petit   espace    m  q  r  n  =  — - —  --- — .  ha 

admettant  sur  la  loi  du  frottement  la  même  hypo- 
thèse que  dans  l'article  précédent ,  la  quantité  de 
liqueur  qui  sort  par  le  petit  oriiiee  rnqrri  sera 

.     ,                      Itl/'m  byéfdn 
exprimée   par  —  •  —  x   ~  -jj- — — — - 

X    \  jS{bb+**)  )  ' 

l'intégrale  csl{cn  regardant^' seule  comme  variable), 

tV«.bdx    .    [gjy  >S(bb+xx)}  .  ^  H—iy\\f  Tl—V  h) 

i(bb+xxy  3 

ï'aisauly— p^(bb  -\-xx),  la  quanti  Lé  de  liqueur  qui 
sort  pa,  l'orifice  PO,,  =  JJ^t^^E+JÎ^L , 

dont  l'intégrale  est  - 


dont 


,  la  cjuan^té  de  liqueur  qui  sort  par  l'orifice 


triangulaire  OKB  = 


.  Donc,  en  nommant  Q  la  quantité  de  liqueur  qui 
sort  par  l'orifice  enlier  sfBCD,  on  aura 
O  =  *.bc{)S  H+?lS  h) 

y  3  8 

Celte  équation  fournit  les  mêmes  remarques  que 
celle  de  l'article  précédent. 

317.  SckoUe  I.  Les  deux  problèmes  précédens 

d  d  ij 
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Ht  d  r  A.r  i;  q  r  i, 
suffisent  pour  faire  connoilre  la  manière  d'estimer 
les  efl'ets  du  frottement  dans  les  écoulcmcns  ,  par 
toutes  sortes  d'orifices  horizontaux.  Mois,  pour  ap- 
précier exactement  cette  théorie ,  il  faut  la  soumettre 
à  de  nombreuses  expériences,  en  faisant  varier  les 
hauteurs  des  réservoirs,  les  ligures  et  les  dimen- 
sions'des  orifices.  Quand  on  aura  ainsi  clé  1er  mi  né 
les  loix  du  frottement  pour  de  pclil^-'ofi  fiées  hori- 
zontaux ,  on  pourra  appliquer  les  mêmes  principes 
à.  des  orifices  latéraux,  petits,  mais  dont  tous  les 
points  ne  peuvent  pas  néanmoins  cire  censés  placés 
à  fa  même  dislance  de  la  surface  du  lluide.  Car, 
en  regardant,  comme  nous  l'avons  déjà  Fait  Cha- 
pitre III,  un  orifice  latéral,  comme  partagé  en  une 
infinité  de  petits  orifices  par  des  plans  horizontaux , 
on  cherchera  d'abord  les  écoulemens  par  ces  orifices 
élémentaires  ;  ensuite  on  trouvera  ,  par  la  somma- 
tion ,  les  écoulemens  pour  les  orifices  entiers. 

3i8.  Scholie  JI.'lï  est  facile  d'appliquer  ]a  même 
théorie  au  mouvement  de  l'eau  dans  un  long  tuyau. 
Car, #oi t  par  exemple  {l*fg.  36),  un  vase 

entretenu  constamment  plein  à  la  hauteur  A  B , 
et  auquel  est  implanté  un  tuyau  horizontal  ECmn  , 
dont  le  diamètre  est  assez  petit  pour  qu'on  puisse 
regarder  chaque  section  verticale  du  tuyau ,  comme 
ayant  tous  ses  points  à  égales  distances  du  plan 
horizontal  qui  rase  la  surface  du  fiuide.  Le  filet 
cenlral  o  k  a  une  plus  grande  vitesse  que  les  autres; 
et  en  allant  du  centre  à  la  circonférence ,  les  vitesses 
diminnejjl  il  cause  du  frottement  contré  les  parois 
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duiuyan.  Or  il  est  évident  que  l'on  peut  considérer 
le  bout  m  n  du  tuyau  comme  un  orifice  simple,  et 
que  par  conséquent  on  trouvera  la  quantité  d'eau 
qui  sort  par  cet  orifice  ;  an  moyen  de  l'article  3i4, 
lorsque  l'on  eonuoitra  les  hauteurs  dues  aux  vitesses 
des  points  fluides  i,  m,  et  la  loi  suivant  laquelle 
le  frottement  se  f'.tit  sentir  de  la  circonférence  au 
centre, pour  différentes  hauteurs  -dU  de  réservoirs, 
et  différentes  longueurs  ok  de  tuyaux. 

En  admettant  pour  le  frottement  l'hypothèse  de 
l'article  5i5  ,  nous  avons,  ici  cotante  là,  deux 
moyens  pour  déterminer  les  hauteurs  H  et  h  dues 
aux  vitesses  des  points  fluides  m;  l'un  consiste 
à  mesurer  la  hauteur  II  par  l'amplitude  du  jet  l sf 
et  par  la  quantité  Q  d'eau  écoulée  par  m  n  pendant 
«a  temps  donné;  d'où  l'on  conclura* ensuite  hj 
l'autre  à  déterminer  H  et  h,  pour  deux  tuyaux 
dont  les  diamètres  son:  différais,  mais  qui  ont  des 
longueurs  égales ,  et  qui  sont  placés  sous  les  mêmes 
profondeurs  o  D.  Bornons-nous  à  indiquer  le  pre- 
mier moyen;  car  il  est  inutile  de  s'appesantir  sur 
des  détails  qui  n'ont  aucune  dilficulté. 

La  nature  de  la  courbe  is  est  telle ,  qu'un  corps 
décrirait j  par  la  seule  pesanteur ,  la  verticale  tr 
dans  un  temps  égal  à  celui  pendant  lequel  il  dé-" 
dirait  uuiformément  la  droite  kk  ,  égale  et  parallèle 
à  rs  ,  avec  une  vitesse  égale  à  celle  du  point 
fluide  k.  Si  donc  l'on  cherche,  par  la  théorie  du 
mouvement,  les  expressions  de  ces  deux  temps > 
et  sjtrW  les  égale  enlr'elles,  on  ohtiendra  l'équa- 
Pdiij 


in  H  y  i)  H  A  u  t.  r  n  c  f, 

liiyi  (r*)*=jfcr  x  h  U "j  11  étant  ta  hauteur  dge  à 

la  vitesse  clti  point  h.  -Cette  équation,  qui  est  celle 

d'une  parabole  ,  donne  //  =  — » 
.  connoî.ssant  /-.s-  cl  ir-,  on  connoîira  7A  Quand  on 
aura  donc  aussi  déterminé  Q,  on  connoilra  A. 

On  trouvera  dans  le  second  volume  de  cul  ouvrage, 
■un  trèo-graud  nombre  d'expéricnc: s  sur  le  mouve- 
ment, des  eaux  dans  de  longs  Uryaux,  rcclilignes 
on  tortueux,  bori/.ouiaux  ou  inclinés. 
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Du  mouvement  des  fluides  élastiques,  et  en 
particulier  du  mouvement  de  l'air. 

3,9.De  meme  qu'en  trailant  de  l'équilibre  des 
fluides  élastiques,  j'ai  considéré  spécialement  celui 
de  l'air  ;  scmblalilement  je  vais  ici  considérer  le 
mouvement  de  l'air,  la.lhéorie  étant  la  même  pour 
tous  les  fluides  élastiques. 

Quand  on  parle  du  mouvement  de  l'air,  on  peut 
avoir  en  vue ,  ou  de  connoitre  le  transnorl ,  soil  réel , 
soit  virtuel,  d'une  certaine  niasse  d'air,  d'un  endroit 
en  un  àulre  ;  ou ,  le  mouvement  qu'ont  les  unes 
par  rapport  aux  autres  les  particules  d'une  certaine 
masse  d'air,  quia  élé dérangée  de  la  situation  d'équi- 
libre. La  première  question  va  faire  le  sujet  do 
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ce  Chapitre  :Ia  seconde  sera  .traitée  dans  le  Cha- 
pitre suivant.  Je-  négligerai  par-tout  l'oITcl  du  i'rol- 

It'JIK'Ut. 

3ao.  Soit  jéBCD  {Fig.  3;J  un  cylindre  fermé 
de  tous  cotés,  c  en  tenant  un  air  homujjèno  cl  éga- 
lement den.e  dans  toute  son  étendue.  Cet  air  est 
dans  un  état  de  compression,  et  aussi-lot  qu'mr  lui 
dsjpnc  qiu'fq n'issu fj  ou  qu'on  lui  facilite  le  moyen 
de- s'étendre  ou  de  se  dilater,  il  .se  dilate  en  effet, 
et  sa  force  élastique  diminue.  Dans  chaque  état 
de  compression  ,  la  force  élastique  est  toujours 
ég<i!c  à  la  force  qui  a  produit  e'i-ltc  co  ni  pression. 
Aiti^i,  par  exemple,  si  l'air  .A  B  CD  cal  pareil  à 
ctliti  e,ue  nous  respirons ,  et  que  par  conséquent  il 
1  ait  été  comprime  ,  on  par  la  pression  même  de 
Fatmosphcro ,'  on  par  uife  force  équivalente  ,  il 
pourra  faire  équilibre  par  son  ressort,  dans  l'élat 
moyen  ,  ou  au  poids  d'une  colonne  de  mercure 
de  28  ponces  de  hauteur',  laquelle  hauteur  est  indi- 
quée par  le  baromètre;  ou  au  poids  d'une  colonne 
d'eau  de  32  pieds  de  hauteur,  l'eau  étant  environ- 
quatorze  fois  moins  dense  que  le  mercure  j  ou  , 
au  poids  d'une  colonne  d'air  de  85o  X  5a  pieds  , 
ou  ij-200  pieds  de  hauteur,  l'air  naturel  étant 
environ  85a  fois  moins  dense  que  l'eau.  Si  donc 
o:i  nomme  en  général  F-,  la  force  élastique  de  l'air; 
aa,  la  surface  de  la  base  qui  en  supporte  l'action  j 
JJ,  la  hauteur  de  la  colonne  de  mercure,  on  d'eau, 
ou  d'air,  qui  ce!  équivalente  à  la  force  F;  on 
aura  F~aaH.  Pour  l'air  naturel,  il  faudra  l'aire 
Dd  iv 


-Î2;i  Hydraulique, 
//"=  28  pouces,  ou  //—  3-2  pieds ,  ou  H  =  27200 
pieds  ,  selon  que  l'on  voudra  évaluer  la  pression 
ou  le  ressort  (le  cet  air ,  par  le  poids  d'une  colonne 
de  mercure,  ou  d'eau,  ou  d'air. 

'32i.  L't'xpéri<yicc  fait  voir  (67  et  G8)  que.  si 
une  même  masse  d'air  qui  conserve  toujours  lo 
même  degré  de  température,  est  réduite  à  occuper 
successivement  différons  volumes,  les  forées  qui  ]a 
compriment ,  et  par  conséquent  aussi  ses  différentes 
forces  élastiques,  .suivent  la  raison  inverse' des  vo- 
lumes ou  la  raison  directe  des  densités.  Or  réduire 
une  masse,  d'air  à  occuper  différons  volumes,  c'est 
la  même  chose  que  faire  entrer  dans  un  même 
volume  différentes  quantités  d'air,  dont  les  densités 
soient  les  mêmes  respectivement  que  celles  de  la 
masse  proposée  dans  ses  différons  états.  Concluons 
donc  de  celte  expérience  que  si  différentes  masses 
d'air  occupent  successivement  un  même  volume , 
elles  ont  des  forces  élastiques  qui  leur  sont  pro- 
portionnelles ;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  qui 
sont  proportionnelles  à  leurs  densités ,  puisque  la 
densité  n'est  autre  chose  que  la  quantité  de  matière 
comprise  sous  un  même  volume  donné. 

322.  Problème  I.  Déterminer  la  vitesse  avec 
laquelle  l'air  sort  à  chaque  instant  du  vase  ABCD 
(  Fig.  37  ),  par  le  petit  orifice  C,  en  supposant 
qu'il  s'échappe  dans  le  vide ,  ou  qu'il  n'éprouve 
aucune  résistance  à  sa  sortie  ? 

Soient,  pour  le  premier  instant  du  mouvement, 
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P  le  poids  auquel  la  force  élastique  de  l'air  peut 
faire  équilibre;  Q,  la  densité  de  ce  fluide;  f^,  sa 
vitesse;  cl  nommons  y,  la  densité  qu'il  a  au  bout 
d'un  certain  temps  u,  sa  vitesse  à  la  lin  de  'ce 
même  temps.  De  plus  ,  nommons  M  et  m  les  niasses 
d'air  qui  .sortent  en  temps  égaux  dans  les  deux  'cas.  • 
On  voit,  par  l'article  précédent,  que  la  force  élas- 
tique de  l'air  après  le  temps  t,  sera  — - ' ^-  -  :  et 

comme  les  forces  motrices  sont  proportionnelles 
aux  quantités  de  mouvement  qu'elles,  produisent 

dans  le  même  temps,  on  aura,/*:  —-^—'.lMPr  :  mu. 

Mais  les  masses  M  et  m ,  sont  comme  les  produits 
de  leurs  volumes  parleurs  densités,  et  leurs  volumes-' 
^ont  comme  les  produits  de  l'orifice  par  les  vitesses. 
Ainsi  l'orifice  étant  le  même  dans  les  deux  cas,  on 

aura  ,M:m::  Qî^:  y  //.  Donc ,  P  :        :  ;  Q  J^y 

:  q  un.  D'où  l'on  lire  u  =V.  Ainsi  l'air  sort  con- 
tinuellement avec  la  même  vitesse,  qui  est  la  vitesse 
initiale  A". 

3s3.  Corollaire.  Supposons  qu'au  premier  instant 
l'air  contenu  dans  le  vase  soitrle  l'air  naturel.  Alors 
le  poids  P  est  égal  an  poids  d'une  colonne  d'air 
naturel  qui  auroit  l'orifice  C  pour  base,  et  27700 
pieds  de  hauteur  (3ao).  La  colonne  qui  presse  sur 
l'orifice,  cl  la  masse  qui  en  sort  a  chaque  instant , 
«ayant  ainsi  la  même  densité,  la  vitesse  en  C  est 
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due  à  la  bailleur  37200  pieds.  Or  un  corps  grave, 
qui  tombe  de  \5  pieds  de  hauteur  ,  acquiert  une 
îilesii*  cipab'e  de  lui  la»  e  parcourir  uniformément 
'Sa  pieds  en  une  .seconde.  Par  conséquent,  on  aura  la 
vitesse  /  ',  pour  une  seconde,  en  faisant  celte  pro- 
portion, {/ i5  :  J/2720o::i5o  pieds  :  /'  —  1-277 
pied.".  L'air  doit  donc  parcourir,  en  vertu  de  son 
ressort  dans  l'état  ordinaire  de  i'alino.1  phêre,  environ 
1 277  pieds  fn  une  seconde,  dans  le  vide. 

32'i.  Problème  II.  Déterminer  en  général,  dans 
l'hypothèse*  du  problème  précédait,  le  temps  t 
que  l'air  emploie  à  passer  de  la  densité  Q  à  la 

dennti  <o 

Soient  H  la  hauteur  due  à  la  vitesse  constante  f 
de  l'air  au  passage  C;  î,  le  temps  de  la  chute  par*^ 
C,  l'aire  de  l'orifice;  ^4-,  le  volume  du  cylindre 
j4BCD.  11  sortira,  pendant  l'instant  c/t,  un  petit 

volume  d  air  exprime  par  —  (  (  ?i<i  ).  Or 

la  masse  étant  comme  le  produit  du  volume  par 
la  densité,  la  petite  masse  d'air,  comprise  sous  ce 

volume,  sera  —  ^  .  Maiâ d  un  autre  cote, 

il  est  évident  que  durant  le  temps  l,  il  est  sorti  du 
cvJindre  une  masse  exprimée  par  ^4 .Q —  -.4.ç. 

Ou  aura  donc,  -  —  d'\y/ .  Q — ^4 .  q) 
■== — ^4dq;  ce  qui  donne  dt  —  ?~  x 


 ~,  donl  l'intégrale  eM  (en  faisant  ï  =  o,  lorsque 

On  voit,  par  colle  expression  dn  Kejnps,  que  le 
vase  ne  se  vîdcroit  entièrement  qu'au  bout  d'un 
temps  infini;  mais  il  ne  faut  pas  oublier  .ici  que 
suivant  la  remarque  de  l'article  y'6,  Phypotlicse sur 
laquelle  cette  formule  est  fondée,  cesse  d'être  exacte, 
lorsque  la  densité  q  devient  très-petite. 

325.  Problême  ITT.  L'air  ayant  clé  condensé  dans 
le  vase  ABCD  :  on  demande  la  vitesse  avec  la- 
quelle il  sortira  par  le  petit  orifice  C,en  supposant 
qu'Use  répande  dans  un  ai r environnant  jdus  rare 
que  lui ,  et  d'une  étendue  infinie  ,■  telle  qu'on  peut 
toujours  l'attribuer  à  l'atmosphère  par  rapport  au" 
vase  ABC1)? 

Nommons  D  la  densité  de  l'ajr  extérieur;  F, 
sa  force  élastique  ;  Q,  la  densité  initiale  de  l'air 
intérieur,  ou  de  l'air  contenu  dans  le  vase,  et  par 

conséquent  ■  sa  force  élastique  initiale j  q,  la 
densité  de  l'air  intérieur,  après  un  certain  temps  /, 
et  par  conséquent  ~—  sa  force  élastique  corres- 
pondante; M,  la  petite  masse  initiale  d'air  qui  sort 
par  l'orifice  ;  /  \  sa  vitesse;  tu ,  la  petite  masse  d'air, 
qui  sort,  après  le  temps  u ,  sa  vitesse.  L'air 
extérieur  opposant  constamment  la  résistance  F  à 
la  sortie  de  Pair  intérieur ,  àl  est  évident  que  ia  força! 
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«xpulsire  initiale  de  l'air  intérieur  cst-^™  i7*, 

ou        ■  J-—- ■■>  cl  que  la  force  expulsive,  après 

le  temps  t ,  est  ^ ■  ~~ — .  Or,  lc3  forces  cxpul- 

sives  sont  comme  les  quantités  (le  mouvement  4 
qu'e  lles  produisent  dans  le  même  temps;  ainsi  on  a, 

te-»)*  ..1î=£1L  ...  Mfrt  „,„.  Wkhi:a 

masses  JH  el  m  sont  comme  les  produits  de  leurs 
densités  par' leur»  volumes  ,  cl  ces  volumes  sont 
comme  les  produits  de  l'orifice  par  les  vitesses} 
.  .       (Ç  —  0)F      {q  —  D)  F 
donc,  *v  D   — :       D  \    ::  :  ya», 

.  y  *Q  [  9  —  D  ) 
ce  qui  donne  u  ~  y  X  //  — —  —  j 

On  voit  qu'on  aura  «  =  o,  oit  que  l'air  cessera  de 
couler,  lorsqu'on  aura  o  =  D.  Je  n'ai  pas  besoin 
de  faire  obscr»  v  que  si  on  avoit  1)  =  Ç>,  n'y 
auroil  point  du  loiit  de  mouvemenl ,  puisqu'alors  la 

force  expulsive  initiale  -  —  étant  nulle,  la 

vitesse  initiale       seroit  aussi  nulle. 

3?6.  Corollaire.  Supposons,  par  exemple,  Q  = 
icijD,  q  —  9  />,-  et  que  la  pression  de  l'atinOAphése , 
ou  la  force  élastique  /'',  sqif  équivalente  au  poids 
d'une  colonne  d'eau  de  '6i  pieds  de  hauteur.  Ca 
force  expulsive  initiale  ^  -  ^  -  -  de  l'air,  équi- 
».audraau poids  û'une  colonne  d'eau  de  g  X  32  pieds, 
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oit  de  ?SS  pieds  de  hauteur:  et  comme  l'air  que  eetle 
force  fait  sortir  par  Porifice  est  85  foïa  moins  dcn.se 
que  l'eau,  '1  s'ensuit  nue  l'écoulement  initial  est  le 
meme  que  si  l'air  éloit  alors  chasse  par  la  pression 
d'une  colonne  d'air,  par-tout  de  même  densité  quo 
lui, -et  de  85  fois  288  pieds,  ou  de  2448o  pieds  de 
^hauteur;  et  que  par  conséquent  la  vitesse  /^est  dâo 
à  celle  hauteur.  Donc  !a  vitesse  /  ,  pour  une  seconde, 

sera  de  00  pieds  X  — ^/-^ —  »  ct  la  Vl[esse  "7  aussi 

pour  une  seconde,  sera  de  3o  pieds  X  — —  — 

X  -^>u°~-  Ainsi,  on  aura  à  peu-prOs,  131a 

pieds ,  a  =  1204  pieds.  '   •  , 

On  peut  se  faire  par -là  une  idée  do  la  vitesse 
avec  laquelle  l'air  condensé  frappe  ou  pousse  une 
'  balle  dans  ces  fusils  qu'on  appelle  arquebuses  à  vent, 
cl  dont  la  description  se  trouve  dans  tous  les  Livres 
de  Physique. 

327.  Problème  IV.  Trouver  le  temps  t  que  l'air 
emploie  à  passer  de  lu  densité  Q  à  la  densité  <\, 
dans  l'hypothèse  du  problème  précédent  ? 

En  représentant  par  H  la  hauteur  due  à  la  vitesse 
initiale  P et  en  se  rappelant  que  les  hauteurs 
dues  aux  vitesses  F  cl  u,  sont  comme  les  carrés- 
de  ces  vitesses.:  on  verra  que  la  hauteur  due  à  la 

vitesse  u,  est  H  X  ■—     — Ainsi  la  petite 
?  (  Q  —  D  ) 

masse  d'air,  qui  sort  pendant  l'instant  dt,  est 


4"o  H  Y  D  H  A  U  h  I  Q  V  B, 

^TiLl/ \tIL9J  q.~~  "  L.  Mais  celle  masse 
a  pour  autre  expression  d(^.Q  —  sf%.  g),  ou 
—  Par  conséquent  ona,(/i-  ~^cpvJ7$T~ 

v  dont  l'intégrale  est  (  en  faisant 

toujours  i==o,  lorsque  y  =  ÇJ),  /  =  — - — - 

r  Q-^  +  K(  Q'-D-Q)  1 
X        L  J' 

Nous  avons  vu  que  l'air  ci-s.se  de  couler,  lorsque 
^  =  D.  Faisant  donc  q  =  D-,  dans  l'expression 
précédente  ,  on  aura  celle  du  temps  que  diirc 
l'écoulement 

328.  Problême  Y,,.Le  vase  A.BCÎ)  étant  supposé 
contenir  an  air  plus  rare  que  celui  de  l'atmosphère: 
on  demande  la  vitesse  avec  laquelle  ce  dernier 
entrera  dans  le  vase ,  par  le  petit  orifice  C? 

En  nommant  D,  la  densité  constante  de  l'air 
extérieur;  F,  sa  force  élastique}  Q,  la  densité 
initiale  de  l'air  contenu  dans  le  cylindre,  et  par 
conséquent  —-jy—  sa  force  élastique  initiale  ;  V/ , 
la  densité  de  cet  air,  après  le  temps  /,  et  par 
conséquent  sa  force  élastique  après  ce  même 
temps;  J'r ,  la  vitesse  iniliaie  avec  laquelle  l'air 
extérieur  entre  dans  le  cylindre  ;  1/,  sa  vitesse  après 
lu  temps  /  :  on  voit  que  la  force  impulsive  iniliaie 
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de  l'air  dans  le  cylindre  est  F  — — -  ,  ou 

_!____?__  }  ct  qu'après  le  temps  t  la'  force  imptil- 
sire  cil  — — -j^-i. — ..On  aura  donc,  - — — 

y  n—Q 

Si  au  premier  instant,  Ic-cylindrc  étoit  vide,  on 
auroit  Q  =  o  ;  et  alors  u  s=.y  x  J/^  -—yy~~- 

On  voit,  dans  Fuir  et  l'autre  cas,  que  l'air,  çesaâ 
d'entrer  dans  le  cylindre,  lorsque  £  =  ZK  ou 
lorsque  la  densité  de  l'air  est  la  même  enndcclaos 
q  n'en  -deli  ors.  .  .  .  , 

3-29.  Problème  VI.  Trouver  l'équation  entre  le 
temps  1  et  la  densité  dans  Vhypvlhèse  du  pro- 
blème précédent  ? 

Soit  H  la  bailleur  duc  à  la  vitesse  V$  et  gardons' 
les  a  11 1res  dénominations.  La  petite  masse  d'air  qui 
entre  dans  le  cvlindrc  ^iBCJJ,  pendant  l'infant  tf  f, 

est  exprimée  par-    ■     ^           1/  — ~.  ,"•>..■ 

et  comme  elle  a  pour  seconde  valeur,  d  (  ^4  .  q  ), 

ou  -dda,  on  aura  dt  —   —  ^-L- 


a  C  .lip^aJI 

X  PTi,  ~y  «""t  1 '".teg"!"      — i-cTi,-^=J  ff 
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.  33o.  Problème  VII.  -Les  deux  çytîndivs  ÀBC15, 
FC1IG  (Fig.  58  ) ,  fermés  de  toits  côtés,  et  conte- 
nant des  airs  différemment  condensas  :  on  demande 
la  vitesse  avec  laquelle  l'air  passera  d'un  cylindre 
dans  Vautre ,  par  le  petit  orifice  C? 

Il  est  d'abord  évident  que  l'air  le  plus  dense 
coulera  dans  le  plus  rare.  Supposons  que  cet  écou- 
lement se lasse  du  vase  jiBl'D  dans  le  vase  FCHG. 
gommons  D,  la  densité  de  l'air  de  l'atmosphèrei 
F,  sa  force  élastique;  Q,  la  densité  initiale  de  l'air 
Q  F 

'^BCZJ, et  parconsçqucnt-^-  sa  force  élastique 
initiale;  q,  sa  densité  après  le  temps  t\  et  par- 
conséquent-^-  sa  force  élastique  après  ce  même 
temps;  -R,  la  densité  initiale  de  l'.Jr  FCHG,  et 
par  conséquent  — sa  force  élastique  initiale-, 
r,  sa  densité  après  le  temps  (,  et  pur  conséquent 
—r-^—,  sa  force  élaslique  après  ce  même  temps  j 
ï^,  la  vitesse  initiale  de  l'air  ^BCB;  n ,  sa  vitesse 
aprcs  le  temps  t.  11  est  clair  que  la  force  expulsive 

QF  RF 
de  l'air  ^BCD  est  — ^  5—,  au  pre- 
mier instant  ;  et   aprèslc  temps  (.  Ainsi 

ce  qui  donne  u  =  Vx  j/~  ^ (Q—A)  "* 

yécoulcnicnï 


Digitizcd  b/ Google 


Chapitre  XI.  433 
L'écoulement  cessera }  quanti  on  aura  r^q. 
Comme' fa  masse  totale  d'air  co»  tenue  clans  lus 
«eux  cylindres  demeure  constamment  la  même;  si 
l'on  nomme  ia  capacité  ou  ic  volume  du  cylindre 
~<4  BCO  ;  celui  du  cylindre  FCHG,  on  aura 
celle  seconde  équation  j  s! .  Q-\-  B  —  .  g 
-+B.r,  parce  que  le*  masses  sont  comme  les 
produits  des  volumes  par  les  densités.  Cette  équa- 

tion  donne,  r=— y^Z  .  Substituant 

cette  valeur  *de  r  dans  la  valeur  de  u  ,  on  aura 
^yy-.r  QlB{a-R)~AlQ-.i)-[ 

équation  qui  donne  la  vitesse  u,  correspondante 
à  chaque  densité  q. 

33i.  Problème  VIII.  Trouver  l'équation  enln 
le  temps  t  et  la  densité  q,  dans  l'hypothèse  du 
prablrnre  précédent? , 

Supposons  ,  pour  abregor  un  peu  le  calcul , 

B:  Q —  B.B  =  m  :  on  trouvera,  en  raisonnant 

toujours  de  même  ,  3  Cqd  '  |/"  *W<?) 

*         r  mq 

=  ~^dqs  o„  tien  di=-  1 
X  — ~-  ,  dont  l'intégrale  est 

ÏW  J.  E  •  ' 
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33a.  Schotie.  Dans  les  problèmes  précédents,  J'ai 
supposé  que  l'air  conservoit  toujours  la  même  tem- 
pérature, ou  que  la  force  élastique  de  ce  fluide  ne 
dépendent  uniquement  que  de  sa  densité.  Mais  il 
faut  considérer  qu'une  chaleur  plus  ou  moins  grande, 
a  une  influence  considérable  sur  la  force  élastique 
de  l'air.  Lorsqu'une  masse  déterminée  de  ce  fluide 
vient  à  acquérir,  d'une  manière  quelconque,  une 
augmentation  de  chaleur  :  ou,  elle  s'étend  en  un 
plus  grand  volume  et  repousse  l'air  environnant  et 
moins  chaud,  si  elle  en  a  la  liberté  :  ou,  si  elle  est 
contenue  de  tous  côtés  dans  un  certain  espace  sans 
pouvoir  s'étendre  ,  elle  acquiert  une  plus  grande 
force  élastique,  et  exerce  par  conséquent  un  plus 
grimd  elfort  contre  les  parois  du  vase ,  ou  contre 
les  obstacles  qui  s'opposent  à  son  expansion.  Celte 
augmentation  de  force  élastique  est  d'ailleurs  de 
la  même  nature  que  celle  qui  nailroit  d'une  plus 
grande  densité  de  l'air  ,  sous  même  lempérature. 
Les  effets  résultons  dans  les  deux  cas  peuvent  donc 
être  assimilés.  De  même  ,  on  peut  toujours  com- 
parer l'action  d'un  fluide  élastique  quelconque  , 
quelle  que  soit  la  cause  de  son  élasticité,  à  la  force 
élastique  d'un  air  condensé.  Ainsi ,  par  exemple  , 
nue  balle  chassée  par  la  force  élastique  de  l'air 
condensé  dans  une  arquebuse  à  vent,  et  un  boulet 


DigitizGd  bi  Googl 


Ch  A  TITRE  XL  435 
de  canon  chassé  par  l'action  du  fluide  élastique  'qui 
provient  de  l'inflammation  de  la  poudre,  sont  mis 
en  mouvement  par  des  causes  semblables,  car  l'in- 
tensité de  la  seconde  cause ,  qui  esj  beaucoup  plus 
grande  que  celle  de  la  première ,  ne  détruit  pas 
cette  parité.  D'après  celte  remarque  générale,  nous 
ajoutons  ici  quelques  problèmes  ,  qui  ont  de  fré- 
quentes applications  dans  la  Mécanique  et  dans  1» 
Physique. 

333.  Problème  IX.  Un  boulet  K  (Fig.  3g),  con- 
tenu dans  un  canon  au  cylindre  horizontal  ABCD , 
dont  il  remplit  exactement  la  cavité  sans  frotte- 
ment ,  étant  chassé  de.  A  vers  B  par  faction  d'un 
air  condensé ,  ou  par  celle  du  fluide  élastique  qui 
se  développe  lors  de  l'inflammation  de  la  poudre  : 
on  demande  la  vitesse  du  boulet  en  Un  endroit 
quelconque  P  M  du  canon  ? 

Soit,  au  premier  instant,  ^iËFD  l'espace 
occupé  par  l'air  condensé;  nommons  Q  la  densité 
de  cet  air;  D ,  celle  de  l'air  de  l'atmosphère,  et 
F  sa  force  élastique.  La  force  "élastique  de  l'air 

u4 EFD  sera     ^    .  Supposons  l'aire  du  cercle 

représenté  par  EF  où  PM=aa;  ^4E  =  b; 
^4P=ix;  la  masse  du  boulct=A!v  sa  vitesse 
en  P—u,  Quand  le  boulet  est  parvenu,  de  E 
en  F,  et  que  par  conséquent  l'air  .AEFD  s'est 
répandu  dans  l'espace  jiPMD  jla  force  élastique! 

.    .  ,  Q  F         aab       4    .  , 

de  cet  air  ainsi  dilate  est  X  ,  e'est-a- 

Ee  i; 
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dire,  C^te   f°rcc  peut  être  regardée 

comme  la  pression  d'une  colonne  de  mercure  sur  la 
surface  on  section  PMj relie  est  détruite  en  partie  par 
la  pression  contraire  /'"'Je  l'atmosphère  sur  la  même 
surface}  de  sorte  que  la  force  absolue  qui  pousse  le 
h  Q  V 

boulet  île  ^4  vers  B,  est  simplement  —  P&t 

conséquent  nous  aurons,  par  le  principe  ordinaire  des 

forces àccêïêratiices, Kudù~ ^  '^j*'' — dx ; 

d'où  l'on  lire  (en  complétant  l'intégrale  de  manière 
que  l'on  ail  «^=o,  lorsque  x=^.ù),  uu—iF 

^B  =  È,  il  viedra,  ,  F,  [-J-^-f-) 

H  — J  pour  l'expression  du  carré  de  la 

TÎIcsse,  y  du  boulet  à  la  sortie  du  canon. 

334.  Corollaire  I.  On  voit  par  cette  formule ,  que 
si  l'on  connoissoil  «  priori,  ou  d'une  manière  qucl-i 

conque,  la  quantité  — ^— ,  c'est-à-dire ,  le  rapport 

de  la  densité  de  l'air  primilivemenl  condensé  sffEFD 
à  la  densité  de  l'air  .nature] ,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  le  rapport  de  la  force  élastique  initiale 
du  fluide  qui  pousse  le  boulet  à  la  force  élastique 
de  l'air  naturel ,  on  connoilroil  y.  Réciproque- 
ment, par  la  connoissanec  de  y ,  on  peut  trou- 
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Ter  Tjy~-  Or,  pour  déterminer  par  la  voie  du 
l'expérience  ,  au  lieu  de  poser  le  carton  horizon- 
talement, on  le  posera  dans  une  situation  un  peu 
inclinée  (ce  qui  ne  peut  produire  qu'un  léger  chan- 
gement dans  la  formule1)  3  et  on  mesurera  sur  le 
terrein  l'amplitude  du  jet;  d'où,  en  tenant  compte 
de  la  résistance  de  l'air,  on  déduira  la  vitesse  y, 
ou  la  hauteur  due  à  cette  vitesse. 

355.  Corollaire  11^  Parmi,  toutes  les  longueurs  E 
qu'on  peut  donner  au  canon ,  il  y  en  a  une  qui  rendra 
la  vitesse  V un  maximum.  On  la  trouvera  en  égalant 
à  zéro  la  différentielle  de          prise  en  ne  faisant 

varier  que  E.  Parce  calcul,  on  obtient,  E=b  X  — 

Celle  longueur  est  beaucoup  plus  grande  que 
l'expérience  ne  la  donne.  Mais  il  faut  observer  que 
nos  calculs  sont  fondés  sur  l'hypothèse ,  .que  la 
Jorce  élastique. du  fluide  qui  pousse  le  boulet  le 
long  du  canon,  suit  exactement  la  raison  inverso 
du -volume  que  le  iluide  occupe  successivement  j 
ce  qui  n'est  vrai  à  l'égard  de  l'air,  que  pour  dea 
condensations  moyennes  ;  et  ce  qui  peut  s'écarter 
encore  plus  de  ht  vérité,  pour' le  fluide  élastique 
résultant  de  l'inflammation  de  la  poudre  ;  car  ce 
dernier  fluide  "n'est  pas  homogène  ,  il  ne  s'en- 
flamme pas  louf  d'un  coup,  et  il  s'échappe,  en 
partie  sensible,  par  les  vides  compris  enlre  lo 
boulet  el  les  parois  du  canon.  D'ailleurs,  à  mesure 
que  la  longueur  du  canon. est  plus  grande ,  le  boulefc 
E  e  iij 
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y  éprpuve  plus  long-temps  la  résistance  du  frof- 
temcnl.  Toutes  ces  considérations  restreignent  la 
longueur  des  pièces  d'artillerie.  Mais  ordinairement 
on  pousse  trop  loin  celle  diminution.  L'expérience 
apprend  que  lea  longues  pièces,  dont  on  fait  usage 
dans  les  sièges ,  lancent  le  boulet  avec  beaucoup 
plus  de  vitesse  que  les. pièces  courtes  dont  on  est 
quelquefois  forcé"  de  se  servir  dans  la  guerre  de 
campagne,  pour  la  faeiiitc  du  transport  et  de  la 
uianœuvre./^oj'cssurce  sufetVu&rtillerie  dcllobins, 
avec  les  notes  d'Euler. 

336.  Problème  X.  Soit  un  cylindre  ve.rtical'L'QCR 
(Fig.  4o) ,  fermé  de  tous  cotés,  vide  dans  sa  partie 
supérieure  LADR,  et  contenant  dans  sa  partie 
inférieure  une  certaine  quantité  d'air,  maintenue 
en  cet  état  par  un  poids  K ,  posé  sur  lé  couvercle  AD, 
gui  est  mooile ,  sans  frottement  et  sans  laisser  de 
vide  vers  ses  bords ,  lequel  poids  est  par  consé- 
quent égal  à  la  force  élastique  de  cet  air  :  oit 
suppose  que  par  un  moyen  quelconque ,  on  ap- 
plique encore  sur  le  couvercle  ou  sur  la  tête  du 
poids  K  un  autre  poids  G ,  et  on  demande  la 
vitesse  desccnsionnelle  de  la  masse  K-f-G? 

Supposons  que  le  couvercle,  au  bout  d'un  temps 
/,  soit  parvenu  dans  la  position  parallèle  quelconque 
PM  :  et  soient  u4B  —  a;  j4P-=x;  la  vitesse 
de  la  niasse  K  +  G  en  P==it;  la  gravité  =  g\ 
La  force  élastique  de  l'air  ^4 B  CD  étant  g .  K  , 

çelle  de  l'air  P  B  CM  sera  SK  x  -~7  (  68  ), 
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Par  conséquent  la  force  absolue  qui  fait  descendre 
le  couvercle  ou  la  masse  K-hG,  est  g  (K-hG) 

+-gK  X  — ~— ,  et  on  a  l'équation  (  G-i-  K)  X 

u  du         (K  +  G)  ]  dx; 

d'où  l'on  tire  (en  complétant  l'intégrale  de  ma- 
nière qu'on  ail  z*~o,  lorsque  x  —  o)t 

.(-^~ )]• 
Quant  à  la  valeur  du  temps  dont  l'équation  diffé- 
rentielle est  d  t  —  — ^ —  ,  on  la  trouvera ,  en  substi- 
tuant dans  cette  équation  pour  u  sa  valeur,  puis 
intégrant. 

337.  Corollaire.  On  voit  par  l'expression  de  «*, 
que  x  augmentant  depuis  zéro,  le  premier  terme 
de  celle  expression  augmente,  mais  que  le  second 
diminue.  La  valeur  de  u  deviendra  donc  encore 

zéro, lorsqu'on  auraaH — x^+G  ^ ■  Ç~ — ~)=:0» 

ou  x(K~\-Gf)  =  Ka.L.(—^—^.  D'où  il  suit 

qu'alors  le  couvercle  parvenu,  par  exemple  en  CW, 
remontera  à  sa  première  position  pour  descendre 
de  nouveau  ;  ainsi  de  ^suite. 

338.  Problème  XI.  Supposons  maintenant  que 
le  cylindre  vertical  LBCR.  (Fig.  4i  )  soit  ouvert 
par  en  haut  et  communique  par  conséquent  aveo 
l'atmosphère  ;  que  la  partie  inférieure  ABCD 

Eeir 
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contienne  de  l'air  naturel ',  dont  lu  'force  élastique 
est  égale  à  la  pression  de  l'atmosphère  snr  le  cou- 
vercle AD;  qu'on  applique  sitr  ce .  couvercle  un 
poids  Ci  pour  le  faire  descendre  :  on.  demande  la 
vitesse  de  la  niasse  G,  quand  le  couvercle  sera 
parvenu  dans  la  position  quelconque  PJVI? 

Soient  ^B  —  a;  ~dP-=zx;  la  vitesse  descen- 
sionncUe  de  la  mwe  G  —  u.  Je  représente  par  g".  K 
la  pression  da  l'atmosphère  snr  le  couvercle  ^4Dt 
ou  la  force  slastique  de  l'air  .A  B  CD,  g  étant  la 
gravité  ,  K  une  masse  convenable.  13  est  évident 
que  lorsque  le  couvercle  est  en  P  M,  la  force 

■élastique  d»  l'air  PB  CM  est  gK  X  — ~ — - 

Ainsi  la  force  absolue  qui  pousse  alors  le  couvercle 

est  g  .  K  -+-  g  .  G  —  g  K  X    a~  ■  Celle 

force  communique  le  mouvement  à  la  simple 
masse  G  i   et  on  a  par  conséquent  l'équation , 

G  u  dù  =  [g'(K  +  G)  —  — -~  J  d  x  ; 

W=3ff[(i±£)',+  -I(^)]: 

53g.  Corollaire  I.  De-la ,  en"  faisant  un  calcHl 
pareil  à  celui  de  l'article  on  trouvera  que  le 

couvercle  j4D  &ai\  descendre,  puis  remonter,  ainsi 
dé  suite  alternativement.' 

:  5io.  Corollaire  II  Le  ressort  de  l'air  diminuant 
par  le  froid  et  augmentant  par  le  chaud,  on  voit 
que  si  .l'on  peut,  par  un  mécanisme  quelconque, 
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refroidir  l'air  ^liC/J,  puis  l'échauffer,  ainsi  do 
suile  alternalifeifent  :  on  voit,  dis-je,-  que  sans  le 
secours  du  poids  G,  le  couvercle  ^/D  descendra  et 
monltn  ailernaliveineiil.  11  est  donc  possible  de 
conduire  une  machine  dont  le  mouvement  soit 
produit  et  enlrelonu  par  l'action  d'un  air,  ou  d'un 
fluide  élaslique  ,que  l'on  rcfroiditetque  Ton  échauffe 
alternativement,  Tel  est  en  effet  le  principe  du  mé- 
canisme de  la  pompe  à  l'eu. 

.  34ï.  Problème  XII.  Le  cylindre  verticalLBCR 
(Fig.  ii  ),  toujours  ouvert  par  en-haut,  et  conte- 
nant de  l'air  naturel  dans  la  partie  inférieure 
ABCD,  on  suppose  que  le  couvercle  AD  soit 
soulevé  verticalement  au  moyen  du  poids  G  attaché 
à  la  corde  non  pesante  G  V  S  F  >  el  on  demande  la 
vitesse  de  la  niasse  G,  quand  le  couvercle  AI)  est 
parvenu  dans  la  position  quelconque  PJM  ? 

Soient  j4B~  a;  ^/P  =  x;  la  vitesse  descen- 
sionneUe  de  la  masse  G =u;  et  représentons,  comme 
ci- dessus,  la  pression  de  l'atmosphère  sur  ,  ou 
la  force  élastique  de  l'air  ^4BCD,  par  g  ,  K.  Lors- 
que l'air  occupe  l'espace  PBCMy  sa  force  élastique 

sera  g  K  X    ^      — .  Ajoutant  celle  dernière  force 

avec  le  poids  g  .  G,  et  retranchant  de  la  somme  la 
pression g.K  de  l'atmosphère  sur  le  couvercle  ^4D> 

on  aura  g.  G  H-  -  g  ■  K  pour  la  force 

absolue  qui  fait  descendre  la  niasse  G.  Donc,  Gudu 
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=  g  (  G  —  K-]  —  )  d  x  ;  ce  ijui  donne 

,„=3ff[^L.;.(^)_(x-G„]. 

34a.  Corollaire  I.  En  supposant  A'>GIoii  voit 
que  x  augmentait,  le  premier  terme  de  la  valeur 
de  lï1  augmente,  mais  que  le  second  diminue.  Le 
couvercle,  après  être  monte  quelque  part  en  ON~, 
descendra  en  ^dtl),  pour  remonter  de  nouveau} 
ainsi  de  suite. 

343.  Corollaire  XX -Si,  au  lieu  d'employer  le 
secours  du  poids  G,  pour  faire  d'abord  monter  le 
couvercle  _^Z>,  on  suppose  que  l'air  ^/SCO  vienne 
à  s'échauffer,  puis  à  se  refroidir;  ainsi  de  suite 
allernafivement  :  il  est  clair  que  le  couvercle  ^4 D 
aura  un  mouvement  aliernalif  d'ascension  et  do 
descension.  Ce  cas  est  l'inverse  de  l'article  34o. 

CHAPITRE  XII. 

Du  mouvement  vibratoire  des  parties  de  l'air. 

544.  Lorsqu'on  passe  de  la  considération  du 
mouvement  d'une  masse  d'air  dont  les  tranches  ou 
les  parties  regardées  elles-mêmes  comme  de  petites 
masses,  sont  supposées  avoir  la  même  vitesse  pour 
un  même  instant,  à  l'examen  du  mouvement  que 
prennent  les  unes  par  rapport  aux  autres,  les  par~ 
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ticulcs  élémentaires  d'une  masse  d'air,  qui  a  été 
ébranlée  en  quelque  endroit  par  une  cause  .quel- 
conque :  le  problènte  change  totalement  de  nature;' 
et  on  n'a  pu  parvenir  encore  à  le  résoudre  complè- 
tement que  dans  un  petit  nombre  de  cas  particuliers, 
non  par  le  défaut  des  principes  de  Mécanique  et 
d'Hydrodynamique,  mais  à  cause  de  l'imperfection 
de  l'analyse. 

M.  de  la  Grange  est  le  premier  qui  ait  entrepris 
avec  succès  cette  profonde  recherche  (  ^dead.  de 
Turin,  Tomes  I et  II).  Eulers'en  est  depuis  fort 
occupé  j  et  il  y  a  fait  en  divers  temps  plusieurs  dé- 
couvertes importantes  (  ^4cad.  de  Turin,  Tome  II; 
^tcad.  de  Berlin,  1769,  el  1766;  -.4cad.  de  Pëlers- 
bourg,  1771  ). 

345.  On  sait  que  le  son,  011  le  bruit  en  général, 
est  l'élfet  d'une  agitation  imprimée  à  l!air  qui  vient 
en  conséquence  frapper  le  tympan  de  l'oreille.  Une 
corde  tendue  que  l'on  pince  ou  que  l'on  met  en 
vibration,  ébranle  l'air  environnant,  lui  commu- 
nique le  mouvemen  t  dont  elle  est  affectée ,  et  prod  u  it, 
quand  on  veut,  les  sons  musicaux.  11  en  est  de  mémo 
d'un  tuyau  de  flûte  ou  d'orgue  qu'on  fait  résonner. 
Rien  n'est  donc  plus  intéressant  que  de  connoitre 
les  loix  du  trémoussement  de  l'air,  puisque  ces  loix 
sont  la  base  de  l'Acoustique. 

346.  Le  ressort  de  l'air  est  la  principale  cause 
qui  entretient  ou  produit  le  mouvement  vibratoire 
d'où  résulte  le  son,  Le  poids  de  ce  fluide  n'y  a. 
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d'influence  qu'autant  qu'il  en  augmente  on  dimintic- 
]e  ressort  d'une  manière  marquée.  En  effel ,  on 
observe  qu'au  bord  de  la  mer  et  sur  les  montagnes, 
le  son  excité  par  une  même  cause,  a  la  même  inten- 
sité et  là  même  vitesse,  malgré  la  différence  du 
poids  de  l'air.  Mais  le  chaud  ou  le  froid,  en  dilatant 
ou  en  contractant  l'air,  l'ont  varier  les  sons  en  pro- 
portion, de  la  même  manière  .qu'en  tendant  plus 
ou  moins  une  corde  vibrante,  on  lui  fait  rendre- 
des  sons  plus  ou  moins  aigus. 

347.  Les  sons  excités  en  plein  air-,  cl  ceux  qu'on 
lire  d'un  tuyau  résonnant,  étant  de  la  même  nature, 
le  mouvement  de  vibration  de  l'air  qui  produit  les 
tins  et  les  autre*,  doit  suivre  les  mêmes  loix,  du 
moins  quant  aux  effets  principaux.  Je  vais  donc 
considérer  simplement  le  mouvement  de  l'air  clans 
un  tuyau;  ce  qui  simplifie  le  problème  et  facilite 
les  moyens  d'établir  les  élémens  et  les  calculs  qui 
doivent  en  fournir  la  solution.  De  pins,  je  suppo- 
serai que  la  chaleur  est  constante  pour  un  même 
lieu ,  el  que  par  conséquent  la  force  élastique  de 
l'air  n'éprouve  à  cet  égard  aucune  variation.  Mais 
il  ne  faut  pas  oublier  que  d'un  lieu  à  l'autre  la 
différence  de  température  de  l'air  peut  produire 
quelque  différence  dans  les  tons,  comme  les  Orga- 
nistes l'observent. 

348.  Si  nous  voulions  nous  contenter  d'envisager 
k  question  sous  mi  point  de  vue  un  peu  limité  et 
un  peu  hypothétique,  nous  adopterions  exclusive- 
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menf  les  moyens  très-ingénieux  que  Daniel  Bit- 
noulli  propose  (  jicad.  de  Paris ,  1762  )  pour  ex- 
pliquer la  forma  lion  des sons  dans  les  lu  yaux  d'orgue. 
On  verra  en  eifet  par  l'idée  générale  que  je  vais 
donner  de  .sa  doclrine  sur  ce  sujet,  qu'elle  rend  des 
raisons  physiques  trè-s-plausiblcs,  du  mécauinme  par 
lequel  le  mouvement  vibratoire  de  l'air  est  produit 
et  propagé. 

3-ig.  D.  Bernoulli  distingue  trois  sortes  de  tuyaux 
resonnans  îles  tuyaux  fermés  parunboutcl  ouverts 
par  l'autre;  les.  tuyaux  ouverts  par  les  deux  bouts; 
cl  les  tuyaux  fermés  par  les  deux  bouts ,  en  suppo- 
sant que  dans  ee  dernier  cas  on  puisse,  d'une  ma- 
nière quelconque,  imprimer  du  mouvement  à  i'air, 
ce  qui  sert  à  expliquer  la  génération  des  tons  har- 
moniques qu'on  l'ail  rendre  à  un  tuyau  simplement 
fermé  par  une  extrémité,  comme  on  le  verra  bieniôr. 
Examinons  successivement  le  mouvement  de  l'air 
dans  ces  trois  espèces  de  tuyaux. 

'65a.  Soit  donc,  en  premier  lieu,  un  tuyau  cylin- 
drique siB  (  Fig.  43  )  fermé  par  le  boiil^1,  ouvert 
par  le  bout  JB.  Qu'on  le  fasse  résonner  d'une  ma- 
nière quelconque,  le  son  est  produit  parle  mouve- 
ment de  vibration  des  conciles  d'air  aa  qui  s'appro- 
chent et  s'éloignent  alternativement  du  bout  ^4.  Ces 
couches  prennent  successivement  les  positions  Ai, 
c  c,  faisant  les  excursions  b  c.  Toutes  ces  ex-eursions 
peuvent  être  regardées  comme  trcs-pcliles  :  elles  se 
l'ont  suivant  les  mêmes  loix  que  les  oscillations  très- 


446  HYDRAULIQUE) 
petites  (l'un  pendule  simple.  On  voit  que  l'air  est 
successivement  condensé  et  raréfie.  Sur  quoi  il  faut 
observer  que  la  condensation  ou  la  raréfaction  n'est- 
pas  la  même  sur  toute  ta  longueur  du  tuyau.  Les 
plus  grandes  condensations  sont  vers  s4  ;  les  plus 
grandes  raréfactions,  vers  B ;  et  immédiatement  au 
bout  .S,  l'air  du  tuyau  a  la  même  densité  que  l'air 
extérieur.  Mais  ces  inégalités  dans  les  condensations 
ou  dans  les  raréfactions,  n'empêchent  point  que  les 
excursions  des  couches  nesoient  isochrones  enlr'cllcs, 
de  même  que  l'isochronismc  des  oscillations  d'un 
pendule  n'est  point  troublé  par  les  inégalités  des 
petits  arcs  qu'il  peut  décrire  successivement. 

35 1.  En  second  lieu,  soit  un  tuyau  sîB{Fig.  44), 
ouvert  par  les  deux  bouts.  Imaginons,  au.  milieu  de 
ce  tuyau,  âne  séparation  CC;  alors  on  aura  deux 
tuyaux  j4C,  BC>  fermés  chacun  par  un  bout  et 
ouverts  (iar  l'autre.  Mais,  pour  qu'on  puisse  regar- 
der réellement  la  séparation  lictive  CC  comme  une 
cloison  fixe,  il  faut  que  les  couches  d'air  aa  égale- 
ment éloignées  de  C  C  fassent  de  part  et  d'autre  des 
vibrations  c  a  b ,  parfaitement  égales  et  opposées. 
Ces  couches  exerceront  ainsi  des  actions  égales  et 
contraires  contre  la  cloison  CC  qui  demeurera  im- 
mobile; et  l'on  pourra  considérer  les  deux  tuyaux 
fictifs  ^/C,  SC  comme  le  tuyau  simple  de  l'article 
précédent.  Suivant  celle  explication,  un  tuyau  cy- 
lindrique ouvert  par  les  deux  bouts,  doit  donner  le 
même  ton  qu'un  pareil  tuyau  fermé  par  un  bout, 
cl  dont  la  longueur  ne  seroit  que  la  moitié  de  celle 
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du  premier.  Mais ,  comme  clans-  les  tuyaux  ouverts 
le  son  est  produit  avec  une  entière  facilité,  et  que 
les  allées  et  venues  des  couches  d'air  sont  parfaite- 
ment harmoniques,  le  son  qu'ils  rendent  est  plus 
éclatant  et  plus  agréable  que  celui  du  tuyau  houché 
par  un  bout, 

352.  Enlin,  soit  AB  {Fig.  45  )  un  tuyau  fermé 
par  les  deux  bouts;  et  que  l'air  y  ait  été  mis  en 
vibration.  On  pourra1  regarder  ce  tuyau  comme 
composé  de  deux  parli«s  A C,  BC,  lesquelles  for- 
meront chacune  un  tuyau  fermé  en  A  ou  B,  et 
ouvert  en  C.  Les  vibrations  de  l'air  dans  ces  deux 
tuyaux  partiels ,  pourront  donc  se  faire  comme 
celles  du  tuyau  de  la  Figure  43 ,  sans  que  les  vibra- 
tions des  deux  cotés  se  nuisent  réciproquement, 
pourvu  que  l'on  suppose  que  toutes  les  couches  d'air 
dans  le  tuyau  entier  AB  vont  toujours  du  même 
côté.  Par-là,  l'état  de  condensation  dans  la  partie 
^4B,  répondra  à  l'état  de  raréfaction  dans  la  partie 
CB ;  et  réciproquement.  La  couche  d',iir  en  C  con- 
servera constamment  sa  donsilé  naturelle  ;  et  en 
prenant  de  part  et  d'autre  des  couches  aa  également 
éloignées  du  point  C,  ces  couches  feront  leurs 
vibrations  bac  toujours  du  même  côté,  avec  une 
parfaite  égalité  dans  leurs  excursions  et  avec  une 
parfaite  correspondance.  Si  l'on  fait  une  petite  ou- 
verture en  C,  on  tirera  facilement  par  celle  ouver- 
tnre  un  son  du  tuyau ,  et  le  ton  sera  le  même  que 
celui  qui  répond  à  la  Figure  45,  en  supposant  la 
longueur  AB  (  Fig.  45  J  double  de  la  longueur 
AU  (  Fig,  43.  j  .  1 
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353.  Dc-là,  Dan.  Bcrnoulli  explique  comment  on 
peut  d'un  seul  et  même  tuyau  bouché  par  un  bout 
et  ouvert  par  l'autre,  tirer  plusieurs  Ions.  I!  partage 
le  tuyau  en  parties  égales,  mais- eïl  nombre  impair} 
et  en  commençant  par  )<■  bout  fermé,  il  prend  ces 
parties  deux  à  deux,  de  manière  qu'il  en  reste  une 
vers  le  bout  ouvert;  il  considère  chaque  paire  .de 
parties ,  comme  un  tuyau  fermé  par  les  deux  bouts. 
Tous  ces  tuyaux  seront  parfaitement  consonnans , 
comme  étant  d'une  longueur  égale;  cl  quant  à  la 
dernière  partie  qui  n'a  que  la  moitié  de  la  longueur 
de  chacun  de  ces  tuyaux  fictifs  ,  elle  sera  aussi 
consonnanle  ,  suivant  la  remarque  qui  termine 
ï 'article  35o. 

354.  Telles  sont  les  hypothèses  générales,  d'après 
lesquelles  Dan.  Bernoulli  déduit  et  soumet  au  calcul 
toute  la  théorie  des  sons  musicaux  dans  les  tuyaux 
d'orgue.  11  considère  d'abord  .des  tuyaux  cylindri- 
ques; ensuite  il  applique  les  mêmes  principes  aux 
tuyaux  à  cheminée.  Par-tout  une  Géométrie  déli- 
cate, et  une  suite  dVxpériencés  très-ingénieuses 
qui  en  confirment  les  résultats.  La  matière  de  ces 
recherches  étant  analogue  à  celle  du  problème  des 
cordes  vibrantes,  l'Auteur  emploie  dans  les  deux 
cas  des  méthodes  semblables.  Mais  en  admirant  les 
ressources  de  son  génie,  on  est  obligé  de  recon- 
noîlre  qu'ici ,  comme  dans  le  problème  des  cordes 
vibrantes,  sa  solution  n'a  pas  toute  la- généralité 
que  comporte  la  nature  de  la  question.  Le  mouve- 
ment de  i'air  peut  en  effet  être  soumis  aux  loix 

ordinaire* 
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ordinaires  de  lHjdrody namiqiie ,  comme  je  vais  le 
montrer.  J'emploïrai,  pour  cela,  la  méthode  d'Euler, 
qui  me  paroît  d'une  extrême  simplicité. 

•» 

355.  Problème  J.  L'équilibre  de  l'air  dans  le 
tuyau  cylindrique  AB  (  Fig.  46  )  horizontal  et 
rcctiligne,  ayant  été  dérangé  d'une  manière  quel- 
conque :  trouver  en  général  une  équation  qui 
exprime  le  mouvement  que  ce  Jluide  prendra  en- 
conséquence  ? 

Il  y  a  deux  manières  d'envisager  ce  problème  : 
l'on  peut  demander  le  mouvement  absolu  de  l'air 
pour  un  endroit  quelconque,  après  un  certain  temps, 
sans  relation  au  mouvement  initial;  ou  bien,  l'on 
peut  demander  la  relation  du  mouvement  en  un 
endroit  quelconque,  au  bout  d'un  certain  temps, 
au  mouvement  en  un  autre  endroit  regardé  égale- 
ment comme  variable  de  position,  niai*  avec  la, 
condition  que  pour  un  temps  déterminé  on  connoissa 
les  circonstances  du  mouvement  pour  ce  dernier 
endroit.  Wous  allons  traiter  la  question  sous  le 
second  point  de  vue ,  qui  présente  le  plus  de  facilité 
et  de  simplicité  pour  le  calcul. 

Soient  un  point  lixe;  6\  un  point  quelconque 
où  i'air  a  été  agité  au  premier  instant.  Concevons 
qu'au  bout  d'un  temps  t ,  la  portion  ou  couche  d'air 
infiniment  petite  SJiM1  $'  ail  été  transportée  en 
s  r  r1  s!  ;  de  manière  que  le  point  ^ soit  parvenu  en 
s,  et  le  point  S'  en  s'.  Il  s'agit  de  comparer  l'état 
de  l'air  en  s  rrl  si  à  son  état  initial  S  HIV  S'. 
Tome  I.  F  f 
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Supposons  ^4S—  Si  jâs  =  s;  la  densité  de  l'air 
en  S=  Q;  la  pression  qu'il  éprouve  en  ce  point 
—  P ;  la  densité  de  l'air  en  s  =  y;  sa  pression  =p; 
la  vitesse  en  S—  y-,  ti  vitesse  enj  =  v.  En  admcl- 
tanl  ici  l'hypothèse  de  l'article  69,  c'esl-à-dire  que 
pour  un  degré  conslânl  de  chaleur,  comme  nous  le 
supposons,  la  force  élastique  de  l'air,  ou  sa  pression 
est  proportionnelle  à  la  densiié  :  il  s'ensuit  que  si 
l'on  nomme  D  la  densité  de  l'air  naturel ,  n  sa  force 

élastique  ou  sa  pression,  on  aura  P  =  —~  ;p~ 
1  ou  (en  faisant ~  =  h ),  P h=? h  Q,  p  =s:  kg. 

L'étal  initial  de  l'air  SRRJ  S>  étant  donné,  les 
quantités  Q  et  f  peuvent  toujours  être  exprimées 
par  le  moyen  de  la  seule  variable  S,  et  de  quan- 
tités constantes.  Quant  aux  grandeurs  s,  q , 
comme  elles  dépendent  non-seulement  de  S  et  y, 
mais  encore  du  temps  / ,  elles  sont  des  fonctions 
de  6'  et  t;  fonctions  qui  doivent  être  telles  qu'en 
faisant  /  — o,  ori  ait  5  —  Q ,  p  ~  P ,  v  =  ('  \ 

Les  points  *  et  s>  répondant  au  même  temps  /, 
on  voit  que  la  petite  ligne  s  «'  est  la  différentielle 
de  s  en  ne  faisant  simplement  varier  que  S.  Ainsi , 
suivant  l'usage  ordinaire  de  noter  les  différences 

partielles,  on  aura  s  s'  =  d  S  Ç — S*»'  a  a 

la  largeur  constante  ou  section  perpendiculaire  du 
tuyau.  Les  petites  masses  d'air  SRR'S',  srHs', 

ont  pour  valeurs,  aa  QdSr  aaq .  d  - 
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la  masse  étant  en  général  comme  le  produit  du 
volume  par  la  densité.  Or,  ces  deux  petites  masses 
doivent  être  égales  enlr'elles  ;  ainsi  on  aura  ,  Q 

~  f  (^~dS  0  '  Prem'^re  équation  enlrc  Q,  y,  &\  s. 

L'espace  élémentaire,  parcouru  par  le  point  .s, 
pendant  l'instant  dt,  a  pour  expression  udt.  Or, 
ce  petit  espace  étant  la  variation  de  s,  produite. 

seulement  par  celle  de      est  dt  (~ff-^-  On  aura 
donc  v  d  t  —  d  t  ^  ^*      ,  ou  v  = 
De  même  pendant  l'instant  dt ,  la  vitesse  v  acquiert 
l'incrément  dt  >  ou  d  t  ^-  Donc 

lerpoint  s  reçoit ,  dans  le  sens  ^4s,  une  force  accéJ 
lératrice  =  '■  force  qui  est  produite  par 

l'excès  de  la  pression  en  s,  dans  le  sens  -4 s,  sur  la 
pression  en  s' ,  dans  le  sens  opposé.  Ces  deux  pres- 
sions répondant  au  même  temps  /,  et  la  première 
étant  p,  ou  kq;  la  seconde  sera  k<j  plus  la  diffé"- 
renticlie  de  cette  quantité  ,  prise  en  ne  faisant 

varier  que  S,  c'est-à-dire,  hg  -f-  i  d  S 

Donc  l'excès  de  la  première  sur  la  seconde  sera 

—  kdS(-^~^  :  Passion  élémentaire  qui,  étant 

appliquée  ;i  tous  les  points  de  [a  largeur  s  r,  formé 

la  force  accélératrice  absolue  —  a2  £  dS^-^~ 

tri;  - 
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qui  pousse  la  petite  masse  A'air  s  rj'  s'.,  dans  le  sens 

u4.s.  Divisant  donc  cette  force  par  la  masse  mue, 

■c'est-à-dire ,  par  c1  q dS  (~^~)  » ou  Par  &QdS-> 
on  aura,  ~  Pour  la  force  accéléra- 

trice simple  qui  pousse  le  point  s  dans  le  sens  ^4 s , 
et  qui  doit  cire  égale  à  (~^-)-  0n  aura  (Ionc 

£    /  dq  \       /  ddi\ 
cette  seconde  équation,  —  \^-dS~  J  —  \  dt")y 

-K^~)  +  Ç,(^)=°'cntrc  s>s> 

En  combinant  ensemble  les  deux  équations  fon- 
damentales ,   Q  =  q    (   ^  ■)  J   £  (~rf|^) 
Q  =  o  :  on  pourra  éliminer  9  et 

^— ^| — ^.  Car,  d'abord,  on  aura  q—  .  ^  v;  et 

-d'une  autre  côté-,  puisque  Q  est  une  fonction  de  S 
et  de  constantes,  si  l'on  diitérencie  l'équation  Q 

=  q  ^ — en  ne  "taisant  varier  que  s ,  on  aura 

'e=«(*)(4)+»«(Tr)'- 

Substituant  dans  celLe  équation  pour  q  sa  valeur 
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trquvée  ci-dessus  ;  substituant  ensuite  la  valeur 

qui  résultera  de-là  pour  Ç — — "\  ,  dans  l'équa- 
tion k  -h  Q  Ç  dj-;  ^  =  o  ;  on  trouvera  T 
toules  réductions  failes  : 

Equation  qu'il  faudroit  intégrer,  pour  défcrminer 
en  général  le  mouvement  de  l'air  dans  noire  (uyau  j 
mais  t'est  à  quoi  on  n'a  pas  encore  pu  parvenir. 
Bornons-nous  donc  au  problème  suivant  ,  qui 
suffit  pour  expliquer  la  formalion  et  la  propagation 
du  son  ;  ce  qui  est  le  principal  objet  de  celle; 
reclierche. 

356.  Problème  II.  Déterminer  le  mouvement  de 
l'atr  (fans  le  tuyau  propose,  dans  l'hypothèse  où 
le  maniement  est  très-petit  ? 

Dans  celle  hjpolhèse,  les  lignes  S,  s  diffèrent 
peu  l'une  de  l'autre  j  de  sorte  que  si  l'on  suppose 
*  =  S  H-  =,  la  quantité  z  sera  très  -  peiite,  Or,. 

cette  supposition  donne,  ^  d~<s~)  =  *-      C~<^~)  ' 

+  ['  +  (w)Ix(TF)=oioul,lt"(àa,se 
Ffiij 
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que  cs[  négligeable  en  comparaison  de  *), 

Tour  parvenir  à  intégrer %celte  équation,  je  fais 
z  =  .r  -f-  t-,  x  étanl  trae  quantité  variable  indé- 
terminée,  r  une  fonction  de  .?  .seulement;  donc, 

(~5s")  =  (      )     ("rfs")'  (~55*~)  ~  (  T/sO 

^>(£)=(4f>(^)=(f> 

Ainsi  l'équation  (B)  se  changera  en  celle-ci,  ■  ■ 

l'on  peut  tirer  ces  deux  équations  particulières , 
dQ        f  ddr\  ,/ddx\  /ddx\ 

Ws-  biO  ="i-*(«r)  +  (-ÎÏT-)  =  °- 

La  première  de  ces  équations  donne ,   ^ —  =; 

dS  ("S"  )' dont  1,inl6gr;llc  efit  r=fdS.  L  Y 
Celant  une  constante;  et  en  effet,  si  l'on  diffé- 
rencie   celle    dernière    équation,    on    aura  (/r 

:= — Reste  donc  à  intégrer  la  seconde  équa- 

-  k  (—J^-^i— ~)=o,quicst 
de  la  même  espèce  que  celle  du  problème  des  cordes 
yil'ra/ilcs,  el  qui  s'intègre  conséquemmcnl  par  les 
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mêmes  mojrens.  Enlre  ces  moyens ,  en  voici  un  fort 
analytique  et  fort  direct,  que  l'on  doit  encore  à 
Euler  (  Calcul  intégral ,  Tome  III,  page  a34  ). 

Soient  u  ?Ay  deux  nouvelles  variables,  telles  que 
l'on  ait  u  =  *S  -f-  $t,  y  =  y  S  f  l ;  * ,  0, 
^,  if  étant  des  coèlîicieiis  eonslans  indéterminés. 

On  aura,  du  —  tdS  +  0*?*;  ^  =«j 

(4r)  =  »s  ^  =  *  (4i>=  « 

^ — =      Supposons  qu'on  ait  les  équations 

dx  =  /nrfo^  ■+•  «Jf,  (  m  et  n  fonct.  de  e?et  i  ); 
c/ar  —  m'  du  H-  n'  eTy,  (  m)  et  n'  fonct.  de  u  etj'); 

qui  donnent  m  =  (4r)>  "  =  (4r)  '  = 
(~f~~^i  n'  =  Mettons  dans  la  seconde, 

pour  c/«  et  rfj*  leurs  valeurs  :  nous  aurons  dx  = 
m?*dS  +  m'jfl  dt  -+-  nfydS  -+-  n'  f  dl;  donc, 
s  d  x  \  /  d  x  \ 

\~dS~  )  °"  m  ~  m'  "  (    rf;  '  )  011  "  —  ™'  ^ 

H-«'  J*.  Ainsi,  dm  —  *dm'  -f-  y  dn[;  d  n~  fi  à 'm' 
-J-  ^  ^  n'.  Or ,  puisque  m'  cl  n'  sont  des  fonctions 
de  a  et  y ,  on  a  ,  d  m1  =  <p  du .  *+-  ^  rf^,  n' 
=  ?  (/  «   4-  Ç       ;  équations  dans  lesquelles , 

Mettons  dans  ces  mêmes  équations,  pour  du  et  dy 
Ffiv 
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leurs  valeurs;  nous  aurons,  dm'  =  Q<*-dS-!t-Qfldt 
^y  dS  -+-  <j>'  fdi;  dn'  —  %*dS  +  Z$dt 
%  y  dS-\~  %  S  dt.  Donc  d m  =  *  *3d.S-Hj.*  jfi  dt 
-+-  <p'  aydS  -\-  q/afdt  -h  %«-y  dS  -+-  %y  Ç,  dt 
î-3  dS  -h  %y*dt}dn  =  t*Pd$-±-  qpdl 
4-  $  yfrdS       q'  &S  dl  -+-  £  «  «f  dS  +  £0<?dt 

-f-  Ç'  y  *dS  +  g'  <f*  </  /.  Donc  (-Jf)  =  *  aI 
-f  -  V  a  j  H-  ?  *  >  +  J"  jr'j  (4y-)  —  *  £'J  +  41'  *  * 

H-  %  0  *  H~  £'  Ces  deux  dernières  équations  sont 
Jes  mêmes  que  les  suivantes: 

Par  conséquent,  au  lieu  de  l'équation  proposée 

,  /  ddx  \       {  ddx  \  ■  „  . 

■ —  k  ~i~  )~  0  '  noils  aurons  celle-ci  : 

Maintenant,  supposons  (  à  cause  des  quantilés 
indéterminées,  *,  0,7-,  J"),  0*  — £  a1  =  o,<fi — /-j» 
—  oj  et  «  =  i ,  y  —  i ,  j8  =       i,  <f  =  —  K  * 
les  deux  termes  exlrêiues  de  l'équation  précédente 
disparojtront,  et  nous  aurons  simplement,  —  (  -j  £ 

-t-3*)(£ry)=0'0"'(^-)  =  0- 
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Pour  intégrer   cette   équation  ,  supposons  d  x 

—  Mdu  ■+-  Ndy,  en  sorte  que  M  —  \~~r~  )»  ■ 
^=(^).0„a„ra(^)  =  (^),(4) 

—(-*£)• 0r' ciacune  dcs  <i"tmli,tls 

C  ^'rfl 50nt  ^Sa'es  entr'ellcs,  est  zéro  par 
hypothèse  j  donc  la  quantité  M  ne  Qpntient  point 
dej',  puisqu'en  la  différenciant  suivant  y,  le  coef- 
ficient de  dj-,  seroit  zéro;  et  sembla  blême  ni  la 
■quantité  N  ne  renferme  point  de  u.  Ainsi,  M  est 
une  fonction  de  u,  et  N  une  fonction  de  p- Donc 
(  en  désignant  les  fonctions  par  les  lettres  F  et  f, 
suivies  de  deux  points),  on  aura  x  =  F  :  u  -+■/ :  >y; 
ou  bien  (  à  cause  de  u  =  i>9+^  i  =  S-\-t]/ky 

x  =  F:(S+ty  k)  -hf:(S—  i  yi). 
Substituons  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  - 
=  r-\-x;  mettons  aussi  pour  rsa  valeury(  dS  X 

Q  * 

L  ■  —ç-  )  :  no  us  aurons  ^ 

=  =fdS.  L  .  (-|-)  -t-  F:  (S       ty  l)  -h 

f-.(s-tyi). 

Donc,  à  cause  de  s  =  S-hx,  on  aura, 
s=S+fdS.L.  (-*-)  +F:  (  S+t]/l) 
+f:(S-tVh). 
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De  plus ,  puisqu'on  a ,  (4y)  =  1  +  )  . 

07)=(4r)'°n  a"ra' 

+/':.(*— 

La  constarïle  C  peut  être  supposée  égale  à  la 
densité  7?  de  l'air  naturel.  D'un  autre  cûlé,  puis- 
que l'agitation  initiale  de  l'air  a  clé  très-petite,  la 
densité  Q  diffère  peu  de  la  densité  D;  de  sorte 
que  si  l'on  fait  Q  =  _0H-  8,  fl  sera  une  quantité 
<IQ  du 

très-pet)ic$  ell  équation  logarithmique-^-  — 

rfe  Sri*  i'dt  ,,  . 

—   ~  h  — -^j  etc.  pourra  se  réduire 

,    dQ  dt 
t  a  — ç —  —  — ^- ,  en  rejetant  le  quarre  et  les  puis- 
sances plus  hautes  de  fl.  Donc  L .  =  —  D  ~ •> 
en  complétant  l'intégrale,  de  manière  que  Q  =  Z? 
donne  fl  =^  o.  Ainsi tf.  i  .  (~)  =  f  Q 

—  S.  On  pourra  donc  changer  lgs  expressions  de  s 
et  de  \^d*s  )  cn  celles-ci  : 

.   '=/-T-  +  f:(,+  l'/il  +  /:(s- 
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Les  valeurs  des,  ("^7*)'  s'appliqueront 

à  l'état  initial  de  l'air,  en  faisant  dans  ces  valeurs, 
t  —  o  ;  s  ~  S;  q  ~  Q ,  cl  par  conséquent      jjj— ) 

=  1 ,  à  cause  de  l'équation  Q=-q  (~rfir  )'  C~4ï~"  ) 
5=  1^  Par-là ,  on  aura , 


\Sk .  F!  :  S—  ]/k  .f  :  S. 
Ces  trois  équations  n'en  forment  réellement  que 
deux,  puisque  la  première,  étant  différenciée,  donne 
la  seconde.  Des  deux  dernières  combinées  ensemble, 
on  lire  les  deux  fonctions*  différentielles,  F>  :  S  = 

et  par  conséquent  aussi  les  deux  fondions  intégrales, 

*■■»  = 

/  a  &  y- — — —  j  —  j  — yr~k'  t-onnoir'sant  ainsi  les 
fonctions  F  :  S,  f:  S,  qui  répondent  à  l'état  initial 
de  l'air,  on  connoilra  aussi  les  fonctions  Fi  (tï-H 
'  V  k  )  1  /  =  (  S  —  /  ]/  h  ) ,  qui  répondent  à  l'état 
de  l'air  à  la  lin  du  temps  t,  puisque  les  unes  et  les 
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autres  se  forment  suivant  la  même  ]oi.  On  pourra 
donc  comparer  ensemble  les  agitations  de  l'air  dans- 
ces  deux  états.  De -là,  nos  Lecteurs,  versés  dans 
l'analyse,  déduiront  sans  peine  toute  la  théorie  de 
la  propagation  du  son  dans  des  tuyaux  c  ylindriques, 
Soit  que  ces  tuyaux  aient  une  longueur  finie  tt 
déterminée ,  soit  qu'on  los  regarde  comme  indéfinis. 
Voyez  de  plus  grands  détails  dans  les  Ouvrages  que. 


j'ai  cités. 1 


CHAPITRE  XIII. 

De  la  percussion  ou  résistance  des  Fluides. 


?>5j.  Xjousqu  'un  fluide  en  mouvement  rencontre- 
un  corps  ou  un  obstacle  placé  sur  sa  roule,  il  pousse 
nécessairement  ce  corps  ,  cet  obstacle,  avec  une 
certaine  force,  puisque  les  particules  fluides  sont 
elles-mêmes  des  petits  corps,  qui,  multipliés  par 
leur  vitesse ,  composent  une  quantité  déterminée 
de  mouvement.  Si  au  lieu  de  supposer  le  fluide  en 
mouvement,  on  le  suppose  en  repos,  mais  qu'ua 
corps  vienne  le  choquer  avec  une  certaine  vitesse, . 
la  résistance  que  le  fluide  opposera  au  corps  pro- 
posé, sera  égale  à  la  percussion  que  le  fluide  mu 
avec  la  vitesse  du  corps  exercerait  conlrc  ce  même 
corps  supposé  en  repos.  En  effet ,  pour  changer  la 
résistance  en  percussion,  ou  c'a  qu'à  supposer  le 
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CDrps  en  repos ,  et  attribuer  sa  vitesse  en  sens  con- 
traire ,  au  fluide.  La  percussion  et  la  résistance  des 
fluides  suivent  donc  les  mêmes  loix,  et  se  mesurent 
de  la  même  manière. 

358.  On  distingue  en  général  deux  sortes  de  forces, 
les  forces  mortes  et  les  forces  vives.  Les  première» 
sont  de  simples  pressions  qui  ne  produisent  pas 
de  vitesse  actuelle  et  finie,  cl  qui  n'en  produiraient 
qu'après  avoir  agipendant  un  temps  fini  :  les  autres, 
qu'on  appelle  ordinairc-ment/orces  de  percussion, 
produisent  une  vitesse  finie  et  actuelle,  et  peuvent 
être  regardées  comme  des  sommes  de  pressions 
accumulées.  11  est  évident  que  toute  force  de  pres- 
sion peut  êlre  contre-balancée  ou  mesurée  par  un 
poids  j  car  un  poids  n'est  autre  chose  qu'une  masse 
soumise  à  l'action  de  la  pesanteur  qui  est  elle-même 
une  force  de  pression.  Quant  aux  forces  "de  per- 
cussion, si  l'on  suppose  qu'elles  produisent  leur 
effet  dans  un  instant  indivisible,  elles  seront  infinies 
par  rapport  aux  forces  de  pression,  et  ne  pourront 
par  conséquent  cire  mesurées  par  aucun  poids.  Mais 
on  ne  conçoit  pas  comment  la  force  d'un  corps  en 
mouvement,  qui  est  une  quantité  finie,  peut,  dans 
un  instant  indivisible ,  produire  un  effet  fini,  c'est- 
à-dire,  imprimer  un*5  quantité  déterminée  de  mou- 
vement à  un  autre  corps.  Toute  communication  de 
mouvement  se  fait  dans  un  temps  fini ,  quoiqu'il 
puisse  êlre  d'une  brièveté  qui  nous  échappe.  Nous 
pouvons  donc  regarder  en  général  les  forces  de  per- 
cussion comme  agissant  par  degrés ,  à  la  manière 
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des  forces  de  pression,  et  comme  produisant  leur 
effet  dans  un  temps  fini  extrêmement  court  ,  ou 
connue  infiniment  petit.  Alors'  elles  seront  mesu- 
rables par  des  poids  ;  car  la  pesanteur  appliquée  , 
pendant  un  temps  fini  ,  à  un  corps,  produit  une 
force  vive,  capable  par  conséquent  de  faire  équi- 
libre à  une  autre  force  vive  On  voit  par-là  nue 
lorsqu'un  lluide  frappe  un  corps,  le  choc  qu'il  exerce 
ainsi  est  toujours  réductible  à  un  certain  poids. 

35g.  11  est  très-difficile  de  déterminer  les  loix  de 
la  percussion  des  lluides,  d'une  manière  exacte  et 
applicable  à  la  pratique.  On  n'a  pas  encore  pu  trou- 
ver à  ce  sujet  une  théorie  parfaitement  satisfaisante. 
Dans  eel!c  qu'on  suit  ordinairement ,  et  qui  a  l'avan- 
tage d'être  fort  simple ,  on  suppose  que  le  fluide  est 
composé  a.  chaque  instant,  dans  la  direction  de  son 
mouvement ,  d'une  infinité  de  filets  parallèles  qui 
donnent  chacun  leur  roup,  sans  se  gêner  les  uns  les 
autres;  ce  qui  ne  peut  pas  avoir  lieu-en  rigueur, 
cl  ce  qui  mène  en  certains  cas  à  des  résultats  trop 
éloignés  de  la  vérité  pour  être  admissibles.  Cepen- 
dant deux  motifs  m'engagent  à  exposer  ici  cette 
théorie,  malgré  ses  imperfections;  l'un  est  de  faciliter 
à  mes  lecteurs  l'intelligence  uc  plusieurs  ouvrages 
sur  l'Architecture  navale,  auxquels  elle  sert  de  fon- 
dement; l'autre  est  qu'elle  peut  être  employée,  sans 
craindre  beaucoup  d'erreur,  comme  je  m'en  suis 
assuré  par  l'expérience ,  dans  le  calcul  des  machines 
mues  à  l'aide  de  roues  ,  par  des  courans  d'eau  ; 
et  en  général  dans  tous  les  cas  où.  l'angle  d'obli- 
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rprilé  du  choc  n'est  pas  trop  petit,  je  veux  dire  lors- 
qu'il ne  descend  guère  au-dessous  de  60  degrés. 

36o.  Théorèmcl.  Siun  mêmejluide  MXZN  (Fig.  4  7) 
dont  toutes  les  particules  se  meuvent  avec  la  même 
vitesse ,  frappe  perpendiculairement  les  deux  plans 
AB,  AR  en  repos  ;  les  forces  des  chocs  sont  entre 
elles  comme  ces  plans. 

Car  toutes  les  molécules  fluides  étant  supposées 
se  mouvoir  suivant  les  directions  I K ,  OÇ,  etc., 
perpendiculaires  aux  deux  plans  proposés ,  l'impul- 
sion contre  le  pian .S,  est  à  l'impulsion  contre  le 
plan'-^Tt,  comme  le  produit  du  nombre  des  molé- 
cules qui  frappent  AB,  par  leur  vitesse,  est  au 
produit  du  nombre  des  molécules  qui  frappent  AR, 
par  leur  vitesse.  Or  les  masses  qui  frappent  dans 
des  lemps  égaux,  les  plans  A B ,  AR,  sont  des 
prismes  qui  ont  pour  bases  ces  plans,  el  pour  hauteur 
commune  la  vitesse  du  fluide.  Donc  le  rapport  de 
l'impulsion  contre  le  plan  AB,h  l'impulsion  contre 
le  plan  AR,  est  évidemment  le  même  que  le  rap- 
port du  plan  AB  au  plan  AR. 

3Gi.  Théorème  II.  Si  deux  fluides  de  même  es- 
pèce MXZN,  EGHF  (Fig.  4?  et  48),  mus  avee 
différentes  vitesses ,  frappent  perpendiculairement 
les  deux  plans  A  B ,  CD,  en-  repos  :  les  forces  des 
chocs  seront  entr'elles  comme  tes  produits  des 
plans  par  les  quarrés  des  vitesses  des  fluides. 
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Nommons 
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l'impulsion  contre  ÀH. 
l'impulsion  contre  CD. 


la  m?53c  fluide  qui  choque  Ali. 

la  vil  (MO  de  ce  fluide  

la  masse  fluide  qui  choque  CD, 
Il  vitesse  de  ce  fluide  


.  On  aura  ,  F  :  f\\  MV  :  m  u.  Or  ,  puisque  les 
fluides  sont  die  même  espèce,  les  masses  M el  m- sont 
en  (belles  comme  leurs  volumes,  et  leurs  volumes 
«ont  enlr'eux  comme  les  produits  des  plans  siB, 
CD,  qui  leur  sergent  de  base,  multipliés  par 
les  vitesses  des  fluides  qui  en  représentent  les  hau- 
teurs. Ainsi  on  aura  ,  M  :  m  ::  si  B  X  P":  CD 
X  «  ;  et  M  P~  :  m  u  ',;  si  B  X  ■  C  D  X  u*. 
Donc  aussi,  F:/::  si B  X  y*  :  CD  X  i\ 

36a.  Remarque.  Si  les  fluides  n'étoienl  pas  de 
la  même  espèce,  la  raison  des  densités  devroït 
entrer  dans  la  raison  des  masses  qui  frappent  en 
même  temps  les  plans  si  B ,  CD.  Alors  les  chocs 
seraient  en  raison  composée  des  plans,  des  den- 
sités des  fluides,  el  des  quarrès  des  vitesses  des 
mêmes  fluides.  Il  ne  faut  pas  perdre  celte  remarque 
de  vue,  lorsqu'il  s'agit  de  comparer  le  choc  d'un 
fluide  à  celui  d'un  autre  fluide  de  densité  diffé- 
rente. Par  exemple ,  sous  la  même  étendue  de  la 
Surface  choquée,  et  sous  la  même  vitesse  des  deux 
fluides,  la  percussion  de  leau  est  à  celle  de  l'air, 
comme  85o  est  k  i ,  c'est-à-dire  ,  dans  le  rapport 
des  densités  de  ces  deux  fluides. 

Dans  la  suite ,  je  suppose  toujours ,  pour  abréger , 
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qne  les  fluides  sont  de  la  même  espèce,  ou  qu'ils 
ont  la  môme  densité. 

563.  Théorème  III.  Si  les  deux  fluides  MXZN, 
EGMF,  allant  toujours  choquer  perpendiculaire- 
ment  les  deux  plans  A. Iî ,  CD,  avec  les  vitesses 
\  et.  u,  ers  plans  ont,  parallèlement  à  eux-mêmes , 
au  moment  du  choc ,  les  vitesses  v  et  u'  :  les  forces 
des  chocs  seront  enlr'clles  comme  les  produits  des 
plans  ,  par  les  quarrën  des  différences  ou  des 
sommes  des  vitesses  des  fiuidea  et  des  plans. 

Car  soient  IT  la  vitesse  du  premier  lluide  ,  et 
K  T  la  vitesse  du  plan  ^4  B;  LQ  la  vitesse  du 
second  fluide,  et  PQ  la  vitesse  du  plan  CD  :  il 
est  évident  que  les  chocs  sont  les  mêmes  que  si  les 
plans  étoient  en  repos,  et  si  les  fluides,  au  lieu  de 
se  mouvoir  avec  les  vitesses  IT,  LP ,  se  inou- 
voient  simplement  avec  les  vitesses  IK,  LP  , 
puisque  les  plans  se  soustraient  au  choc  avec  les 
vitesses  K  T,  P  Q.  Donc  (en  nommant  Petflcs 
impulsions  des  deux  fluides), on  aura,  F:f\\  -dB 
X  {^~vY:  CD  X  (u~u<y. 

On  voit  de  même  que  si  les  plans ,  au  lieu  de 
fuir  directement  les  fluides,  venoient  à  leur  ren- 
contre, avec  les  vitesses  v  et  u' ,  on  auroit  F  :  f 
:;  ^4  R  x  {f^-i-py  :  CD  X  («+«')'■  Ainsi,  en 
réunissant  les  deux  cas,  on  aura,  F:f'.',  ^4  B 
x  {r  +  vy:CD  X  + 

364.  Corollaire.  Si  l'un  des  plans ,  par  exemple  j 
\ÀB,  est  en  repos  :  alors  ^  =  0,  et  on  a,  F:f 
Tome  li  G  g 
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:;^JxACJX  («.+  "')'.  proportion  qui 
serL  à  comparer  la  percussion  perpendiculaire  (l'un 
fluide  contre  un  plan  en  repos,  à  la  percussion 
perpendiculaire  contre  un  plan  juouile. 

365.  Théorème  IV.  Si  le  fluide  MXZN  (Kg.  47) 
frappe  perpendiculairement  le  plan  AB  en  repos, 
cl  que  le  fluide  EGHF  (Kg.  iy)  Jrappe  oblique- 
ment le  pion  CD  aussi  en  repos  :  l'impulsion 
conlie  le  plan  AB,  sera  à  l'impulsion  qui  résulte 
perpendiculairement  contre  le  plan  C  D ,  comme 
le  produit  du  plan  A  B ,  par  le  quarré  de  la  vitesse 
du fluide  MXZN,  et  par  le  quarré  du  sinus  total, 
est  au  produit  du  plan  CD  par  le  quarré  de  la 
vitesse  du  fluide  EGHF,  et  par  le  quarré  du. 
sinns  de  l'angle  RCD  d'incidence  du  fluide  EGHF 
eur  le  plan  C  D. 

!11ap<U«l  aoln  AB   i7, 
['impulsion  qui'réauUe  perpendiculaire- 
ment conlre  CD   /, 
la  vitesse  du  fluide  MXZN   *~, 
la  vitesse  du  fluide  EGHF   u , 
la  m.s.e  qui  choque  A  B  M, 
la  masse  qui  cho<iuc  CD   '"■r 
sa  vitesse  perpendiculaire  à  CD   "' , 
le  sinus  total  
le  sinus  de  l'angle  d'incidence  RCD   p. 

On  aura  d'abord,  F:f:i  MJ^imuh  Or,  en 
menant  la  droite  DR  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion du  fluide,  et  terminée  par  CR  qui  est  dans 
«site  direction,  il  est  évident  que  le  nombre  de 
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fileta  qui  frappent  DC  est  le  même  que  le  nombre 
de  filrts  qui  frappent  DR.  Ainsi  les  prismes  fluides 
qui  frappent  en  temps  égaux  les  plans  A  B,  CD, 
sont  cnlr'eux  comme  leurs  bases  A  B,  DU,  mul- 
tipliées par  les  vitesses  des  fluides,  qui  en  sont  les 
hauteurs.  On  a  donc,  M:  m  ::  si  B  X  y-.  DR  X  «; 

ou  bien  (en  observant  que  DR=CD  X  —™  ) , 
M:  m  ::  AB  y,V:CD  X  ~-  X  u  \  \  AB  X 

y  X  R  :  CD  X  u  Xp.  De  plus,  si  sur  la  direction 
d'un  filet  quelconque  xn  du  fluide  EGHF,  on 
prend  la  partie  ny  pour  représenter  la  vitesse  de 
ce  lluidc,  et  qu'on  fasse  le  parallélogramme  rec- 
tangle nlyr  dont  le  côté  nt  est  perpendiculaire, 
et  le  côté  n  r  parallèle  a  D  C  :  on  voit  que  des  deux 
vitesses  nt,  n  r  clans  lesquelles  la  vitesse  ny  se 
décompose,  il  n'y  a  que  In  première  qui  contribue 
au  choc  perpendiculaire  contre  DC,  et  qu'il  ne 
faut  pas  avoir  égard  à  la  seconde.  Comparant  la 
vitesse  ni  ou  «'  à  la  vitesse  u  d»  fluide  EGHF, 
on  aura,  u1  :  u  '.:  ry  :  ny  '.;  p  ;  R,  et  par  consé- 
quent u'—it  x  — ^— .  On  aura  donc,  M "f\  mut 

::       x  y  x  R  :_££_xjpl2i.  ::       x  ?r* 

X  X>  :  CD  X  u' X  p'.  Donc  enfin,  F-.fr.^B 
X  t"  X  X':CD  X  u'Xp'. 

Celle  proportion  servira  à  comparer  la  perçus* 
sion  oblique  à  la  percussion  perpendiculaire,  tes 
G6ij 
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deux  plans  choqués  étant  en  repos  à  l'instant  des 

chocs. 

366.  Corollaire  I.  Lorsque  les  vitesses  V  et  u 
sont  égales,  on  a  simplement,  ^fl  X  B1 
;  CD  X  p1  ,  proportion  qui  servira  à  comparer 
l'impulsion  perpendiculaire  d'un  Iluide  contre  un 
plan,  à  l'impulsion  du  même  iluide  ou  d'un  fluide 
pareil,  mu  avec  la  même  vitesse,  contre  un  autre 
plan  frappé  obliquement.' 

367.  Corollaire  II.  Dc-là  suit  aussi  la  manière 
de  comparer  entr'elles  les  percussions  perpendicu- 
laires qui  proviennent  des  percussions  obliques,  les 
plans  choqués  étant  toujours  en  repos;  car  si,  en 
gardant  les  autres  dénominations  de  l'article  365, 
on  appelle  si  la  surface  du  plan  -A  B ,  B  celle 
du  plan  CD  ;  qu'ensuite  on  suppose  un  troisième 
plan  C  qui  soit  choqué  obliquement  par  un  troi- 
sième fluide  mu  avec  la  vitesse  v,  et  qu'on  ap- 
pelle $  la  force  qui  résulte  perpendiculairement 
contre  ce  même  plan,  q  le  sinus  de  l'angle  sous 
lequel  il  est  frappé  :  on  aura  ces  deux  proportions  , 

F:f  y.  ^  X  V*  X  B?  :  B  X  u*  Xp* ; 

q-.F-.l  CXl*  Xç'lu*  XJrixBï, 
lesquelles  étant  mullipliécs  par  ordre  ,  donnent 
C  X  f 1  X  q2  :  B  X  u*  X  p3.  D'où  l'on  voit 
que  les  forces  <p  et  f,  qui  résultent  perpendiculai- 
rement contre  les  deux  plans  C  et  B,  sont  entr'elles 
en  raison  composée  des  plans,  des  quairés  des 
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vitesses  des  fluides,  et  des  guarrés  des  sinus  des 
angles  d'incidence. 

'668.  Corollaire  III.  .Soient  {Fig.  5o  et  5i)  deux 
fluides  MXZN,  E  G  H  F,  qui  vont  choquer  obli- 
quement les  deux  plans  ^4  B ,  CD,  qui  se  meuvent 
parallèlement  à  eux-mêmes,  avec  les  vitesses  10, 
LS.  Représentons  les  vitesses  des  deux  fluides  par 
les  droites  IT,  LQ;  ensuite  décomposons  la 
vitesse  JTen  deux  autres  10-,  IP ,  dont  l'une  IO 
est  la  même  que  celle  du  plan  j4 B  ;  et  la  vitesse 
LQ  en  deux  autres  LS,  LK,  dont  l'une  LSest. 
la  même  que  celle  du  plan  CZ).  Les  deux  vitesses 
IF,  LK,  et  les  angles  Pl^t,  KL  C,  qu'elles 
forment  avec  les  plans  B ,  CD,  sont  des  quan- 
tités qu'on  peut  déterminer  par  les  règles  de  la 
Trigonométrie,  puisque,  dans  les  deux  parallélo- 
grammes IP  TO,  l'I'  QS,  on  connoil  les  diago- 
nales IT,  LQ,  les  côtés  IO,  LS,  les  angles 
Ol  T,  SL  Q;  et  de  plus ,  les  angles  TIO,  QLS. 
Or,  il  est  clair  que  les  fluides  n'agissent  sur  les 
plans  qu'en  vertu  des  vitesses  IP,  LK,  puisque 
ces  plans,  par  leurs  vilesses  propres,  se  soustraient 
.entièrement  à  l'effet  des  vitesses  IO,  LS.  Ainsi 
les  deux  chocs  seront  absolument  les  mêmes  que 
si,  les  plans  étant  supposés  en  repos,  les  fluides. 
Yenoient  les  choquer  avec  les.  vitesses  IP,  LK. 
Donc ,  si  l'on  nomme/" etjf'  les  forces  qui  résultent 
perpendiculairement  aux  plans  ^4 B ,  CD,  en, 
vertu  de  ces  choc;  p  le  sinus  de  l'angle  PI  ^4  , 
q  le  iinus  de  l'angle  KLC  :  on  aura  ,  par  l'article 
Gg  iij 
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précédent  ::  AB*  {I        X  js*  :  CD 

X  {LKf  X  q*. 

Cède  proportion  sert  à  comparer  les  chocs  que 
■  deux,  fluides  exercent  perpendiculairement  conlre 
deux  plans  qui  ont,  par  d'autres  causes,  des  111011- 
Yemeiis  donnés,  parallèlement  à  eux-mêmea. 

369.  Schofie  général.  Ayant  ainsi  appris  à  com- 
parer ensemble  les  différentes  espèces  de  percus- 
sions des  fluides,  il  ne  s'agit  plus  que  de  connoitre 
la  mesure  absolue  de  l'une  d'enur'eUea  j  pour  en 
conclure  celle  de  toules  les  autres.  Or,  suivant  l'ex- 
périence, la  percussion  perpendiculaire  et  directe 
d'un  fluide  indéfini  centre  un  plan  en  repos,  est 
égale  sensiblement  au  poids  d'une  colonne  de  ce 
fluide ,  laquelle  aurait  pour  base  la  .surface  cho- 
quée ,  et  pour  hauteur  la  hauteur  due  à  Ut  vitesse 
arec  laquelle  se  fait  la  pei  m.ssion  ;  de  sorte  que 
si  Ton  nomme  P  celle  percussion ,  s1  la  surface 
du  plan  choqué,  h  la  hauteur  di'ie  à  la  vitesse  du 
fluide ,  «  la  pesanteur  spécifique  de  ce  mémo  fluide, 
on  a,  à  peu  de  chose  près,  P—vs1  h.  On  sait  déter- 
miner A,  par  Les  lois  de  la  chute  des  graves.- 

Par  exemple  ,  supposons  que  la  surface  s1  soit 
un  pied  quarré,  ot  que  le  fluide  soit  de  l'eau  douce, 
dont  le  pied  cube  pèse  70  livres,  à  peu  de  chose 
près;  que  dans  le  cas  présent,  celte  eau  aille  cho- 
quer le  plan,  avec  une  vitesse  uniforme  de  1  pied 
par  seconde  :  on  trouvera  que  la  percussion  P  est 
équivalente  à  un  poids  d'environ  19  onces. 

ha  percussion  des  fluides  qui  se  meuveni  daiu 
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des  canaux  étroits,  ou  dans  des  coursiers,  contre 
des  plans  qui  occupent  presqu'entièremenl  1h  lar- 
geur de  ces  coursiers,  est  plus  considéra  Me,  comme 
on  le  verra  dans  la  suite ,  par  la  voie  de  l'expé- 
rience. 

Faisons  quelques  applications  générales  de  la 
théorie  précédente. 

370.  Problème  1. triangle  isoscèle  ACB  (Fig.  5i} 
en  repos,  élanl  exposé  au  choc  d'un  fluide  dont  ta 
direction  est  perpendiculaire  à  sa  base  AB  :  on 
demande  le  rapport  de  l'impulsion  que  recevra  ce 
triangle  parallèlement  à  sa  hauteur  CD,  à' l'im- 
pulsion directe  et  perpendiculaire  que  recevrait  sa 
base  AB? 

En  nommant  F  l'impulsion  directe  contre  A D 
ou  DB  ;  f  Pimpulàion  qui  résulte  perpendiculai- 
rement contre  AC  ou  CB;  R  le  sinus  total  : 
on  aura  (366).,  F:f::  A  D  X  R*  :  A  C  X 
(sin.  A  CD)*     AD  X  (A  C)2:A  C  X  {AD)* 

A  Ci  A  D.  Donc  ,f=  -  '■  ~f77~~-  Considérons 

maintenant  que  les  impulsions  sur  A  C  et  sur  CB 
se  détruisent  en  partie;  car  si  l'on  prend  deux  filets, 
correspondans  OR,  or,  et  que  représentant  les 
impulsions  perpendiculaires  aux  points  R  et  r  par- 
les droites  RF,  rf  égales  et  perpendiculaires  aux. 
côtés  ACy  CB  du  triangle,  on  fasse  les  parallélo- 
grammes rectangles  E  R II F,  e  rh f,  dont  les  côté» 
R II,  rh,  soient  parallèles  à  A  B,  et  les  côtés  RE  y. 
fe  parallèles  à  CD;  il  e*l  clair  que  des  quatre 
Ggir 
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forces  RH,  HE ,  rh  ,tc ,  dans  lesquelles  les  forces 
■flf,  rf  se  décomposent,  i<  >  doux  RH,  rh  se 
détruiront  mutuellement,  et  qu'il  ne  restera  que  les 
deux  forces  RE,  re,  pour  pousser  le  triangle 
parallèlement  à  CD.  De  plus,  si  l'on  nomme  »  la 
force  R  E  ou  re,  on  aura ,  f:<t:;RF:RE 
::  C:^i  D  ;  et  par  conséquent  <$  =  --■  ~~- 
Mettant  pour  /  sa  valeur  Ji^^JL. }  on  anra,  4 

=  /(Jc°''  •■Donc,^F:;(^g)J;(^C)%- 
et  2<f:2^::  (^/?)"»:(^C)*,  proportion  qui 
nous  apprend  que  l'impulsion  reçue  par  le  triangle 
parallèlement  à  sa  hauteur,  est  à  l'impulsion 
directe  que  recevroit  sa  base,  comme  le  «/narre  de 
la  demi-base ,  est  au  çuarré  <le  l'un  des  cotés. 
C'onnoissant  donc  la  seconde  de  ces  forces,  on  cort- 
noifra  aussi  la  première. 

371.  Corollaire  I.  Donc,  lorsque  le  triangle  iso- 
cèle ^DC  est  recfangle,  l'impulsion  qu'il  reçoit 
parallèlement  à  sa  lianleur  n'est  que  la  moitié  de 
l'impulsion  directe  que  recevroit  sa  base.  Car  alors  le 
triangle  rectangle  *4  D  C  est  isocèle,  et  on  a. 
(^Z^;(./C)*::i:2. 

372.  Corollaire  II.  ]]  suit  encore  de-là  que  si 
l'on  a  un  quanc  ^  CBM{Fig.  53.)  qui  soit  frappé 
d'abord  dans  la  direction  de  sa  diagonale  C  M,  cn- 
suileperpendiculairemcn!  à  l'un  du  ses  cotés  ^4  C: 
la  première  impulsion  sera  à  la  seconde  ,  comme  t 
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est  à  p^i,  ou  comme  7  est  à  10  environ.  Car ,  dans  le 
premier  cas  ,  il  n'y  a  que  le  triangle  _d  CB  qui  re- 
çoive le  choc  ,  l'autre  moitié  jff  MB  du  quarré  n'en 
est  point  affectée  ;  et  dans  le  second ,  il  n'y  a  que  le 
côté  ^4  Cde  choqué.  Donc  ,  en  nommant  J/la  pre- 
mière impulsion  ,  ^4  la  seconde  ,  et  de  plus  B  l'im- 
pulsion perpendiculaire  que  rccevroit^.B,  on  aura 
ces  deux  proportions,  M:  B  \  :  1;  B  :  j4  \; 
^4  B  :  ^4  C  II  ]/r  1 :  1  ;  d'où  l'on  tirera  deux  valeurs 
de  B,  lesquelles  étant  égalées  cnlr'elles ,  donneront 
la  proportion ,  M:  ^4      \f  2:2:;  1  :  //  3. 

373.  Problème II.  La  demi-circonférence  AQB 
(  Fig.  54)  étant  choquée  par  un  fluide  dont  la  direc- 
tion O  C  est  perpendiculaire  au  diamètre  AU:  on 
demande  le  rapport  de  l'impulsion  que  recevra  cette 
demi-ciconférence  parallèlement  àOC  ,à  l'impul- 
sion directe  et  perpendiculaire  que  recevrait  le  dia- 
mètre A  B  ? 

Ayant  divisé  la  demi-circonférencé  j4  Q  B  en 
une  infinité  d'éléinens  Ff,  Ll,  etc., par  les  droites 
Fl ,f  /parallèle  au  diamètre  ^4  B  ;  el  ayant  mené 
les  ordonnées  FS,fs,L  T,  It ,  etc.  ;  si  l'on  nomme 
F  le  choc  direct  que  recevrait  FB,  ou  6"$,  <p  le 
choc  que  reçoit  Ff  parallèlement  à  Q  C,  on  aura  , 


les  triangles  semblables  'F  Rf,  FSC  donne- 
ront, FB:  Ff  ::  FS  :  CF,  et  par  conséquent 


(37o),  <*  = 


PX{FR)* 


.  Soit  mené  le  rayon  CF: 


'—  .  Donc ,  »  =• 


\ïfr  —  icrr 
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Ainsi,  pour  avoir  l'impulsion  totale  que  reçoit  la 
dcmi-circnnfiirciicc  parallèlement  à  O  C,  il  ne  s'agit 
plus  que  de  trouver  la  .somme  île  toutes  les  quantités 
FX(FS)>  S,X(FS)'  , 

 {Cl-)'       °U       (VF)-  '  Cn  "T'^nlant 

rimpulsion  ilirecle  contre  F  H  ou  Ss  par  cette  ligne 
elle-même.  Or,  si  l'on  fait  tourner  le  demi-cercle 
^4  B  Q  autour  du  diamètre      1S ,  il  produira  une 

sphère  qui  aura  pour  élément  —  x  (F  S)1  x  Ss, 
—  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Par  conséquent  l'impulsion  totale  demandée  est  au. 
solide  de  la  sphère,  dans  le  rapport  constant  de 

— —7^--        à  liais  le  solide  Je  la  sphère  = 

(CF)>  t  1 

m  x  (  C  F)"1  x-.^fB.  Donc  l'impulsion  cherchée 
B  j  c'est-à-dire  que  l'impulsion  directe  con- 
tre lî  étant  représentée  par  cette  même  ligne 
^4  B ,  l'impulsion  que  reçoit  la  demi-circonférence , 
parallèlement  à  OC,  est  représentée  par  les  deux 
tiers  de  ^4  B.  Ces  deux  impulsions  sont  donc 
cntr'elles  dans  le  rapport  de  3  à  ?  ;  et  l'une  étant 
connue,  l'autre  le  sera  aussi. 

Suivant  celte  théorie,  l'impulsion  reçue  par  un 
cylindre  vertical  placé  au  milieu  d'une  rivière,  est 
les  deux  tiers  de  celle  que  recevroit  le  parallélé- 
pipède rectangle,  circonscrit  au  même  cylindre, 
cl  exposé  par  l'une  de  ses  laces  au  choc  perpendi- 
culaire du  fluide.  Car  je  demi-cylindre  antérieur  et 
la  face  correspondante  du  parallélépipède  cirçons- 
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crit,  sont  les  seules  parties  qui  reçoivent  Ie-clioc  du 
fluide;  elles  en  garantissent  tes  autres  parties. 

374.  Problème  III.  Dèteim'ineren  général l'im- 
pulsion d'un  jl aide  contre  une  courbe  quelconque, 
ou  contre  un  solide  quelconque  ? 

La  position  de  la  courbe  étant  donnée,  on  trou- 
vera (  365  )  l'impulsion  qui  résulte  perpendiculaire- 
ment contre  l'un  de  ses  élémens.  Celle  impulsion 
pourra  toujours  cire  exprimée  en  fonctions  d'une 
seule  variable ,  au  moyen  de  l'équation  de  la  courbe 
donnée.  On  la  décomposera  en  deux  forces,  paral- 
lèles chacune  à  chacune  de  deux  ligues  données  de 
position,  que  je  nomme  ^4,  B7  et  que  je  suppose 
perpendiculaires  entPelles,  pour  pîus  de  simplicité, 
far-là,  on  aura  deux  sortes  de  forces,  dont  on 
déterminera  les  sommes,  ou  les  résultantes,  par 
l'intégration  :  de  plus,  on  trouvera  les  positions 
de  ces  résultantes,  par  la  théorie  des  momens.  On 
connoifra  donc  les  quantités  et  les  directions  des 
forces  actuelles  qui  poussent  la  courbe  parallèlement 
aux  deux  lignes  ,4,  B  ;  el  par  conséquent  aussi  la 
résultante  de  ces  deux  forces. 

La  même  méthode  s'applique  à  un  solide  quel- 
conque, en  décomposant  l'impulsion  qui  résulte 
perpendiculairement  contre  l'un  des  élémens  de  ce 
solide,  en  trois  forces  parallèles  chacune  à  chacune 
de  trois  lignes  données  de  position  .rf ,  B,  C,  qui 
se  croisent  en  un  point,  et  que  l'on  peut  supposer 
perpendiculaires  entr'elles. 

Comme  les  calculs  que  ces  méthodes  générale» 
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demandent,  sont  un  peu  longs,  sans  élre  difficiles, 
et  que  d'ailleurs  ils  ne  peuvent  pas  élre  d'un  grandi 
«sage,  je  me  borne  à  donner  ici  les  formules  pour 
les  cas  les  plus  simples. 

i°.  Soit  FQF'  (  Fig.  55  )  une  courbe ,  divisée  en 
deux  parties  égales  cl  semblables  QF,  QF>  par  son 
axe  QC ;  et  frappée  par  un  fluide  dont  la  direction, 
est  parallèle  à  cet  axe.  Ayant  mené  à  l'axe  QC,  les 
ordonnées  infiniment  voisines,  PF,pf,  et  la  droite 
Fr parallèle  à  QC,  soient  PF—y;fr  =  dy;  Ff 
=  ds  ;  la  vitesse  du  fluide  =  Nommons  de  plua 
F  l'impulsion  perpendiculaire  d'un  fluide  mu  avec 
la  vitesse  U  contre  une  surface  plane  ^4  donnée- 
et  en  repos;  on  voit  (36 1)  que  l'impulsion  perpen- 
diculaire conlrc/V, «pour expression  F"J  ^  ,  oir 
n  .  y*  dy,  en  nommant,  pour  abréger,  n  le  coeffi- 
cient -  —  — t  ,  qui  est  constant  et  donné,  cl  que  j'ap- 
pellerai t-n  générai  le  coïjficient  de  la  percussion  *- 
L'impulsion  qui  résulte  perpendiculairement  contre 
Ff,  élanl décomposée  en  deux  forces,  l'une  dirigée- 
suivant  FP,  l'aulre  suivant  Fr,  et  la  première  .de 
ces  forces  étant  détruite  par  une  force  égale  et  con- 
traire qui  provient  du  point  F  ;  il  s'ensuit  (370  ) 
que  l'impulsion  contre  Ff,  dans  le  sens  Fr,  est 

n  V*  dy  X  ~j~r )  0,1  ~~^;r~~'  11  ne  s'aS^  P,u* 


'  Il  faudra  se  souvenir  Je  celte  expression  et  du  seus  que  j'y: 
attache ,  parce  que  j'en  ferai  un  frcqueul  usage. 
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que  d'éliminer  d  s  de  celle  formule,  au  moyen  de 
l'équation  de  la  courbe;  puis  d'intégrer. 

Supposons,  par  exemple,  que  Q F<  s'oit  un 
cercle  dont  le  rayon   C  Q  =  a-  On  aura  d  s1 

a-dy*  ,      .  ,-,,.«  V  .  dy" 

=.  j  et  la  iormule  générale  —  

n  A1"3  y — — — - — -j  valeur  de  l'impulsion  contre 

l'arc  indéterminé  QF,  dans  le  sens  QC.  Faisant 

y —  a,  on  aura  — — - — —  pour  l'impulsion  conlre 

le  quart  de  circonférence.  Et  comme  l'impulsion 
perpendiculaire  contre  le  rayon  a  seroit  (36i  ), 
n  f*.  a  :  on  voit  que  l'impulsion  contre  le  quart 
de  circonférence,  est  les  deux  tiers  de  l'impulsion 
perpendiculaire  contre  le  rayon  ;  et  l'impulsion 
conlre  la  demi  -  circonférence ,  les  deux  tiers  de 
l'impulsion  perpendiculaire  contre  le  diamètre;  ce 
qui  est  conforme  à  l'article  précédent. 

Soit,  pour  second  exemple,  QI?  une  para- 
bole dont  le  paramètre  :=  p.  On  trouvera  ds* 


deviendra  , 


-  4-/7 


— q  c'est-à-dire,  le  produit  de 
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la  quantité  constante  n  A'1,  par  un  arc  de  cercle 

dont  la  tangente  est  y  pour  le  rayon  — - — . 

■  2°.  Que  la  courbe  QF  F,  en  faisant  une  révo- 
lution entière  autour  de  l'axe  QC,  produise  un 
solide.  L'élément  F  /'engendre  une  zone  qui  reçoit, 
dans  le  sens  QC,  une  impulsion  (  la  seule  à  laquelle 
il  faille  avoir  égard  ),  qui  est  évidemment  à  l'im- 
pulsion perpendiculaire  contre  la  couronne  circu- 
laire correspondante  engendrée  par  fr,  comme  la 
simple  impulsion  contre  Ff,  dans  le  sens  QC,  est 
à  l'impulsion  perpendiculaire  contre  />,  c'esl-à- 

dire ,  comme       j  » —  est  à  n  V* .  ay ,  ou  comme 

dy%  est  à  rfs*.  Or,  en  nommant  m  le  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre ,  l'impulsion  perpendi- 
culaire contre  la  couronne  décrite  par  f  r,  est  n  y" "a 
e  X  imydy.  Ainsi  l'impulsion  élémentaire  contre 


sion,  pour  ds1  sa  valeur  donnée  par  la  nature  de 
la  courbe;  puis  on  intégrera. 

Soit,  par  exemple,  FQF>  un  cercle  dont  le 
ra3'on  CQ  =  a.  En  mettant  pour  ds1  sa  valeur 


,  la  formule  précédente  deviendra 


a  n  m      y  dy  (  a  a— y  y  ) 


-,  dont  l'intégrale  est  n  m y'1  V* 


Faisant^  =  a,  on  aura 


n  m  y  a1 


a 
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pour  'l'impulsion  confia  la  demi-sphère,  ou  contre 
la  sphère  entière  (  car  cela  est  indifférent  ).  L'impul- 
sion perpendiculaire  contre  le  plan  d'un  grand 
cercle  de  la  sphère,  scroit  n  V*  X  m  a*.  Ainsi 
l'impulsion  contre  la  sphère  n'est  que  la  moitié  de 
l'impulsion  perpendiculaire  contre  l'un  de  ses  grand* 
cercles. 

Si  QF  est  une  paraholc  dont  le  paramètre  =  />, 
la  formule  a""1  ]_  'yd-r-  deviendra  ~'n-~  p- 

dont  l'intégrale  est  JUSJpL  L .  (Jî£±*«L). 

Remorque  sur  les  trois  problèmes  prdcédens. 

3j5.  La  solution  du  premier  de  ces  problèmes 
s'accordera  assez' avec  l'expérience,  pourvu  que 
l'angle  ORC  ou  ^4CD  (  Fig.  5i  )  d'incidence  du 
fluide  sur  chacune  des  faces  du  triangle,  soit  un 
peu  grand,  c'est-à-dire,  compris  dans  l'intervalle 
de  60  à  go  degrés.  Mais ,  pour  les  angles  d'incidence 
qui  seroient  sensiblement  moindres  que  60  degrés,  la 
théorie  ne  s'accorde  plus  avec  l'expérience.  Alors 
la  percussion  ne  diminue  pas  autant,  suivant  l'expé- 
rience, qu'elle  devroil  diminuer  suivant  la  théorie. 

Les  deux  autres  problèmes  ne  sont  destinés  qu'à 
montrer  la  manière  d'appliquer  la  théorie  proposée 
aux  surfaces  courbes.  Car  l'expérience  contredit 
encore  ici  cette  théorie ,  mais  dans  un  autre  sens. 
En  effet,  l'expérience  fait  voir,  par  exemple,  que 
l'impulsion  contre  la  demi  -  circonférence  ^4  Q  B 


48o       .  Hydraulique, 

(  Fig.  54  ),  n'est  qu'un  peu  plus  de  ia  moïlié  de 
l'impulsion  perpendiculaire  contre  le  diamètre 
tandis  que  suivanl  la  théorie ,  elle  en  devroit  être  lus 
deux  tiers.  On  voit  par-là  que  tous  les  usages  qu'on 
a  laits  de  cette  théorie  pour  déterminer  le  solide 
de  la  moindre  résistance ,  ou  pour  résoudre  en 
général  les  problèmes  qui  se  rapportent  à  la  méthode 
inverse  des  tangenles,  ne  donnent  que  des  résultats 
li ypolliétiques ,  qu'on  ne  doit  appliquer  à  l'art 
Nautique,  qu'avec  beaucoup  de  circonspection. 

J'ajoute  encore  ici  un  problème,  dépendant  de 
la  même  théorie ,  pour  éclaircir  l'explication  que 
Léibnîtz  a  donnée  des  variations  du  Baromètre,  et 
que  nous  avons  rapportée  (i24). 

376.  Problème  IV.  Un  corps  sphérique,  descen- 
dant verticalement  dans  un fluide  où  il  est  plongé, 
on  demande  l'effort  qui  résulte  de  ce  mouvement 
contre  le  fond  du  vase  ? 

Il  est  évident  que  le  corps,  en  descendant,  frappe 
à  chaque  instant  le  fluide  par  sa  vitesse  acquise;  et 
que  ce  choc,  qui  se  transmet  en  Ions  sens  à  travers 
le  fluide,  agit  aussi  contre  le  fond  du  vase.  Cher- 
chons donc  sa  valeur. 


Soient 


le  ruyon  du  corps  

sa  musse  ou  son  poids  

Je  poids  du  fluide  déplacé  par  le  corps. .  . . 

l'espace  parcouru  verticalement. .  i  

la  vitesse  au  bout  de  cet  espace  

le  coéfficientde  la  percussion  

le  rapportas  la  circonférence  au  diamètre. 


P, 


Le 
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Le  corps  c,-.l  poussé  à  chaque  instant  de  haut  en 
bas  par  l'excès  de  son  poids  sur  le  poids  du  fluide 
déplacé,  et  sur  la  résistance,  qu'il  éprouve  eu 

frappant  le  fluide,  laquelle  a  pour  valeur  -  - 


(373).  Ainsi,  la  force  accélératrice  absolue  du 

corps  est,  P —  P'  " . •  et  on  a,  par  les 

formules  ordinaires  de  ces  sortes  de  mouvemens, 
Pudu  =  {  P  —  P'  nm<*um  j   d  s  .  ou 


i*  2  P  —  a  P1  — 11  m  a'  W  ' 

dont  l'intégrale  est,  s^=.^f  ""^T"  x  L  .{iP 

—  1  P'  —  n-ma^u*).  La  constanle  ^4  doit  être 
telle  que  5  =  0,  donne  «  =  0$  et  par  conséquent 

P  /  iP  —  il><  v 

Donc  si  l'on  nomme  c  le  nombre  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  est  1  ;  qu'on  multiplie  s  par 
L .  c;  et  qu'ensuite  on  repasse  des  logarithmes 

aux  nombres,  on  trouvera,  i/3  =  a  ^ — ~ÏTnTa' — ) 
n  m  a'  .  « 

X  (  1  —  c  p  ).  L'expression  du  choc 
du  fluide,  c'est-à-dire  ■  — ,  devient  donc, 


(P  —  PI)  X  (  l  — c  p  ). 

Comme  le  nombre  c  est  plus  grand  que  l'unité, 
Tome  /.  H  h 


■182  Hydraulique, 
étant  compris  entre  2  et  3 ,  on  voit  que  la  valeur 
du  choc  augmente  à  mesure  que  s  augmente ,  et 
que  ce  choc  =  F — P' ,  lorsque  s  =  ce. 

11  suit  de-là  que  la  hauteur  dont  une  goiilte 
de  pluie  tombe ,  n'étant  jamais  fort  considérable, 
la  résistance  qu'elle  éprouve  en  descendant,  ou  'la 
pression  qu'elle  exerce  en  conséquence  sur  la  sur- 
face de  la  Terre ,  est  toujours  sensiblement  moindre 
que  le  poids  de  celte  même  goutte.  La  pression 
de  l'air  sur  la  cuvette  du  Baromètre  est  donc 
moindre  lorsque  les  gouttes  pluviales  tombent, 
que  lorsqu'elles  sont  soutenues  en  parcelles  dans 
l'atmosphère;  et  par  conséquent  le  Baromètre  doit 
alors  baisser,  comme  Léibnitz  le  conclut  de  son 
hypothèse. 


CHAPITRE  XIV. 

Considérations  générales  sur  les  machines 
Hydrauliques  :  Théorie  particulière  de 
celles  qui  sont  mues  par  le  choc  de  Veau. 

Zjj.  Ox  appelle  indistinctement  machine  hydrau- 
lique, une  machine  qui  est  destinée  à  élever  de 
l'eau  à  une  certaine  hauteur  ,  ou  qui  est  mue  par 
l'action  d'un  courant.  Les  agens  qui  produisent  ou 
entretiennent  le  mouvement  dans  le  premier  cas, 
peuvent  être  de  telle  espèce  qu'on  voudra-  Souvent 
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«ne  machine -destinée  à  élever  de  l'eau,  est  en  mémo 
temps  mue  par  l'action  d'un  courant.  Elle  est  alors 
doublement  hydraulique.  Les  effets  de  toutes  ces 
machines  se  déterminent,  comme  ceux  des  autres, 
par  les  loix  connues  de  la  Mécanique. 

^78.  Sans  rappeler  ces  loix  en  détail ,  considérons 
que  la  force  mouvante  a  toujours  un  rapport  dé- 
ler minable  par  la  forme  et  le  jeu  de  la  machine , 
à  l'effet  réel  et  utile  que  celle  même  machine  pro- 
duit,  relativement  à  l'objet  qu'on  s'est  proposé  en 
la  construisant.  Celle  force  et  cet  effet  peuvent 
s'exprimer  par  des  poids  connus,  animés  de  vitesses 
connues.  Soient  donc  P  le  premier  poids  ;  sa 
vitesse;  n,  le  second  poids;  v,  sa  vitesse.  Il  est 
d'abord  évident  que  l'effet  n .  v  ne  peut  jamais 
surpasser  la  cause  P  .V.  C'est  donc  en  vain  que 
certains  Machinistes  pensent  augmenter  le  produit 
de  la  force  motrice,  avec  des  leviers,  des  roues  ,  ou 
d'autres  moyens  équivalons.  Les  leviers  n'ont  en 
eux-mêmes  aucune  vertu  active  :  ils  ne  peuvent 
servir  qu'à  modifier  diffère  m  m  eut  les  deux  facteurs 
P  et  y  qui,  par  leur  multiplication,  composent 
la  force  mouvante.  S'ils  font  augmenter  le  poids 
moteur  P,  ils  font  diminuer  sa  vitesse  f  en  même 
raison;  et  réciproquement,  s'ils  font  augmenter 
ils  font  diminuer  P,  dans  le  même  rapport.  L'effet 
n  .  v  seroit  égal  à  la  cause  entière  P .  si  cette 
cause  n'étoit  pas  employée  en  partie  à  vaincre  Je 
frottement,  ou  à  produire  dans  la  machine  des 
mouvemens  étrangers  et  inutiles  à  celui  dont  on 
"    Il  h  ij 
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a  besoin.  On  a  donc  dans  la  pratique,  P.  A"^>n.  t>. 
La  meilleure  machine  sera  celle  qui,  par  sa  cons- 
truction el  par  le  jeu  de  ses  pièces,  rendra  la 
quantité  n  .  v  la  plus  approchante  qu'il  est  possible 
de  P.  y.  Si  l'on  regarde  n.v  comme  l'effet  lolal 
de  la  machine,  ou  que  l'on  comprenne  dans  cette 
quantité  non-seulement  l'effet  utile,  mais  encore 
ceux  qui  proviennent  des  résistances,  on  aura  dans 
tous  les  cas ,  n .  v  =  P  .  y. 

3?o,.  Le  choix  d'une  machine ,  la  recherche  et 
la  combinaison  des  parties  dont  elle  doit  être  com- 
posée, relativement  à  l'effet  qu'on  veut  qu'elle  pro- 
duise, appartiennent  proprement  à  la  Mécanique. 
Ic  i  je  me  propose  d'examiner  en  général  l'action 
d'un  fluide,  comme  principe  moteur  d'une  machine 
à  laquelle  cette  action  est  transmise  par  une  roue 
tpie  le  fluide  fait  tourner,  soit  en  la  frappant  par 
sa  vitesse  acquise,  soit  en  la  pressant  par  son  poids, 
soit  enfin  eu  la  poussant  par  une  réaction  contraire 
à  la  direction  de  son  mouvement.  M.  J  .-Albert  Euler, 
digne  fds  el  émule  du  grand  Géomètre  Léonard 
Euler,  a  traité  ce  sujet  dans  unu  excellente  disser- 
tation qui  remporta  le  prix  de  l'Académie  de  Got- 
lingue,  en  17.54.  11  a  sur-tout  examiné  avec  le  plus 
grand  soin  l'effet  des  machines  mues  par  la  réaction 
de  l'eau  :  »t  telle  est  la  fécondité  de  celle  matière, 
qu'elle  nous  a  encore  procuré  trois  beaux  mémoires 
d'Eulcrle  pere  (Académie  de  Berlin,  i?5o, 
i754).  . 
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380.  Parent  eslle  premier  qui  ait  appliqué  avec 
succès  la  théorie  ordinaire  de  la  percussion  des 
fluides  au  mouvement  des  roues  qu'un  courant  f;:it 
tourner  par  le  choc  (Académie  de  Paris,  1704). 
Sa  méthode  porte  sur  quelques  suppositions  un  peu. 
libres,  qui  facilitent  et  simplifient  le  calcul  :  mais, 
quand  en  suivant  d'ailleurs  les  mêmes  principes  , 
on  veut  traiter  la  question  avec  plus  de  rigueur 
et  plus  de  généralité,  on  rencontre  des  problèmes 
difficiles,  dont  la  plupart  étoient  entièrement  nou- 
veaux, lorsque  j'en  fis  le  sujet  d'un  mémoire  im- 
primé parmi  ceux  de  l'Académie  (année  1769). 
Voici  cette  même  théorie,  avec  plus  de" détail  et  plus 
d'étendue. 

38 1.  Une  roue  qui  tourne  en  vertu  du  choc  de 
l'eau  ,  est  garnie  à  sa  circonférence  de  palettes, 
vulgairement  appelées  ailes  ou  aubes ,  que  le  lluide 
vient  frapper  successivement.  Cet  eifort  de  l'eau 
fait,  à  chaque  instant,  la  fonction  d'un  poids 
applique  à  l'une  des  extrémités  d'un  levier  mobile 
autour  de  son  autre  extrémité,  qui  représente  ici 
le  centre  de  la  roue.  Je  rapporte  toutes  les  roues 
ainsi  mues,  à  deux  espèces  :  aux  roues  verticales, 
mues  par  un  courant  horizontal ,  et  aux  roues, 
îiorizontales ,  dont  les  aubes  inclinées  k  l'horizon, 
sont  frappées  par  un  courant  aussi  incliné.  De  plus, 
je  suppose  toujours  que  les  aubes  sont  dirigées  au 
centre  de  la  roue;  me  réservant  à  examiner  dan» 
la  suite  ,  par  la  voie  de  l'expérience  combinée 
avec  la  théprie,.  en,  quels  cas  il  convient  d'incliner 
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les  aubes  au  rayon.  Commençons  par  les  roues 
verticales. 

38a.  Soit  donc  la  roue  verticale  ^fHLK  {Fîg.  56), 
dont  les  aubes  sont  frappées  successivement  par  le 
courant  horizontal  XY  TZ  ,  qui  la  lait  ainsi  tour- 
ner dans  le  sens  ^/HhK.  Toutes  ces  aubes, 
égales  entr'elles  cl  également  espacées  ,  sont  des 
rectangles  dont  les  cotes  SK ,  ED,  2?^,  etc., 
dirigés  au  centre,  expriment  les  Jiaulruis  des  aubes; 
et  les  autres  côtés  horizontaux  représentés  par  les 
points  S3  E,  B,  etc.,  sont  les  largeurs  des  aubes. 
Dans  les  premiers  instans  du  choc  de  l'eau  ,  le 
mouvement  de  la  roue  s'accélère  par  degrés  ,  à- 
peu-près  comme  le  mouvement  des  corps  qui  tombent 
par  la  pesanteur.  Mais  cette  accélération  est  Irès- 
protnple  ;  et  bientôt  le  mouvement  de  la  roue  par  - 
vient  à  l'uniformité.  Alors ,  pour  que  ce  mouvement 
se  perpétue,  il  faut  que  le  choc  de  l'eau  soit  contre- 
balancé à  chaque  instant  par  la  résistance  que  la 
machine  lui  oppose  :  résistance  qui  exprime  l'effel 
total  de  la  machine,  en  y  comprenant  le  frottement 
et  les  autres  causes  étrangères  qui  tendent  à  dimi- 
nuer le  produit  véritable,  le  produit  utile  que  l'on 
cherche  à.  obtenir  de  la  machine.  Cet  effet  total  peut 
toujours  être  représenté  nar  un  poid  n,  attaché  à 
l'extrémité  d'une  corde  qui ,  par  le  moyen  d'une 
pouli'j  de  renvoi ,  va  s'envelopper  autour  de  l'arbre 
de  la  roue  ,  et  fait  monter  ce  poids  à  mesure  que  la 
roue  tourne.  Nous  supposons  que  le  mouvement 
soit  parvenu  à  l'uniformité,  du. moins  sensiblement  ; 
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ce  qui  arrive  en  tres-pea  de  temps.  La  manière 
dont  il  .s'accélère  dans  le.-.-  premiers  instans  ,  est 
absolument  inutile  à  considérer. 

383.  Le  courant  d'eau  dans  lequel  les  aubes  de 
la  roue  viennent  se  plonger  tour-à^onr ,  peut  èire 
regardé,  ou  comme  indéfini  en  largeur}  telle  est, 
par  exemple  ,  la  largeur  d'une  rivière  pat  rapport 
aux  roues  d'un  moulin  qu'elle  fait  tourner  ;  ou  bien, 
la  largeur  du  courant  peut  être  limitée ,  et  suffisante 
seulement  pour  que  les  ailes  n'éprouvent  pas  de 
frottement  conlre  le  fonds  cl  les  bords  ;  tels  sont 
les  canaux  ou  les  coursiers ,  qui  amènent  les  eaux 
d'un  réservoir  contre  les  ailes  d'une  roue.  La  per- 
cussion n'a  pas  la  même  mesure  dans  les  deux  cas, 
comme  nous  le  verrons  dans  la  suite  ;  mais  elle 
suit  d'ailleurs  les  mêmes  loix.  C'est  pourquoi  noua 
emploierons,  pour  tous  les  cas  ,  l'expression  indé- 
terminée courant  d'eau  :  sauf  à  fixer  dans  l'occa- 
sion la  véritable  mesure  du  choc,  ou  la  quantité 
que  nous  avons  appelée  le  coefficient  de  la  per- 
cussion (3^3  ). 

384.  Tout  l'effet  d'une  roue  mue  par  le  eboc 
de  l'eau,  dépend  de  la  position  et  du  nombre  de 
ses  aubes;  de  la  vitesse  de  la  roue  relativement  à 
celle  du  coyrant  ;  de  la  meilleure  proportion  entre 
la  hauteur  cl  la  longueur  des  aubes;  et  enfin  des 
moyens  d'économiser,  lorsque  la  chose  est  néces- 
saire et  possible,  la  quantité  du  fluide  choquant. 
Examinons  par  ordre  ces  différentes  questions. 
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385.  Problème  I.  De  deux  aubes,  l'une  verticale , 
Vautre  inclinée  au  courant,  on  demande  celle  gui 
reçoit  de  la  part  du  jluide  le  plus  grand  moment 
d'impulsion  ? 

On  juge  peut-être  au  premier  coup-d'eeil  que 
l'aube  verticale,  e'e.K-à-dirc ,  celle  qui  est  frappée 
perpendiculairement ,  doit  procurer  Je  plus  grand 
moment  (l'impulsion;  et  tel  est  en  cfTel  le  résultat 
du  calcul,  quand  la  roue  a  de.  la  vitesse  au  mo- 
ment du  choc.  Mais  les  Auleurs  d'Hydraulique  ont 
agile  ce  problème ,  parce  que  si  la  percussion  per- 
pendiculaire est  plus  grande  que  la  percussion 
oblique,  la  surface  choquée  obliquement  est  plus 
grande  que  la  surface  choquée  perpendiculaimnen  t; 
ce  qui  fait  une  espèce  de  compensation  ;  et  que 
d'ailleurs,  quand  la  roue  est  en  repos,  les  momens 
des  deux  percussions  sont  égaux.  Il  n'y  a  donc 
qu'un  caltiul  exact  qui  puisse  décider  clairement  la 
question. 

Le  courant  XYTZ  {Fig.  56)  ayant  une  direc- 
tion horizontale  ,  supposons  que  l'aile  ^4  B  soit 
placée  dans  la  verticale  ,  et  l'aile  suivante  D  E , 
dans  une  position  oblique  du  courant;  menons  l'ho- 
rizontale E  O.  On  voit  que  la  partie  -^4  O  de  l'aile 
^4  B,  seroil  frappée  perpendiculairement  et  libre- 
ment par  le  fluide,  si  l'aile  DE  qui  la  couvre  et 
empêche  le  choc ,  cloit  anéantie  ;  tandis  que  f~E 
est  la  partie  de  l'aile  DE  qui  est  réellement  frappée 
obliquement  par  le  fluide.  La  question  est  donc  de 
comparer  le  moment  de  la  percussion  perpendieu- 
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laire  et  libre  contre  ^4  O,  au  moment  de  la  per- 
cussion qui  résultera  perpendiculairement  contre 
PrE  ;  car,  si  l'on  trouve  que  le  premier  moment 
est  plus  grand  que  le  second  ,  il  ne  s'agira  plus  que 
de  faire  en  sorte  que  l'aile  verticale ,  au  moment 
du  choc ,  ne  soit  couverte  en  aucune  manière  par 
l'aile  placée  en  arrière. 

Soient  menées  les  horizontales  infiniment  voi- 
sines QM,  q m ,  qui  déterminent  deux  élémena 
correspondans  Qq,  Mm,  de  l'aube  verticale  cf 
et 'de  l'aube  inclinée.  Que  Mx  représente  la  vitesse 
du  fluide;  et  les  petits  arcs  Qt ,  My,  les  vitesses 
des  points  Q,  M,  pour  un  même  instant.  Je  dé- 
compose la  vitesse  Mx  du  fluide  en  deux  autres 
M  y  ,  Mz,  dont  la  première  est  la  même  que 
celle  du  point  M  de  l'aube  ,  et  ne  produit  par 
conséquent  aucun  effet  sur  l'élément  M  m ,  la 
seconde  est  la-  seule  à  laquelle  il  faille  avoir  égard. 
La  percussion  perpendiculaire  contre  l'élément  Qq, 
est  la  même  que  si  cet  élément  étant  supposé  en 
repos,  l'eau  venoit  le  frapper  avec  la  vitesse  Mx 
—  Qt;  et  la  percussion  qui  résulte  perpendiculai- 
rement contre  l'élément  Mm,  est  la  même  que  si 
cet  élément,  étant  supposé  en  repos,  l'eau  venoit 
le  frapper  avec  la  vitesse  M  z,.  Donc ,  si  l'on  nomme  n 
le  coefficient  de  la  percussion;  la  vitesse  Mx 
du  fluide;  u  la  vitesse  Q  t  du  point  Q;  f^t  la 
vitesse  Mz  ;  H  le  rqyon  ou  sinus  total  :  il  s'en- 
suit (364)  que  la  première  percussion  sera  repré- 
sentée par  n  X  Qq  X  {V — f)1  xMa,  et  la  seconde, 
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par  n  x  Mm  x  P*'3  X  (  sin.  D  M  z)\  Par  consé- 
quent ,  en  désignant  les  momens  de  ces  deux  per- 
cussions par  la  lettre  M  écrite  au-devant  des  surfaces 
choquées  ;  on  aura  ,M.  Qq  :  M.  M  m  ::  n  X  Qq  X 
(T—  n'y  X  R*  X  CÇ:  n  X  Jf  m  X  A''1  X 
(sin.  DMz)*  X  CM.  Or,  à  cause  des  arcs  sem- 
blables Qt,  My,  qui  donnent  Mj  ou  zx  =  u 
X  ■>  et  à  cause  des  deux  triangles  rectangles 
sembhililcs  Q  C,  qui  donnent  nx  =  V 

co  rr-    CQ  CM 

X-C^r:01llTtmrCnZ  =  ^X-CM-UX'CQr 
^(^-«X^X^.D'u.antrecàté, 

on  a, '.sin.  DMzi=R  X  —jjj-  •  et  (M')' X 

{ûn.  DMz)*=R>  X  (»î)>;p'u^"  X  (sin.ZIJI/*)- 
/  (CjW")'  \         (CQ)*  -, 

=  -R*  x  (      «  x  -WH  *  Tïi)'-  r" 

conséquent  la  proportion  des  momens  deviendra, 
JW.Q?  :M.Mm  ::  Q  Ç  X  [r—  u)a  X  CM: 
i!/  m  X  (  «  X  j^3'  )J  X  C  O;  ou  (à  cause 
des  parallèles  MQ,  mq,  qui  donnent  Qq-.Mm 
::CQ:  CM,  et  par  conséquent  Qq  x  CM— Mm 
x  C  Q),  M  .  -y  q  :  M  .  M  m  ::  (  A'  —  u  Y  ■. 

^pr — ux_{£^L.^*.  proportion  dont  le  troi- 
sième terme  étant  évidemment  plus  grand  que  le 
quatrième,  fait  voir  que  le  premier  est  aussi  plus 
grand  que  le  second.  Ainsi ,  le  moment  de  la  per- 
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cussion  contre  l'élément  Qq  choqué  directement, 
est  pins  grand  que  le  moment  de  la  percussion 
'  contre  l'élément  Mm  choqué  obliquement. La  même 
conclusion  a  lieu  pour  les  surfaces  finies  ^4  O, 
y  E ,  qui  sont  compo.-écs  d'un  même  nombre  d'élé- 
meus  Qq ,  Mm,  correspondu»*  chacun  à  chacun. 

386-' Coiollaii-c  I-  Lorsque  les  aubes  sont  en  repos 
aù  moment  où  elles  sont  choquées  par  le  fluide , 
on  a  K  =  o,et  M .  Q  q  =  M.  M  m.  Il  est  donc  alors 
indifférent  que  le  lluidc  frappe  la  partie  O  de 
l'aile  verticale,  ou  la  partie  correspondante  E 
de  l'aile  inclinée.  Mais,  comme  la  partie  OB  de 
l'aile  .verticale  est  encore  frappée  par  le  fluide,  il 
s'ensuit  que  même  en  ce  cas  il  est  plus  avantageux 
que  l'aile  choquée  soit  posée  verticalement ,  que 
d  éirelnclméc  au  courant. 

'6Sj.  Corot/aire  II.  Dans  celte  même  hypothèse 
de  n —  a,  le  moment  de  l'impulsion  contre  la  partie 
f^E  de  l'aile  inclinée,  étant  égal  au  moment  de 
l'impulsion  contre  la  partie ^4  O  de  ['aile  verticale, 
on  voit  que  plus  on  multipliera  le  nombre  des  aubes, 
plus  le  fluide  imprimera  de  force  à  la  roue;  car, 
en  augmentant  le  nombre  des  aubes,  on  l'ait  dimi- 
nuer l'angle  E  CS ,  compris  entre  deux  aubes  voi- 
sines, et  on  augmente  par  conséquent  le  moment 
de  l'impulsion  que  reçoit  la  roue,  lorsque  les  ailes 
se  trouvent,  relativement  au  choc,  dans  la  position 
lapins  défavorable;  position  qui  arrive  quand  l'angle_ 
compris  entre  deux  aubes  conligué's  est  divisé  en 
deux  parties  égales  par  la  verticale. 
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Comme  ]a  loi  de  continuité  s'observe  constam- 
ment dans  les  diffère  ns  étals  (Paccroissemenl  ou 
de  décaissement  que  peuvent  subir  1rs  quantités 
de  même  espèce,  concluons  encore  de- là,  que 
si  une  roue  tourne  avec  une  vitesse  fort  lente  par 
rapport  à  celle  du  fluide,  on  augmentera  sa  force 
en  lui  donnant  un  grand  nombre  d'ailes. 

388.  Remarque  I.  Il  se  présente  à  ce  sujet  une 
difficulté  qui  pourroîl  embarrasser  quelques  lecteurs, 
et  qu'il  est  a  propos  d'édaircir.  En  supposant  la  roue 
immobile  à  l'instant  du  choc,  il  est  clair  que  dans 
la  rigueur  géométrique,  le  nombre  le  plus  avan- 
tageux'd'ailes  doit  ëlre  infini.  Or,  dira-l-on,  si  Je 
nombre  des  ailes  devient  infini ,  leurs  extrémités 
formeront  une  circonférence  de  cercle  F B  G  O 
{Fig.Oy);  et  l'impulsion  qui  résultera  perpendi- 
culairement contre  chaque  élément  KN  de  l'arc 
FB  G  étant  dirigée  au  centre  C,  ne  tendra  à  pro- 
duire aucun  mouvement  de  rotation  ;  d'où  il  paroit 
s'ensuivre  que  bien  loin  que  la  roue  reçoive  alors 
le  plus  grand  moment  possible  d'impulsion,  elle 
n'en  recevra  point  du  tout.  Mais  il  faut  remarquer 
que  dans  notre  calcul  les  ailes  sont  regardées  comme 
une  suite  de  plans  différemment  inclinés  ,  tous 
dirigés  au  centre,  et  frappés  par  le  fluide  sous  diffé- 
rentes obliquités  j  que  si  par  conséquent  on  détruit 
celle  hypothèse,  on  détruit  nécessairement  les  consé- 
quences qui  en  résultent.  Or,  la  supposilion  que 
F  B  G  est  un  arc-de-ccrcle  ,  continu  et  composé 
d'éiémens  K  N,  qui  loin  d'être  dirigés  au  cenLre 
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C,  sont  perpendiculaires  aux  raj^ons  CK,  est  en- 
tièrement contraire  à  la  précédente.  II  n'est  donc 
pas  surprenant  qu'on  arrive  à  tics  résultats  très- 
différens  dans  les  deux  cas. 

Concluons  cependant  de-là,  que  comme  les  fileta 
d'ean  sont  composes  de  molécules  physiques,  ou 
qui  ont  des  grosseurs  finies,  et  que  de  plus  ces  filets 
se  gênent  les  uns  les  autres  dans  leurs  mouvemens, 
les  extrémités  des  ailes  doivent  toujours  laisser  entre 
elles  un  certain  intervalle  qui  permette  au  Uuidc 
d'exercer  son  action  autant  qu'il  est  possible.  Le 
nombre  d'ailes  qu'il  convient  de  donner  à  une  roue 
en  repos ,  et  à  plus  forte  raison  à  une  roue  en  mou- 
vement, pour  se  procurer  la  plus  grande  force  qu'il 
est  possible  de  la  part  du  fluide  ,  est  donc  toujours 
fini  et  limité.  A  quoi  on  peut  ajouter  qu'en  multi- 
pliant le  nombre  des  ailes ,  on  rend  la  roue  plus  pe- 
sante ,  et  par-là  sujette  à  un  plus  grand  frottement. 

38g.  Remarque  II.  Plusieurs  Auteurs  (Jlfém.  de 
l'jAcad.  172$, pag-  i55;  Architec,  Hyd.  Tome  I, 
pag.  3ot))  ont  établi  en  général  l'avantage  de  l'aile 
verticale  sur  l'aile  inclinée  d'une  manière  erronée. 
Voici  leur  raisonnement.  11  est  certain,  disent-ils, 
que  si  l'aile D E  {Fi g.  56)  trempe  dans  l'eau ,  tandis 
que  l'aile  A  B  est  encore  dans  la  verticale,  la  partie 
f^E  de  la  première  couvrira  la  seconde  sur  toute 
la  hauteur -AO  qui  ne  sera  point  frappée;  et  qu'ainsi 
l'aile  u4B  sera  seulement  frappée  dans  la  partie  OB. 
11  est  vrai,  poursuivent-ils,  que  cette  diminution  de 
choc  semble  réparée  par  l'impulsion  que  reçoit  la 
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par  lie  JrE ,  qui  est  plus  gra  ndc  que  la  partie  u40  : 
mais  la  compensation  n'est  pas  complète  $  car  la 
percussion  directe  conlrc  si  O  ou  /^J,  est  à  la 
percussion  qui  résulte  perpendiculairement  contre 
comme  Kl  X  est  à  ArE  X  (sin.  t^£l)\ 
ou  comme  P~I  x  (  f  JE)»,  esl  à  X  (  A'/)' ,  on 
enfin  comme  est  à  .fX  De-là,  concluent-ils, 
il  faut  que  l'extrémité  E  de  l'aile  DE  {Eïg.  58) 
ne  fasse  que  rencontrer  la  .surface  X  Y  du  fluide, 
au  moment  que  l'aile  ^4  B  censé  d'être  verticale. 
Alors,  il  esl  facile  de  déterminer  le  nombre  des  ailes 
dont  une  roue  doit  cire  garnie;  car,  dans  le  triangle 
rectangle  Esf  C,  on  connoil  le  coté  C^i  qui  est  le 
rayon  de  la  roue  sf  fi LK  ,  et  l'hypolhénusc  CE, 
puisque  la  hauteur  DE  de  l'aile  esl  donnée.  Ainsi 
on  connoilra  l'arc  Dsf.  Divisant  la  circonférence 
entière  par  la  valeur  de  l'arc  D  .A ,  le  quolient 
exprimera  le  nombre  des  ailes  de  la  roue.  Les  Auteurs 
dont  il  s'agit,  ont  ainsi  calculé  laborieusement  des 
Tables  .du  nombre  des  ailea  d'une  roue,  relative- 
ment au  rayon  de  celle  roue,  et  à  la  hauteur  des  ailes. 

Tout  cet  édifice  de  calcul  tombe,  i".  parce  qu'on 
n'y  tient  pas  compte  des  difl'érens  bras  de  levier 
de  L'aile  verticale  et  de  l'aile  inclinée;  2".  parce  que 
si ,  dans  le  cas  de  la  Figure  5H ,  le  moment  de  l'im- 
pulsion de  l'eau  contre  l'aile  verticale  ^4  B  est  le 
plus  grand  qu'il  est  possible  ;  d'un  autre  coté,  lorsque 
l'aile  DE  a  pris  une  position  telle  que  l'angle  ECS 
est  divisé  en  deux  parties  égales  par  la  verticale, 
le  moment  de  l'impulsion  est  moindre  alors  qu'il 
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ne  seroit  si  la  roue  avoil  un  plus  «ranci  nombre 
d'ailes ,  et  qu'on  éloit  incertain  si  le  "moment  moyen. 
ne  sera  pas  plus  grand  dans  le  second  cas  que  dans 
le  premier. 

Ce  même  paralogisme  a  déjà  élé  relevé  dans  un  ■ 
Mémoire  sur  les  machines  hydrauliques  {Savons 
Étrangers,  Tome  i,  page  26]  ).  Mais  l'Auteur  de 
ce  Mémoire  a  lui-même  employé  un  faux  prin- 
cipe ,  d'après  lequel  il  conclut  que  le  moment  de 
l'impulsion  contre  la  partie  VE  de  l'aile  inclinée 
DE  [Eig-  56)  est  toujours  égal  au  moment  de 
l'impulsion  contre  la  partie  correspondante  ^4  O 
de  l'aile  verticale ,  soit  qu'au  moment  où  la  roue 
est  choquée,  elle  soit  en  repos,  soit  qu'elle  tourne 
déjà.  La  chose  n'est  vraie  que  pour  h;  premier  cas. 
Quand,  à  l'instant  du  choc,  la  roue  a  déjà  une 
vitesse  acquise ,  le  premier  moment  est  moindre  que 
le  second.  La  manière  dont  l'Auteur  en  question 
mesure  la  percussion  d'un  fluide  contre  un  plan 
mobile ,  est  fautive,  il  décompose  la  vitesse  du 
plan  en  deux  autres,  l'une  parallèle,  l'autre  perpen- 
diculaire à  la  direction  du  lluide;  et  il  ajlirme  que 
le  fluide'n'agit  sur  le  plan  qu'en  vertu  de  l'excès 
de  sa  propre  vitesse  sur  la  première  des  deux  vitesses 
dont  on  vient  de  parler.  Or,  il  est  évident  qu'en 
verlu  de  la  vitesse  que  le  plan  a  perpendiculaire- 
ment à  la  direction  du  fluide,,  ce  plan  est  repoussé 
par  l'eau ,  de  la  même  manière  que  s'il  éloit  en 
repos  ,  et  que  l'eau  vînt  le  frapper  avec  cette  même 
vitesse  ;  d'où  résulte  une  nouvelle  impulsion  qui 
se  combine  avec  la  première  ,  et  que  l'Auteur 
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négligée  mal-à-propos.  \Son  Mémoire  contient  d'ail- 
leurs plusieurs  choses  vraies  et  utiles. 

390.  Problème  II.  Déterminer  la  vitesse  que  la 
roue  doit  prendre  par  rapport  à  celle  du  courant, 
pour  que  l'effet  ile  la  machine  soit  un  maximum? 

Imaginons  ici  avec  Parent  (  nous  donnerons 
successivement  plus  de  généralité  au  problème)  qu'à 
la  place  des  ailes  ,4B,  DE  (  Fig.  56  ),  réellement 
choquées  par  le  lluidc,  on  substitue  une  seule  aube 
qui  soil  frappée  perpendiculairement,  et  qui,  avant 
lechoc,ait  déjà  une  vitesse  uniforme  et  permanente; 
que  la  hauteur  de  celte  aube  iielive  soit  assez  pelite 
pour  que  les  vîlesses  de  rotation  de  tous  ses  pointa 
puissent  èlre  censées  égales,  et  que  son  centre  de 
gravité  puisse  cire  regardé  comme  le  ccnlre  de 
percussion  du  fluide.  Nommons  B  la  surface  de 
cette  aube;  u  la  vitesse  de  son  centre  de  gravité  ; 
b  la  distance  de  ce  point  au  centre  de  la  roue;  ^la 
vilesse  du  fluide;  n  le  fardeau  élevé,  dont  la  quan- 
tité de  mouvement  représente  l'effet  delà  machine, 
v  sa  vitesse,  c  son  bras  de  levier  par  rapport.au 
centre  de  la  roue  ;  n  le  coefficient  de  la  percussion  : 
le  choc  perpendiculaire  reçu  par  la  surface  B  sera 
n  .  B  X  {  y —  u.  Y;  et  son  moment  par  rapport  au 
centre ,  n .  B  (  v  —  u  )a  X  b.  Égalant  ce  moment  à 
celui  du  poids  n ,  on  aura ,  n  .  B  (  y  —  n)*  X  b 
=  n  c.  Et  comme  on  a,  b  :  c  II  u  :  f ,  et  par  consé- 
quent c  —  — —  ;  si  l'on  met  pour  c  celte  valeur,  on 

aura,  n.JS(y  —  «)2 .  us=np.  Or,  le  produit  ne, 

qui 
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ïjpî  exprime  l'effet  de  la  machine,  doit  être  un 
maximuny  donc  n.B  (_V  —  a)2,  a,  ou  simplement 
(  V  —  u  )a  .  u,  en  sera  aussi  un.  Prenant  donc  la 
différentielle  de. celle  quantité  et  l'égalant  à  zéro, 
on  trouvera  u  =  — — j  d'où  l'on  voit  que  l'aube  qui 

reçoitle  choc  perpendiculaire  du  fluide,  doit  prendre 
le  tiers  de  la  vitesse  du  courant,  afin  que  la  machine 
produise  le  plus  grand  effet  possible. 

Quant  à  l'expression  de  cet  effet,  on  la  trouvera, 
y 

en  mettant  pour  u  sa  valeur  -■  3  ■  dans  l'équation 
n  *»=='».  S  (      —  «  )* .  u  :  par-là,  on  aura  n  v 

_  4».g.r» 

~  37 

3g  î-  Corollaire.  Pour  pouvoir  faire  usage  de  cette 

formule,  fixons  le  coefficient  n  ou  — —  —  -   de  la 

percussion  La  vitesse  U  et  la  surface  étant 

données,  nous  pouvons  supposer  ici,  j4  =  B,  U 
=  f^.  Cela  posé  : 

'  i°.  Si  la  roue  tourne  dans  un  fluide  indéfini  eu 
largeur,  et  qu'on  nomme  7/  la  hauteur  due  à  la 
vitesse  de  ce  courant,  on  a  sensiblement,  suivant 
l'expérience ,  F  ~  B  .H.  Ainsi  l'expression  n  v 

—  — — -g- - —  du  plus  grand  effet  de  la  machine, 
deviendra  n  v  =  B .  H  X  £  f^-  La  mesure  de  cet 
effet  est  donc  un  poids  d'eau,  exprimé  par  B  .  H, 
mu  avec  les  ~  de  la  vitesse  du  fluide;  ou  les  ^  de 
ce  poids  mu  avec  la  vitesse  entière  du  fluide. 
Jom<i  L  I  i 
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■2". Lors-que  la  roue  tourne  dans  un  coursier  cirait 
où  les  aubes  oui  simplement  la  liberté  de  se  mou- 
voir sans  frottement,  soit  au  fond,  soit  vers  les 
parois;  la  percussion  est  pins  grande,  etl'expcrience 
do  nue  pour  lors,  F—i  B .  JI,  à-peu-prè^  (II  éiaut 
'  toujours  i:i  hauteur  due  à  la  vitesse  du  courant]. 
Le  plus  grand  effet  de  la  machine  est  donc  en  ce 
cas ,  B  X  II  X  sensiblement 

302.  Remarque.  Nous  pouvons  évaluer  l'effet  de 
la  machine  dans  les  deux  cas,  d'une  autre  manière 
qui  nous  sera  utile  dans  la  suite.  Pour  cela,  con- 
sidérons qu'il  est  permis  de  regarder  la  surface 
donnée  B  de  l'aile  choquée  connue  un  orifice  par 
lequel  il  passe  dans  un  lémps  donné  une  quantité 
donnée  d'eau,  puisque  la  vitesse  K  du  fluide  est 
constante.  Supposons  que  dans  une.  seconde,  il  passe 
par  B  mie  quantité  d'eau  =  Q  ;  prenons  pour  hase, 
d'après  l'expérience,  que  les  corps  graves  parcourent 
quinze  pieds  à-peu -près ,  pendant  la  première  se- 
conde de  leur  chute;  exprimons  toutes  les  mesures 
linéaires  en  pieds;  et  souvenons-nous  que  dans  les 
applications  de  nos  formules,  la  loi  des  homogènes 
doit  être  remplie  conséquenunent  à  ces  suppo- 
sitions. En  nommant  g  la  gravité;  Vï  la  hauteur 
dûe  à  la  vitesse  V du  fluide;  k  la  hauteur  due  à 
la  vitesse  v  du  fardeau  n  ;  on  aura  a  g.  H; 

P*  =  ig.k;  et  (534),  Q  =  aBlS  i5.ff,  ou 

B  =  — ■-■  Par  conséquent  les  expressions 
du  plus  grand  effet  de  k  machine  deviendront  :, 
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I".  Cas,  n//^=  , 

'       K  27)/  10 

3g3.  Problème  !IÎ.  La  roue  étant  ioujann  sup- 
posée conduite  par  l'impithlon  perpendiculaire  du 
fluide  contre  une  seule  aulie  rectangulaire  donnée 
en  surface,  mais  dont '.-la  hauteur  n'est  plus  regardée 
comme  infiniment  petite  :  an  demande  le  rapport 
<juc  la  largeur  et  la  hauteur  de  l'aube  doivent  avoir 
cnlr  elles,  et  la  vitesse  qu'un  point  donné  de  l'aube 
doit  prendre,  afin  que  l'effet  de  la  machine  soit 
un  maximum  ?  . 

Soient  (Fig  561  CB  le  rayon  extérieur  donné 
rie  la  roue;  ^4  B  la  hauteur;  de  l'aube  qui  est 
frappée  librement  eL  en  entier,  et  dont  la  largeur 
est,  une  ligne  droite  horizontale  ;  a  b  sa  position 
après  un  instant;  Qq  l'un  quelconque  de  ses  élé- 
jnens  ;  n  le  fardeau  élevé,  lequel  exprime  par  sa 
r quantité  de  mouvement,  l'effet  de  la  machine. 

f  CB  :  =  rt, 

'  CA  = 

1  CQ   =  *, 

urface  donner  de  l'aube   =  B., 

Supposons  <!  la  vitesse  uniforme  du  courant  =  V, 

vitesse  uuii'oriiie  B  h  du  point 
lonité  H  h  l'instant  du  choc.  ...  =  it  , 

vitesse  du  fardedù  n  =  v  , 

t  bras  do  levier   —  .  =  e  , 

1.1e  coefficient  dc'ia  percussion  z=  n. 

n  ij 


5oo  Hydraulique, 

La  vitesse  du  point  Q  est  —  elle  moment 

de  la  percussion  perpendiculaire  contre  Qç,  est 

n  .  r.  z  dz  (  y          "  J1 ,  expression  qu'il  faut 

intégrer  en  regardant  z  seule  comme  variable,  de 
manière  que  l'intégrale  s'évanouisse  lorsque  z~x, 
et  reçoive  sa  valeur  complète  lorsque  z—a,  Par-là 
on  trouvera,  que  le  moment  de  l'impulsion  contre 
l'aube  entière ,  est 

p      y.  [£—£)  '  3  Vu  (  g»  —  «»  ) 


«■(a*-**) 


] 


Ce  moment  doit  être  égal  à  celui  n  c  du  poids  n;  et 
par  conséquent  on  a 


n  c— nr 

.,■(««- 


il-]. 


Or,  comme  on  a, r  («  —  a-)  :=.£?,■  et  que  a1  —  x1 
=  (  a  —  *  )  X  (  a  -+-*);  a5  —  .v5  ~  (  a  —  *  )  X 
(d1  -r-a*  H-*1))  4He  «4  —  A'1  =  (a  —  *)  X  {a5 
-i-  a1  x -+- a  x*  H-  s3); que  de  plus  on  a,  u  :  v'.'.a:  c, 

ou  c  =  —v--  :  i]  s'ensuit  que  l'équation  précédente 
pourra  se  changer  en  celle-ci, 

(A)  „wa[iïg±-  îgiffita 
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Maintenant,  pour  que  l'effet  ne  de  la  machine 
devienne  un  maximum  ,  par  les  valeurs  Convenables 
de  a:  et  ti,  il  faut  différencier  le  second  membre,  en 
faisant  varier  successivement  xetu,  et  égaler  à  zéro 
chacune  des  deux  différentielles ,  ce  qui  donnera  ces- 
deux  équations  : 

G  a'  u  —  8  Viï1  o(oH-2ir)  +  3i»3X 
(  à1  ■+■  i  a  x  +  3  x%  )  =  o  ; 

6  V^a1  {a~\-x  )—  l6  f«  a  (a1  +  ai  +  ^) 
-4-  9  «2(  <-i3  -+-  «**-+- a**  a:3)  =  oi 
lesquelles,  combinées  ensemble,  donneront  les  va- 
leurs de  fétu,  qu'on  substituera  dans  l'équation  (A)r 
pour  avoir  l'expression  du  plus  grand  effet  de  la 
machine.  Je  n'écris  pas  ces  valeurs  :  dans  chaque  cas 
particulier  on  abrégera  le  calcul,  en  commençant 
pur  substituer,  à  la  place  des  grandeurs  connues, 
leurs  valeurs  numériques.* 

3oi.  Remarque  I.  St  dans  l'équation  (À)  on  sup- 
posé que  la  hauteur  de  Faute  soit  infiniment  petite, 
ou  sensiblement  telle  par  rapport  au  rayon  a;  alors, 
en  substituant  a  pour  x,  et  déterminant  «,  par  la 
condition  que  n  v  soit  un  maximum,  on  trouvera 
u  =~Ç-  )  comme  dans  l'article  3go.  Et  en  effet,  les 

bases  des  calculs  sont  les  mêmes  dans  lés  deux  cas. 
Mais,  si  sans  regarder  la  hauteur  de  l'aube  comme 
infiniment  petite,  on  la  regarde  seulement  comme 
fort  petite  par  rapport  au  rayon  a,  de  sorte  que  sup- 
posant a —  x  =  h,  ou  x  =  a  — h ,  h  soit  une  quan- 
tité donnée  dont  on  puisse  négliger  le  quarté  et  le* 
1  i 
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puissances plus-Hautes:  L'équation  (A),  en  éliminant 
x,  deviendra  d'abord 

D'où  l'on  tire  immédiatement,  en  difioreneiant 
suivant  u  ,  el  égalant  la  différentielle  à  zéro, 

,  y  (  4        /,  i,  j  ±         1""-8"/'-f7  A"  ) 
*^  -  3(iï=5Â) 

pantec  radical,  etfaisanl  les  réduction.)  que  demande 
l'omission  des  termes  qui  contiendroient -A'J  et  les 
puissances  plus  hautes,  on  trouvera  : 

Expression  de  la  vîtes:*.  u  la  plus  avantageuse. 
Celte  formule  s'applique  principalement  aux  roues 
qui  tournent  dans  des  coursiers,  parce  qu'en  eflet 
la  hauteur  des  aubes  de  ces  roues  cal  ordinairement 
fort  pelile  par  rapport  au  raj'on. 

Supposons,  par  exemple,  u  =  8  pieùs,  /*  ~  8 
V  a5 
pouces  :  on  aura  u  —  —= —  X  —77. 

5g5.  Remarque  II.  T. es  roues  qui  tournent  dans 
des  coursiers,  demandent  une  autre  considération 
qui  peut  êtfo.srnporlanle  en:  cerfeuils  cas.  Dans  les 
calcula  précédens,  nous  avons  regardé  la -vitesse  f 
du  fluide  conun'o  constante  et  donnée-,  quelques 
changemens  qui  arrivent  aux  dimensions  et  à  la 
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vitesse  de  l'aube  j  mais  pour  [es  coursiers,  ces  clian- 
gemens  peuvent  iiilini  r  d'une' manière  sensible  sur 
l'a c lion  du  iiuide  contre  la  roue.  Je  m'explique. 

Soit  SDK  R  (  Fig.  5g  )  la  face  vcrliealc  d'un 
réservoir ,  dans  laquelle  i  st  pratiqué  le  perluîs  rec- 
tangulaire MNOP.  Que  SR  représente  le  niveau 
de  l'eau.  Supposons  qu'au  perluîs  3ÎNOP  soit 
adapté  un  canal  ou  coursier  rectangulaire  quieon-- 
du ït  IVati  contre  les  ailes  d'une  roue.  Comme  il  faut 
toujours  que  les  aubes  aient  un  certain  jeu  dans  le 
coursier  pour  éviter  le  frollcincnt  contre  son  fond 
el  aes  parois ,  nous  pou*  ons  imaginer  que  l'aube  qui 
reçoit  le  clioc  perpendiculaire  de  l'eau,  est  repré- 
sentée par  le  rectangle  mnop  ,  dont  les  rôles  sont 


pu. 


.  OP,  et  en  sont 


dUlanacVimc  pclil«  quantité  donnée.  Ainsi,  il  n'y 
a  que  l'eau  qui  sort  par  le  pertuis  mnop  qui  soit 
employée  à  mouvoir  l'aube;  celle  qui  sort  par  le* 
vides  rectangulaires  Mp-,  No,  Os,  coule  en  pure 
perle.  Concevons  ma iu tenant  que  l'a  t  le  mnop  est 
transformée  en  une  autre  aussi  itttlanguL.irc  e/gk 
d'égale  surface,  el  qu'en  conséquence  le  pertuis 
MNOP  soit  transformé  en  en  autre  EFGir^ 
tel  que  les  jeux  E  e ,  Ff,  H  i,  de  la  nouvelle  aile 
sont  les  mêmes  que  ceux  Mm,  N n,  Fz,  de  la 
première.  La  quantité  d'eau  que  le  réservoir  peut 
fournir,  étant  supposée  limitée  el  doigtée,  il  est 
clair  que  le  niveau  primitif  s'abaissera  quelque  part 
e:i  Sr.  Or,  reste  à  savoir  si,  en  verliwde  celle  dé- 
pression, le  moment  de  l'impulsion  de  l'eau  contre 
1  ï  iv 


Digitizod  by  Google 


5o4  Hydhatilique, 
l'aube  ne  diminue  pas.  Ce  qui  donne  lieu  à  ce  doute, 
c'est  qu'il  s'écoule  d'autant  plu»  d'eau  en  pure  perte, 
que  le  vide  rectangulaire  Gi  a  une  plus  grande 
base  G  H;  car  la  charge  d'eau  qui  loi  répond  ,  est 
plus  grande  que  celle  qui  répond  aux  vides  latéraux 
Fff,  E  h ,  Np ,  No.  De-la  nail  le  problème  suivant 
5()6.  Problème  IV.  Déterminer  les  dimensions  et 

la  vitesse  les  plus  avantageuses  d'une  aube  frappée 
perpendiculairement  par  un  fluide,  en  supposant 
que  les  vitesses  du.  fluide  ,  aux  différent!  points  de 

l'aube ,  soient  dues  aux  hauteurs  correspondantes 

du  réservoir? 

Soient  ^4BPM  la  jnoilié  du  pertuis;  ^4  bp  m  lu 

moiLié  de  l'aube  cherchée;  Cle  centre  de  ]a  roue» 

SR  le  niveau  de  l'eau  dans  le  réservoir;  Q  un  point 

indéterminé  de  l'aube,  auquel  répond  une  vitesse 

due  à  la  hauteur  QT. 


f  la  grnviié  

I  le  rayon  exlérieur  Cb  de  la 

|  a  A m    

1er.  

1  C  A  


Supposons  /  C  Q  

J  la  vitesse  de  r 


I  la  vitesse  du  fardeau  ùlevé  n   : 

f  son  brosde  levier   : 

[  le  coefficient  de  la  percussion   ; 

La  vitesse'de  l'eau  qui  sort  par  le  pelit  orifice 
rectangulaire  Qo  de,  ci  qui  choque  en  cet  endroit 


Chapitre  XIV.  5o5 
la  partie  élémentaire  tic  l'aube  ,  a  J/[  i  g .  [s  — />)], 
pour  expression;  la  vitesse  de  rotation  du  point  Q 
de  l'aube  ou  de  sa  partie  élémentaire  Qpdc,ei>t-^- , 
Ainsi  le  moment  élémentaire  de  l'impulsion  perpen- 
diculaire de  l'eau  sera  n  r.zdz          2  5"-  (- — p)] 

 ^—  J  .  Donc,  en  intégrant  de  manière  que 

l'intégrale  s'évanouisse  lorsque  z  =  x,  et  reçoive  sa 
valeur  complette  lorsque  z  =  a,  on  aura 

»r[  UL£=LÏ1  

x (  »>■[(—? y— (»— p)M 

5 

H  a[Ç»  — /i  )»  —  (»—  ^ 

.  ■'•(-■'- 


pour  le  moment  de  l'impulsion  de  l'eau  contrefaire 
entière  m  n  o p.  Ce  moment  doit  être  égal  à  celui 
n  c  du  fardeau  élevé.  Mais,  pour  abréger  et  pour 
mettre  tout  de  suite  sous  sa  dernière  forme,  l'équa- 
tion qui  doit  résulter  de-là ,  observons  que  la  surface 
de  l'aube  étant  donnée,  on  a  (en  nommant  B  celte 

surface),  r{a  —  x)=B,ou  r  —  i  obser- 

vons de  plus  qu'on  a ,  z/  :  v'.la;  c,  ou  c  =  —  - .  Eq, 
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substituant  ces  valeurs  de  r  et  c,  on  aura  pour 

Féquatiou  de  l'effet  de  la  machine, 

n  "  =",(,;_.,  L — i  epl*-  > 

a  ■      \  3  " 

r  5 


+  _^.._£îî=iL]. 

Maintenant,  soit  Q,  la  quantité  d'eau  qni.4orf 
pendant  «ne  seconde,  par  l'orifice  MNOI';  ■» 
chacune  dus  petites  ligues  rnJU ,  ,  iJS,  qui 
expriment  les  jeux  de  l'aube  dans  le  courtier  :  «n 
aura MN  =  r  +  i«;  TB  =  a  —  p-t-  *?;  TU 
=  x  —  pi  et  en  prenant  pour  principe  d'expé- 
rience, que  1rs  corps,  graves  parcourent. quinze 
pied»  pendant  la  première  seconde  de  leur  chute  , 
l'article  238  'donne  j  1 

•       '     I  3 
Substituant  dans  cette  dernière  équation,  pour  r  sa 

valeur <  1 — ;  dégageant />,  au  moins  par  approxi- 
mation ?  puis  substituant  celle  Valeur  dans  l'éqna- 
lion  (H),  on  aura  une  équation,  dans  laquelle  il 
n'entrera  plus  d'indéterminées  que  xcL  u,  la  quantité 


□igifeed  t>y  Google 


C  n  a  ?  i  t  e  i  X  I  V.  5aj 
Q  étant  supposée  donnée.  On  rendra  donc  l'effet 
de  la  machine  ,  un  maximum,  en  différenciant  le 
second  membre  de  celte  équation,  suivant  x  et  «, 
et  égalant  à  zéro  les  deux  différentielles-;  ce  qui 
donnera  deux  équations  analogues  à  celles  que  l'on 
a  tirées  de  l'équation  (A)  dans  l'article  3g3  ,  et  ten- 
dantes au  même  but. 

Si  Q  n'cloil  pas  donné  ,  mais  que  p  le  fût,  ou 
que  le  niveau  SU  de  l'eau  dans  le  réservoir  occupât 
une  position  fixe,  on  difiërencieroi!  tout  de  suite 
l'équation  (13),  suivant  x  et  u  ;  etc. 

Si  dans  l'équation  (11) ,  p  cl  x  étoient  données, 
on  diiTéi'cncicvoit  suivant  //  seulement;  et  on  auroit 
un  résultat  analogue  à  celui  de  L'article  6iyi. 

Je  me- contente  d'indiquer  tons  ces. calculs,  qui 
sont,  [jour  la  plupart,  forl  longs,  sans  être  dilii- 
ciles,'  et  qu'on  abrégera  (  si  on  est  tenté  de  les 
entreprendre  )  ,  en  substituant  dans  chaque  cas 
particulier ,  à  la  place  des  grandeurs  connues,  leurs 
valeurs  numériques. 

Ajoutons  que  dans  la  pratique,  au  lieu  de  cher- 
cher par  ces  méthodes  générales  ,  les  dimensions 
et  la  vitesse  les  plus  avantageuses  de  l'aube,  il 
vaudra  mieux  comparer  ensemble  les  effets  de  deux 
aubes,  telles  que  mnop,  efgh,  correspondantes 
aux  deux  pertuis  MNOP,  EFGH;  et  choisir 
celle  qui,  pour  une  quantité  donnée  d'eau ,  ou  pour' 
une  hauteur  donnée  d'eau  dans  le  réservoir,  pro- 
cure le  "plus  grand  effet.  Ce  tâtonnement  ne  sera 
jamais  fort  long}  et  on  en  tirera  des  rciUllaU  snf-j 


5o8 
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iisammenl  exacts  dans  la  pratique  :  car  on  sait  qu'a  ms- 
quantité,  qui  doit  être  un  maximum  ou  \mminimumr 
jouit  physiquement  delà  même  prérogative,  sur  une 
certaine  étendue ,  en  deçà  et  au  dc-là  de  sa  limité 


Continuation  du  même  sujet  ;  des  roues  ver- 
ticales mues  par  le  choc  de  Veau,  en  ayant 
.égard  aux  différentes  impulsions  de  l'eau 
contre  les  aubes  réellement  choquées. 


3g?-JA  ODS  avons  réduit  dans  le  chapitre  précé- 
dent, les  effets  des  impulsions  de  l'eau  contre  les 
aubes  d'une  roue,  au  seul  effet  d'une  aube,  qui 
seroit  choquée  perpendiculairement  par  le  lluide. 
Celte  transformation ,  qui  simplifie  le  calcul ,  est 
permise  quand  la  roue  est  en  repos  à  l'instant  du 
choc.  Mai.  elle  ne  l'est  pas,  du  moins  en  vigueur, 
quand  la  roue  tourne  déjà  par  une  vitesse  acquise , 
au  moment  qu'elle  reçoit  le  coup  du  lluide.  11  faut 
alors, pour  obtenir  celle  généralité  si  précieuse  aux 
Géomètres,  déterminer  toules  les  impulsions,  à 
raison  des  différentes  obliquités  des  chocs.  Ce  pro- 
blème qui  est  résolu  dans  mon  Mémoire  dé  170g, 
trouve  ici  sa  vériUble  place.  Commençons  par  éta- 


mathématique. 
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blir  les  élémens  qui  doivent  servir  de  base  ;ï  mes 
calculs. 

398.  Soil  SBDK  (Fig.  Go}  la  circonférence 
extérieure  d'une  roue ,  plongée  dans  un  courant 
horizontal  XYTZ,  dont  tous  les  pointa  se  meu- 
vent suivant  des  directions  parallèles  entre  elles ,  et 
avec  une  même  vitesse  uniforme.  Que  celle  roue 
porte  un  nombre  quelconque  d'aubes  Er,  Ff,  Gg, 
IJh,  etc.,  dirigées  au  centre  C.  Ayant  abaissé  la 
droite  CI,  verticale,  ou  perpendiculaire  à  la  sur- 
face X  y  du  fluide  ;  soient  menées  parallèlement 
à  la  -même  surface  les  droites  E  1 ,  Fi,  G'Ô, 
H!i,  etc.  fl  esl  clair  qu'en  allant  de  o*vers  B, 
les  dernières  aubes  sont  couvertes  et  garanties  en 
partie  du  choc  de  l'eati ,  parles  précédentes.  J'aurai 
simplement  égard  à  l'impulsion  du  iluide,  contre 
les  parties  E  f,  Ff,  G  etc. ,  des  aubes  ;  et 
je  supposerai  que  les  parties  f f,  f  g' ,  etc. 
n'éprouvent'  aucun  clioc,  ou  du  moins ,  je  négli- 
gerai un  tel  choc ,  en  cas  qu'il  existe  réellement. 
Cette  manière  d'envisager  l'action  du  fluide  me 
paroit  exacte,  ou  du  moins,  très-admissihlc  dans 
un  problème  physico-mathématique,  tel  que  celui- 
ci,  qui  participe  nécessairement  à  la  disette  où 
l'on  est  encore  d'une  méthode  rigoureuse ,  pour 
résoudre  en  général  le  problème  de  la  percussion 
des  fluides.  En  effet  f 

1°.  Dans  les  roues  placées  sur  les  rivières,  il 
est  évident  que  le  fluide,  après  avoir  frappé  les 
parties  E  f,  Ff,  G  V»  ,  etc.  se  réfléchit ,  glisse 
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]),ir  les  colés  ei  se  mêle  avec  le  fluide  environnant. 
Il  no  lui  reslt-  donc,  daiM  le  sens  du  courant ,  qu'une 
Vitesse  fort  petite,  laquelle  ne  penl  par  conséquent 
produire  qu'un  clioc  insensible.  Je  conviens  que, 
si  les  intervalles  des  aubes  ploient  très-considera- 
bles,  le  fiuidc  pourroit  acquérir  de  nouveau  ,  dans 
■  l'intervalle  de  deux  ailes,  une  vitesse  capable  de 
donner  une  impulsion  sensible  à  l'aube  antécé- 
dente; mais  ce  cas  n'a  pas  lieu  dans  la  pratique, 
sur-tout  quand  on  a  besoin  de  donner  (comme  il 
convient  de  le  faille)  au  moins  huit  à  dix  aubes 
à  la  roue. 

1°.  Quant  aux  roues  plongées  dans  des  cour- 
siers, le  fluide,  après  avoir  choqué  ies  parties  Ef^, 
F  P^>  G  /^"i  etc.  n'a  pus  loul-à-fait  la  même  li- 
berté de  .se  dégager  des  aubes,  que  dans  le  pre- 
mier cas;  mais  il  trouve  néanmoins  à  s'échapper^ 
il  glisse  eu  partie  sur  les  ailes;  l'antre  partie  sort 
par  les  vides  qui  se  trouvent  entre  l'aube  et  le 
coursier,  et  par  le  vide  que  deux  aubes  continués 
laissent  au  fond,  lorsque  la  droite  qui  divise  en 
deux  parties  égales  l'angle  formé  pur  les  deux  aubes, 
est  placée  dans  la  verticale.  L'impulsion  contre  les 
parties  E  f  r,  F  Z1"',  G  etc.  est  donc  incompa- 
rablement plus  sensible  que  le  choc  (supposé  qu'il 
existe  en  effet),  contre  les  parties  ^etc. 
ou  que  la  pression  soufferte  par  ces  mêmes  par- 
ties, en  vertu  de  la  hauteur. 

399.  Problème  I.  Déterminer  la  somme  des  mo- 
tnens  d'inipulsiuiLs  du  Jluidc ,  contre  toutes  les 
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parties  des  aubes,  qui  reçoivent  à  la  fois  ces  im- 
pulsions, la  roue  étant  supposée  tourner  par  une 
vitesse  acquise,  à  l'instant  du  choc  ? 

I.  Soit  M  m  un  élément  quelconque  de  la  par- 
tie E  Vfa  la  première  aube  choquée.  Du  point  S 
oii  la  circonférence  SU  DK  rencontre  la  surface 
du  fluide,  soit  mené  le  rayen  S  C.  Que  les  droites 
infiniment  petites  Jil  x,  M  y  représentent  respec- 
tivement les  espaces  parcourus  en  un  instant,  par 
le  fluide  el  par  le  point  M  de  l'aube.  Je  décom- 
pose la  vitesse  Mx  en  deux  autres  $1  yt  Mz  : 
Il  est  évident  que  le  fluide  n'agit  sur  l'élcmc'nl  Mm 
qu'en  vertu  de  la  seconde  vitesse  M z.  Soit  pro- 
longée jusqu'en  n  la  droile  x"z  qui  sera  évidem- 
ment perpendiculaire  à  £/v.  T)ans  les  calculs  des 
moment,  cherchés,  nous  fixons  abstraction  de  la 
largeur  de  chaque  aube,  parce  que  cette  largeur 
est  un  facteur  constant  ,  dont  on  pourra  ensuite 
allécler  tous  les  termes  des  formules. 

f  le  rayon  extérieur  C  II  de  la  roue  

I    le  sinus  loiill  

S  l'angle  constant  SCI.  

E  l'angle  variable  ECT...;  

1  l'ungle  constant  compris  entre  deux 

Soient  J  aubes  voisines  

j  la  vitesse  du  fluide  :  

j  la  vilesîc  uniforme  de  la  circonférence 

I  .SB  D  K  

F  EM  

L  le  coefficient  tic  la  percussion  


=  P  , 

=  7  - 
—  V, 


.  l'impulsion  per- 
pendiculaire du  fluide  contre  l'élémenl  Mm,  qui 
est  n  X  M  m  X  (  M  s  )'  X  (  sin.  «  ili  n  )3 ,  de-: 

viendra   -  ^  -  ;  et  si 

l'on  nomme  dJU  le  moment  de  celle  impulsion 
élémentaire ,  on  aura 

(A)  ,lM=n,l.,[r  ïlî=£l_].x 

(  cos.  p  )*.  (a  —  ^  ). 
II.  On  voit  que  celte  équation  s'inlègre  sans  au- 
cune difficulté.  Mais  avant  que  de  faire  celle  opéva- 


au  lieu  d'ëlre  positive  étoit  négative ,  ce  seroil  l'aile 
qui  pousseroit  le  fluide  au  lieu  d'en  être  poussée. 
Cependant  comme  le  quarré  de  l'une  et  l'autre 
expression  est  toujours  le  même ,  on  ne  pourroit 
pas  discerner  lequel  des  deux  cas  a  lieu  ,  si  l'on  in- 
légroi!  à  l'ordinaire.  Voici  done  ce  qu'il  faut  faire 
en  général.  On  examinera  ce  que  devient  la  quan- 

lifc  fS—  JiLlTlfl  lorsque  x  =  E  V  =  C E 
a  cos.  p     '  1 

.     „  rr  Ct  a  eus.  m 

—         =  a  ~  — — —  =  a  —   ,  et 

cos,  p  cos.  p 

lorsque 
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lorsque  x  ==  o.  Cela  posé,  ]°.  si' la  quantité  en 
question  est  positive  dans  les  deux  cas,  le  .fluide 
pousse  l'aile  dans  tonte  l'étendue  f^.E ,  él  le  cal- 
cul se  fait  comme  nous  le  verrous  tout-à  l'heure; 
2°.  si  celle  quantité  esl  négative  dans  les  deux  cas, 
l'aile  pousse  le  fluide  dans  (ou te  l'étendue  f  F, , 
et  le  calcul  se  l'ait  encore  de  la  même  manière} 
3°.  si  la  même  quantité  est  positive  dans  le  pre- 
mier cas,  et  négative  dans  le  second,  une  partie 
VR  de  l'aile  est  poussée  par  le  fluide,  tandis 
qu'au  contraire  l'autre  partie  R  F.  de  L'aile  pousse 
le  fluide.  Alors  on  déterminera  le  moment  M  de 
■manière   que  l'intégrale  s'évanouisse  lorsque  y 

u(a  —  .t)  -  an — Vaem.p 

 1  -■  =o,  ou  lorsque  x^- — ■  .  

a  cos.  p  " 
■et  qu'elle  reçoive  sa  valeur  complète,  lorsque  x 

=  F, y  =  a —  °8*         Soit  nommée  G  cello 

cos.  p 

intégrale  qui  exprime  le  moment  de  l'impulsion 
de  l'eau  contre  R.  On  déterminera  encore  Al 
de  manière  que  l'intégrale  s'évanouisse ,  lorsque 
*'=  °i  ^reçoive  sa  valeur  complète,  lorsque 

x  '=■  ER  =  — —         "  c?-'~£~ .  Soit  nommée  f£ 

cette  intégrale  qui  exprime  le  moment  de  l'im- 
pulsion de  la  partie  R  E  de  l'aile  contre  le  fluide. 
Il  est  clair  que  G  —  //,  ou  H  —  G  représentera 
le  moment  de  la  force  résultante  qui  pousse  l'aile 
ou  le  fluide. 

Je  n'ai  pas  besoin  d'ajouter  que  si  la  quantité 
•     Tome  I.  Kk 
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^-  iL"-"'1  \-  est  positive  en  E,  elle  le  sera, 

à  plus  forte  raison  en  f^,  et  dans  Loule  l'étendue 

s  ri 

H  est  évident  que  le  procédé  du  calcul  est  le 
môme  dans  les  trois  suppositions  ,-et  qu'il  s'agit 
toujours  de  prendre  une  somme  ou  une  différence 
de  momens  d'impulsion.  Je  n'examinerai  ici  que  la 
première,  parce  que  dans  la  pratique,  il  convient 
que  le  fluide  pousse  l'aube  sur  loule  l'étendue  de 
la  partie  qu'elle  trempe  dans  l'eau.  Or  cela  arri- 
vera ,  si  l'on  a  seulement  f-rcos.  p  ~  ti,  ou  cos.jj 

„  ,  V 

~  ——.  Soit,  par  exemple,  u  —  — ^ — on  aura 

Cos./)  =  7  j  et  par  conséquent  l'angle  p  =  70  j  de- 
grés. Il  faut  donc  alors  que-la  quantité,  dont  l'aube 
trempe  dans  l'eau,  suivant  la  verticale,  soit  moindre 
que  les  deux  tiers  du  rayon.  L'enfoncement  des 
roues  qui  trempent  dans  des  coursiers,  est  toujours 
très-petit  par  rapport  au  rayon.  Dans  les  roues  pla- 
cées sur  des  rivières,  renfoncement  n'atteint  pas  , 
à  beaucoup  près,  la  limite  qu'on,  vient  d'in- 
diquer. Ainsi ,  mon  calcul  aura  louteWi  généra- 
lité dont  nous  avons  besoin.  Il  est  clair  que  la 
quantité  y  — — — ~— r  étant  ainsi  supposée  po- 
sitive, les  quantités  V  ~^^\p  ~~q  j    1  ^ — 

«cm-TÎ^»?)     '  ^  a  coS;  {p  —  3  ,j)      '  e'C'* 

seront  positives  à  plus  forte  raison. 


C  II  A  P  I  T  II  E     X  V.  5l5 
III.  Eu  inférant  l'cqunlion  (A)  de  manière 
que  l'intégrale  s'évanouisse,  lorsque  x  =  O ,  et 
qu'elle  reçoive  sa  valeur  complète ,  lorsque  x  = 

JE  V  '=  a  l^H^t —  j  01)  trouvera 

C03.  f 

M_  (....,-  îiîlf^L  x 

Nous  ferons,  pour  abréger,  n  o1  P**  =  JV, 
1/  =  i  y~y  h  élant  un  coefficient  donné  ;  en  sorte 

que  jK  =      [   îgî-  X 

I_Y-  En  nommant  JiV  le  moment  de  l'impulsion 
de  l'eau  contre  la  partie  Fy<  de  î'aile  .  iiivanie,  on 
trouvera  toujours  par  la  même  méthode, 

mi = n  F  ""■  <~p-,ir  lL 

L  a  .S 

.x(co,(p-f)-^-F)  +  ^_ 

De  même,  en  nommant  M» ,  Al"!,  etc.,  M X 
respectivement,  les  momens  des  impulsions  contre 

jVrris  simplement  cos.  p* ,  cos.  m* ,  etc.  pour  abréger  si  pour 
ivùer  ia  multiplicité  des  purentlitaes 
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les  parties  G/^",  H ï~w,  etc.,  cl  contre  une  parti* 

indéterminée ,  un  aura  les  équations, 

Mti  =  N  [—  '  -  ~  ""■  (P-iY 

_4-'(co,(P-,y)-^=^) 


4  ....(,,-3.;)'  7J- 


-4(»^'?>:4^'f) 

lr  nombre  entier  S  +  1  exprimant  le  nombre  des 
ailes  choquées.  " 

V.  Donc ,  si  pour  abréger  l'expression ,  on 
prend , 

M~\-  jff  +  31'"  -+-  .  ■  -+-  M  a. 

JtE=  N  " 

et  qu'on  efface  les  termes  qui  se  détruisent,  on  aura 
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<„,.  (,.-..,  f- ....  , 

a 

iCOs.  n  cos^w  . 
r               coa.  p*  1 
-+-bos„(j>— y)  iqj  — ~    ~  I 
+r-o-»»> — -4 
+cra.(i,_i?)_j3fLfc"-';:] 
cos.  {/1 —  j,(  .  ^ 


».(,-.,,• 
(/>-aïj' 

t.(/i  —  3y)« 


formule  qui  donne  pour  un  instant  le  moment  total 
tic  l'impulsion  de.  l'eau,  quel  que  soit  le  nombre 
tles  ailes.  H  est  clair  que  S  varie,,  à  mesure  que 
(  tou  t  restant  d'ailleurs  le  mcni^  )  l'angle  p  varie,  ou 
que  la  roue  en  tournant,  prend,  différentes  positions, 

*  VI.  Qu'outre  le>  dénominations  précédentes  j  on 
K  k  iij 
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appelle  encore  n  le  poids  variable  auquel  le  clioc 
dé  l'eau  peut  faire  équilibre  à  chaque  instant  $  c  son 
bras  de  levier  ;  d  t  l'élément  du  temps  ;  dy  le  pelit 
art  décrit,  pendant  l'instant  cit.  par  un  point  de  la 
circonférence  SB  D K  :  on  aura,  n  x  c  =  N.S7 


elnxc  x  dt  =  N.  Sût.  Mais  di- 


 1^.  ;  (  j'écris  —  dp,  parce  que  t  augmentant, 

p  diminue).  On  aura  3onc,n  XfX(//— -• —  — — , 
et  c  Jn  dt  —  -f"— —  J  —S  dp. 

VII.  Ayant  substitué  à  la  place  de  S  .sa  valeur 
trouvée  (  N°.  V  ),  on  aura  dans  le  second  membre 
de  l'équation  différentes  .sortes  de  fermer..  Je  mets  à 
part  dans  1rs  calculs  suivant),  les  coefliciens  cons- 
tans.  D'abord  le  terme  dp  [cos.  {p  —  *</Y — cos.  ni1] 
s'inlêj;re  facilement;  car  il  devient 

—  —  H  f/Pf"s-(i,"  — — dp  cos.  m1,  dont 

l'intégrale  est 

-,-    lkfa-'''    -p  co».  «■>. 
a  -1  ' 

L'intégrale  de  dp  cas.  p  est  sin.  p;  celle  de  dp 

.   co?.  (  p  —  y  )  est  sin,  (p  —  ij  );  celle  de  rf^»  cos.  (/j — 

2  y  )e.st  sin.  (p  —  2  (/)■  Ainsi- de  .suite  pour  les  termes 

de  celle  espèce. 

La  seule  difficulté  est  d'intégrer 4cs  termes 

JPeo*-   t/pr.a*.ps        ■  dpco».  (p  —  i/Y 

cos.p-      '     cos  (/)—  y)'   '  —  a  y)» 
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'                      rf/i  ros. /;i4           <//>  cos.  p* 
ainsi  que.  les  termes — ■  ;  .  ;  -.— , 

C03.p  ^.(p  —  .j)* 

— L — jAJL — etc.  Voici  la  manière  de  faire  ces 

COS.  (p  —  2  y)1 

intégrations. 

i\ Il  est  aisé  d'intégrer car  en  faisant 

COS./.1 

t                     dp                      z  d  r 
cos  p  =   ,  on  a  —  =  y-,  — , 

dont  l'intégrale  est  J/(  zz  —  i  )  = 

3°.  Pour  intégrer  ~c~~'^~^jr?  on  observera  que 
•    cos. p  =  cos.  [(/;  —  ?)  +  y]  =  eos.(/> —  y). cos.  y 
— sin.  (/»  —  q ) .  sin.  y ,  et  par  conséquent  — ^~?"5~*-— 
T=dp  cos.  (  p  —  y  )  cos.  y5  —  3  rf/)  sin.  (yj . —  y  J 

sin.   7  .  cos.  o1  -1  -  -V—    '      —  i_ 

CM.  (y.  — y) 

eus.  (y.  —  y)-  *  \l  11 

—  3  sj£  q  .  cos.  q1  .dp  sin.  (p  —  y)  +  3  sin.  y3 
■  cos.  q  .  -^-^  ■^ZZÏP)  ^  H'n'  ?*  cos"  ?  "       cos*  £  P 

(p  — q).Or,f  dp  cos.  (  p~q  )=sm.(p  —  q)\ 
j'dp  sin.  (/»  —  y  )  =  —  cos.  (yj  —  q  ).  Le  terme 

rf/>  1 

"*w"p'^77  s^nt^ii?:e en  raiso.nL cos.  [_p — q)  —  ~y 
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-'(-4-) 

ce  qui  donne  : 


dont  l'intégrale  est  L.  [  «  -f-      (  *  *  —  i  )  ] 
V       coa.  (/.  — ?J  / 


gin.      —  g) 


est  la  mcme'ciiosc 


nue   'l/>  ;  el  il  a  par  conséquent 

1  co».(/>  — y)' 

pour  intégrale  — ~;  ?  j       Ainsi  l'inl,iS™'e 


»•  i>>  — su" 

H-  3  .sin.  q  cos.  ça'cos.  (j?  - —  (/  )  +  3  sîn.  y1  co*.  ç 

\    c»s- 1 P  —  1  )  ■  / 

—  q)  c-/(f  —  7)  S'n'  fjTl  C0S'  ^  ~~  ? 

lie  même  ,  en  observant  que  cos.  ( p  ~»?  )  = 
cos.  [{p  —  a  y  )  H~  q  ] =  cos.  (  p  —  2  ^  cos.  7 

—  sin.  —  29)  sin.  q,  on  trouvera  que  l'inté- 
grale (le  —~J~~ ei{  COS-  ?3  S"1'  tj3  2  ?) 

H-  3  sin.  q  cos.  ya  cos.  (77  —  1  q  )  +  3  sin.  y* 

_    /  1  4-  sîn.  f  »  ■ —  2  7  )  \        „  . 
cos.  q  .  L.  -~  -—  )  —  ù  sin.  ç1  cos.  7 

sin.   —  •-  — sia.y3.cos.(D— a?)- 
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On  intégrera  par  la  même  mcthodcCs  quantités 

,  dpcos.ip  —  lof       dp  cos.  Ip —  'inf 

analogues         ,       .,  \   ,         ,  .— r-,ctc. 
3°.  Pour  integrer»-— — —-j — ,  on  fera  cos.  = 


dont  l'intégrale  esta 


4°.  Pour  intégrer  ——LC         on  observera, 


'.  (oul-à- l'heure,  que  cos. p  =  cos.  [ (p —  y) 
4- y  ]  =  cos.  (p  —  y  y  cos.  y  — sin.  (p  —  y),  sin.  y; 


-  4  cos.  ,!  sin.  ,  X  jE™ji£TjL  +  c  cos.  ?, 


'■(.p-î) 


  4  COS. 


X   ^si"-^-XÎl-4-sin .y*  X  j£^d£=MJL 


=  (£/>  (  cos.  y4  —  6  cos.  y*  sin.  y1  4-  sin.  y4  ) 
(4 cos.  y5  sin.  y* — 4  cos.  y  sin. y3)  > 
4~  (6  cos.  y1  sin.  y5  —  i  sin.  y1)  X 


—  4  cos.  y  sin.  y3  X   ?  "+"  sin.  0,' 


tJ>  — ?)* 

X  ;  ~ ,  Les  différons  termes  de  cette 

quantité  s'intègrent  par  des  mélliûdes  et  des  irans- 
formations  analogues  aux  précédenttes.j  et  ou  trouva 
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que-l'intégnue  en  lier e  de  esl  p  (  cos.  o* 

—  6  cos.  q"1  sin.  y1  4-  sin.  y4  )  H-  (  4  cos.  y5  sîn.  q  — 

4  cos.  y  .sin.  y3  ) .  L.  cos.  (  p  —  g  )  +  (  6  cos.  y3 

sin.  y3  — sin.  y:')  ^  ,-   -  ■  ■ 

1  >         cos.  (/>  —  q)  eus.  SJ* 

-  ,i  '  ""Y"°-(p-?)'  ■ 

B  «il  (,,-,')■  ' 

M».  (  p  -  q  f  . 


Enfin  les  quantités  — 

cos.  (  /»  —  a  y  )* 

— "T 3  fi—  ,  elc.  s'intégreront  de  la  même 

manière.  * 

VIII.  Tons  ces  calculs  élaut  achevés,  et  prenant 
Pintégrale  f  —  S  dp  de  manière  qu'elle  s'évanouisse 
lorsque/)  —  m, cl  reçoive  sa  valeur  complète  lorsque 
p=m—q,  on  trouvera  différentes  suites  de  termes, 
telles  que  d'une  suite  à  l'autre  les  termes  se  détruisent 
en  partie.  Après  avoir  donc  effacé  tous  ces  termes, 

l'équation  cf  n  dt  =  ~~~~f  —  &dp  devient, 
[  B  )  -c  ■/  n  d  t  =  ~-  [  (  J  -  .4^1)  ?  4-  £ 

[sin.  (2m  —  2  0  ij  )  —  sin.  (a  m-r       +  ' )?)] 

a  £  cos.  ire5     /  ain.  m  sin.  {m  —  l)  \  3 * 

4  3  -  C03,  (m_î)  J  ~  — 

[sin.  m  — sin.  {m  —  (fl-4-  1  ) y )]  H  —  (  cos.  y5 

—  Ï5sin.  q-1  cos.  y)  [sin.  (m  —  q)  —  sin.  (  m  —  (9 

-f  1  )  q ) ] H — ~~  ( 3  sin.  7  cos.  y'  —  sin.  q'3 )  [ cos. 
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(m_?)_cûs.(m_(a  +  l)?)] — 

(  ,-  ■  p  r)  +  2 

\cos,(m  —  q)         coa.[m  — (8  +  l.9]  J 

«A*  n  v  T'    f  [■  +  sin.(m-,/)]CQ5.(m-(e  +  1)?)  \ 

H  ~  [  fl  +ti  —  fl  (  sin.     4-  cos.     —  6  cos.  y1 

.  .,  cos.  m*      /    sin.  m  sin.  m' 

am.  y)  ]  j  —  +  -r™^r 

_    *•(■—«)■   \  _  t,  (  cos.  i 

sin.  ;  —  cos.  t  sin.v/  ).  L.  —^±i^ZSL— 

-  (  6  cos.  ?-  sin.  ?>  -  sin.  ?<  )  - 
^  („-(.  +  ,),,)  f  ....  ,  .in. 

'-(-('  +  ■)!)  •        »  ■ 

x  (i^i^7jj-    T...(m-(e+,^)  rr- 

*  V,  en.  (»—,)•        co..[»>-(l  +  i)!jI  /J 

IX.  Dans  cette  formule ,  y n  </  <  représente  le 
pouls  auquel  le  choc  de  l'eau  peut  faire  équilibre 
pendant  le  temps  t  que  la  roue  emploie  à  parcourir 


plement  un  poids ,  et  considérons  que  t  ==  -  ^ .. 

De  plus,  imaginons  qu'au  moment  où  la  première 
aile  lie  entre  dans  l'eau ,  l'aile  siB  soit  platée  dan» 
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la  verticale;  ce  qui  donne  m  =  (A  -H-  i  )  g.  En  dm-  • 
sanl  le  premier  membre  de  l'équation  (lï)  par  /,  le 
second  par  — --,  et'faisant  m  =  (S  +  1  )  y,-  on 
trouvera  l'équation, 

,        (Q-x.-i[(i  i^l)î+±^- 

aicoa.m*      /    gin,  m  sin.  {m —  \ 

+  — i —  (rws-  -^r^-Trj 

aisin.ni  ai 
—  *  (  ~ —  (  cos.  y3  —  3  sin.  y1  cos.  y  )  ■ 

sin.  (  m  —  y  )  +  C  3  s*n-.  7  cos'  7?  —  s'n-  2"'  ) 
r         ,  .  n         aism.r/[l  — cos.(m —  n)] 

t  cos.  (  n  -  y  )  - 1  ]  j^__v__m. 

-h  2  *  sin.  y*  cos.  y  .  L.  -^±!^i^=^L  +  ±L  x 
cos.  [m  — 3]  4  -. 

■  [fl.-t-  1  — 9  (  siû.  y'  -j-  cos.  y4  —  6  cos.  y3  sin.  y1)] 

-  ^i^^^in.  -  +_  jin^  ^j  — 71 

4         \  eus.  /n         .i  cos.  m5  cos.  [m  —  q  ] 

-^[«lyp   )-*'  X(coS.y3sin.g-c0s.g' 

sin.y3).L.  cos.  (m — g)  ~  (6  cos.  y1  sin.  y1  — 

ri„.?t)Jh£=4  +  i-»tii.Y~[.^,f 
«»»■!«—/]  [«—  «]• 

i*  »in.  y*  ain.  [  m  —  7]s  ~| 

»*!.[.-,]'      '  J" 

rolluire.  Pour  faire  une  application  fort 
Bimple  de  celle  formule  ,  supposons  que  la  roue 
tourne  avec  une  vitesse  qu'on  puisse  regarder  contt 
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me  infiniment  petite  par  rapport  à  celle  du  fluide. 
On  aura  en  conséquence  &  —  0 ,  et  l'équation  (C) 
deviendra 

r  ,  cos.  m'     ~|  iVsin.  i  q 

L; — — J  + — »,  ■ 

Donc  si  l'on  veut  que  le  moment  de  l'impulsion 
de  l'eau  soit  un  maximum',  on  aura,'  en  faisant 
Varier  q  seulement ,  1  q  d  q  cùs,  2  q  —  d  q  sin. 
rq  =  o,  ou  bien,  iq]/[  1.—  (sin  2  y)1]  —  sin. 
1  q  =  o;  équation  à  laquelle  on  satisfait  en  .suppo- 
sant q  =  o.  D'uù  il  suit  que  le  nombre  des  aubes 
doit  être  infini,  comme  on  l'a  trouvé  dans  l'arti- 
cle 388. 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  celte  conclusion 
ne  doit  pas  élje  admise  en  rigueur.  L'expérience 
fuit  voir  qu'après  avoir  augmenté  le  nombre  des 
aubes  josqu'à  un  certain  point,  on  ne  gagne  pins 
guère,  à  l'augmenter  davantage;  f  ans  cumuler  les 
autres  inconvéniens  qu'un  trop  grand  nombre  d'au- 
bes peut  occasionner. 

<ioi.  Remarque.  I.  II  n'est  pas  facile  de  trouver 
directement,  par  notre  formule  générale,  ie  nom- 
bre lu  plus  avantageux  d'aubes  pour  une  roue  qui 
tourne  avec  une  vitesse  finie  et  comparable  à  celle 
du  fluide,  parce  que  l'équation  du  maximum  est 
ëxlrèment  composée  et  presque  intraitable  ;  mais 
on  peut  parvenir  au  même  but  d'une  manière  in- 
directe ,  qui  consiste  à  cliereber ,  par  ta  même  for- 
nyile  ,  les  raomena  d'impulsion  pour  difterens  nom- 
bres d'aubes,  et  à  choisir  parmi  tous  ces  nombres 
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celui  qiu  donne  le  «lus  grand  moment.  On  sent  par 
l'analogie  des  choses  et  par  la  Soi  de  continuité,  qu'à 
7iicsurc  que  la  roue  tourne  plus  lentement,  il  lui  faut 
un  plus- grand  nombre  d'aubes. 

4o2.  Remarque  II.  Avant  que  de  fixer  dans  la 
prntiquc  le-nombre  des  aubes  d'une  roue,  il  faut 
faire  encore  une  observation  essentielle.  Les  aubes 
si  B ,  Oo ,  Pp,  Ç>y,etc. ,  quisont  placées  en-delà 
de  la  verticale  C/J  tendent  à  pousser  le  fluide,  qui 
a  perdu  par  le  choc  une  partie  considérable  de  la 
vitesse  qu'il  avoil  au-devanl  de  la  roue.  Par  consé- 
quent, s'il  ne  lui  reste  plus  assez  de  vitesse  pour  so 
soustraire  au  choc  des  aubes  dont  on  vient  de  par- 
ler, il  eu  résultera  une  perte  de  mouvement  dans 
la  machine.  Le  moment  d'impulsion  des  mêmes  au- 
bes contre  le  fiuidc ,  est  exprimé  par  une  quantité 
analogue  à  celle  des  N.01  VIII  et  IX  de  l'article  3gg. 
On  voit  donc  que  dans  ce  cas  les  mêmes  moyens 
qui  augmenlent  le  moment  d'impulsion  du  fluide 
antérieur  à  la  roue,  augmentent  la  résistance  du 
fluide  postérieur.  Alors  il  ne  faut  pas  trop  multiplier 
le  nombre  des  aubes.  C'est  ce  qu'on  pratique  avec 
raison  dans  les  roues  placées  sur  des  rivières.  Sou- 
vent nui  me  on  diminue  trop  le  nombre  des  aubes. 
LeS  ryues  qui  se  meuvent  dans  des  coursiers  de- 
mandent un  assez  grand  nombre  d'aubes,  principa- 
lement lorsqu'on  a  l'attention  ,  comme  cela  se  pra- 
tique d'ordinaire  ,  de  donner  un  peu  cn-delà  de  la 
verlicale  CI  une  chute  à  l'eau  pour  lui  faciliter  fe 
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moyen  de  s'échapper,' et  de  ne  point  gêner  le  mou- 
vement de  la  roue. 

4o3.  Problème  'H.  Etanl  donné  le  nombre  des 
aubes  de  la  roue,  trouver  la  vitesse  u  avec  laquelle 
la  circonférence  SliDK  doit  tourner,  pour  que 
l'effet  de  la  machine  soit  un  maximum  ? 

Ayant  multiplié  le  premier  membre  de  l'équation 
(C)  par  i>,  viles.se  du  fardeau  rtqui,  par  sa  (pian-' 
tilé  de  mouvement  représente  l'effet  de  la  machine  ; 
et  le  second  par  quantité  égale  à  c,  et  de 

plus  ayant  chassé  £"par  le  moyen  de  sa  valeur  ~; 
on  aura  une  équation  de  cette  forme  , 

W ,  B ,  C  étant  des  coéfficienstconslans  et  donnés, 
mais  qui  sont  différens,  selon  que  le  nombre  des 
aubes  est  plus  ou  moins  grand.  Doue  pour  (pic  l'ef> 
i'et  de  la  machine  devienne  un  maximum  ,  il  faut 
que  l'on  ait 

^idii->r-2Budu-\-'5Cu'>du~o;  . 
et  par  conséquent, 

—  ii  ±  \S  (  R'  —  3  A  .  C  ) 
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CHAPITRE  XVI. 

Des  Roues  horizontales  mues  par  le  choc 
de  Veau.  . 

4û4.  Si  dans  les  deux  chapitres  précédons,  au  lieu 
de  regarder  la  roue  comme  verticale,  on  supposent 
qu'elle  fût  horizontale  cl  conduite  par  un  courant 
horizontal  qui  pût  frapper  librement  ses  aubes  d'un 
seul  côté  du  centre ,  les  résultais  aeroient  toujours 
les  mêmes,  mais  on  .sent  qu'une  telle  disposition  a 
plusieurs  inconvéniens  qui  ne  permettent  guère  de 
l'employer-  Ordinairement  la  roue  ,  toujours  sup- 
posée horizontale  ,  «est  conduite  par  un  courant 
incliné,  qui  tombant  d'une  certaine  hauteur ,  vient 
frapper  .successivement  ses  aubes;  et  pour  que  le 
choc  se  lasse  avec  avantage,  les  aubes,  en  même 
temps  qu'elles  .sont  dirigées  au  centre  de  la  roue, 
ont  une  certaine  inclinaison  par  rapport  à  son  plan. 
Telle  est  la  roue  BHKL(Fig.  Gi  ),  dont  le  plan  est 
horizontal ,  et  l'arbre  CD  est  par  conséquent  verti- 
cal. Chaque  aube  00,  dirigée  au'  centre  C,  est  in- 
clinée à  l'horizon,  et  reçoit  le  choc  d'un  courant 
d'eau  PQM ,  au  moment  que  sa  ligne  du  milieu 
^4  B  se  trouve  dans  là  perpendiculaire  C  Q  menée 
du  centre  Cii  la  direction  P  Q  du  courant.  Les  deux 
angles  P  Q  e ,  P  Q/"  sont  les  angles  de  suite,  for- 
més parle  plan  de  l'aile  00 Avec  la  direction  du 
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fluide.  Le  poids  n  attaché  à  l'extrémité  d'une  corde 
qui  va  s'envelopper  autour  de  l'arbre  CD,  repré- 
sente ,  par  sa  quantité  de  mouvement  ascensionnel, 
l'effet  de  la  machine. 

Je  considérerai  toujours,  pour,  abréger  les  cal- 
culs, chaque  aube  comme  un  petit  rectangle  dont 
tous  les  points  peuvent  être  censés  avoir  la  même 
vitesse  de  rotation  que  le  point  Q,  centre  d'impul- 
sion du  fluide. 

405.  On  voit  assez  qu'il  est  à  propos  de  donner  un 
grand  nombre  d'aubes  à  ces  sortes  de  roues,  afin 
que  les  chocs  du  fluide  se  succèdent  les  uns  aux  au- 
tres sans  interruption.  Car  la  pesanteur  du  fardeau 
n  que  la  roue  est  censée  élever,  travaille  continuel- 
lement en  sens  contraire  jet  les  coups  que  cette  force 
donne  doivent  être  contre-balancés  par  ceux  du 
fluide.  Illautévilernéanmoins  de  multiplier  les  aubes 
au  point  de  rendre  la  roue  trop  massive. 

406.  Problême  ï.  Déterminer  en  général  l'effet 
de  la  roue  horizontale  BHKLj  mue  par  le  cou- 
rant P  Q  M  qui  vient  frapper  .ses  aubes  0  0? 

Soient  (Fig.  62  ),  ef  le  plan  de  l'aube  choquée  ; 
P  QM\<k  direction  du  fluide  ;  Q  M  l'expression  de 
sa  vitesse  ;  QF  celle  de  la  vitesse  horizontale  avec 
laquelle  le  point  Q  de  la  roue  ou  de  l'aube  tourne 
uniformément  à  l'instant  du  choc.  Je  décompose  la 
vitesse  Q  M  en  deux  autres  Q  F,  Q  G,  dont  la  pre- 
mière est  la  même  que  celle  du  point  Q  de  la  roue, 
et  doit  être  négligéejla  seconde, la  seule  à  laquelle 
Tome  l.  h  \ 
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il  faille  avoir  égard,  produit  le  même  effet  que  si 
l'aube  ef  étant  en  repos,  le  fluide  la  frappoit  avec 
celle  vitesse  Q  G,  Ainsi, en  nommant  n  le  coefficient 
de  la  percussion  ;  B  la  surface  de  l'aube  choqué  cf; 
R  le  rayon  ou  sinus  loial  ;  la  percussion  qui  résul- 
tera au  point  Ç),  perpendiculairement  à  e  f,  sera 

exprimée  par  — -  X  -  X  -  ^— -      -  -  *  - — - . 

Représenfoiis  celte  force  par  Q  perpendiculaire  à 
e f,  et  décomposons-la  en  deux  autres  forées  QS, 
Q  T,  l'une  horizontale ,  l'autre  verticale  :  il  est  clair 
que  la  force  verticale  Q  Tesl  dclruifc  par  le  p*lan  de 
la  roue  qui  conserve  toujours  la  position  horizon- 
tale; et  que  la  force  horizontale  Q  Scsi  la  seule  qui 
à  chaque  instant  pousse  l'aube  cl  contre-balance  Je 

poids  n.  Or,  Force  Q  S=  Force  QR  X  J!±?^LL. 

Donc,  en  substituant  pour  Force  Q/Î,sa  valeur  que 
7ious  avons  trouvée  ;  et  observant  que  si  l'on  pro- 
longe FQ  vers  Z,  les  deux  angles  R  Q  T,  e  QZ 
sont  égaux  comme  ayant  leurs  cotés  perpendicu- 
laires chacun  à  chacun  ;  le  moment  de  la  force  QS, 
par  rapport  au  centre  C  de  la  roue  (  Fi  g.  6 1  ),  sera 

.  x  b  x  (Qcy-  x  t*°«*H**3!i*22L, 

moment  qui  doit  être  égal  à  celui  n  c  du  poids  Tït 
c  étant  le  bras  de  levier  tic  ce  poids. 

Nommons  a  le  rayon  CQ  de  la  rone;«  sa  vi- 
tesse horizontale  Q  F;  v  la  vitesse  ascensionnelle  du 


ChapztkzXTL  SSi 
poids  n  :  nous  aurons,  en  mettant  pour  c  sa  va- 
leur    aV  , 

_  n  X  n  X(Q  G)1  X  (si".  G  Q  e£  X  (sin.  e  Q  Z)  X  »  _  (A) 

équation  qui  remplit  l'obiet  demandé ,  et  qui  va  nous 
servir  à  plusieurs  usages. 

407.  Problème  II.  La  vitesse  u  de  la  mue  étant  * 
donnée,  de  même  que  celle  du  fluide}  trouver  la 
position  que  l'aube  e  f  doit  avoir,  pour  que  l'effet 
de  la  machine  soit  un  maximum? 

Puisque  dans  le  triangle  FQM  {Fig.  fia)- les  cô-' 
lès  QF,  QMcl  l'angle  comprit»  FQM  sont  don- 
nés, la  vitesse  FM  on  Q  G  est  donnée.  On  connaît 
aussi  l'angle  G  Q  Z  que  fait  G  Q  avec  la  ligne  ho- 
rizontale FQ  Z.  Il  n'y  a  donc  d'indéterminées  dans 
le  second  membre  de  l'équation  (A)  que  (sin.  GQe)1 
et  .sin  e  Q  Z  ;  et  on  voit  que  la  question  est  de  par- 
tager un  angle  donné  GQZ  en  deux  autres  angles 
GQe,  eQZj  tels  qu'en  multipliant  le  quarré  du. 
sinus  de  l'un,  par  le  sinus  de  l'autre,  le  produit 
(sin.  G  Q  e)3  X  (  sin.  e  Q  Z)  soit  un  maximum. 

Soient  le  sinus  total  =  1  ;  l'angle  donné  GQZ 
■  =  m;  l'angle  G  Qe  =  z,  et  par  conséquent, l'an- 
gle e  Q  Z  =  m  —  s.  Nous  aurons  donc,  (  sin.  z)' 
X  sin.  (  m  —  z)  =  maximum  ;  ce  qui  e;>t  un  pro- 
blème réel ,  puisque  cette  expression  o'èvanouil  éga- 
lement, soit  qu'on  fasse  3  =  0,  ou  z~m,  et  qu'en- 
tre ces  deux  limites  elle  a  une  valeur  finie.  Ainsi, 
2  sin,  s  .  cos.  z  X'exn.  (m  —  z) .  dz  —  (.sin.  z)*  .  cos. 

Ll  y 
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(m  —  x  ).  dz  =o.  La  valeur  sin.  =  —  o,  répond  ;ï 
une  espèce  de  minimum.  L'équalioii  du  maximum 
est ,  2  cos.  z  sin.  (m  —  z  )  —  sin.  z  .  cos.  (m  —  a  ) 
=^  o  ;  ou  ,  2  sin.  m ,  (  cos.  z)1  —  2  cos.  m .  sin.  z  . 
co£  z  —  cos.  m  .  sin.  z  .cos.  z  —  sin.  m .  (sin.  z  )* 

d'où  suit 


'  '  COS.   M  J  +  « 

celte  constr  ne  lion. 

Du  point  Q  pour  centre,  avec  le  rayon  arbitraire 
Q  X  pris  pour  l'unité  ou  pour  le  sinus  total,  décri- 
vez la  demi-circonférence  X  YL,  terminée  par  le 
diamètre  XLy  qui  tombe  sur  le  coté  G  Q  de  l'an- 
gle proposé  G  Q  Z  ;  prenez  Q  K.  =  — ;  me- 
nez  para  11  élément  à  l'autre  côté  NZ  de  l'angle  GQZ 
ou  XQY,  la  droite  Kl  ;  tirez  le  rayon  QI,  et  par- 
tagez l'angle  IQ  X  en  deux  parties  égales  par  le 
rayon  Q  jV  :  l'aube  e f  doit  tomber  sur  ce  rayon. 
Car,  si  des  points  Y  et  /  vous  abaissez,  sur  le  dia- 
mètre XLles  perpendicul aires  YE,  III,  vous 
aurez  (à  cause  des  triangles  semblables  Q  E  Y, 
,„n        YE  III  Bïn.  Y  Q  L 

sin.  /Ç  Z. 


cos.  /  Q  Z,  . 


Or,  l'angle  Y  Q  L  étant  le  supplément  de  l'angle 
j'  X  ou  de  l'angle  «i,  on  a  sin.  Y  Q  L  =.  sin. 
m  ;  cos.  Y  Q  L  =  —  cos.  m  ;   -  ?*V.^,^£—  =i 
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et  l'angle  1QL  étant  le  snpplé- 

nl  de  l'angle  IQX  que  je  nomme  yr  on  a 
.  I  Q  L  =  s  in.  y  ;  cos.  I  QL  =  —  COS.  y  ; 
siu.  I  Q  L  —  sin.  y 


QL  i  -fc  cea.  y 

cos.  IQL  

3 

si'it.  n»  sin.  y 

Donc,  on  aura  - — ■ — - —  =^  — ■  ;  et  par 

cos.  m  j  +  cos.  f 

conséquent,  en  faisant  l'angle  z  =  — ,  ouîî  = 


— —  —  ;  ce  qui 

\      cos.  ï:  1 

exprime  la  condition  du  maximum. 

4o8.  Remarque.  Nous  remarquerons  en  passant, 
que  la  même  méthode  peut  servir  à  délerinincr 
l'angle  le  plus  avantageux  que  les  ailes  d'un  mou- 
lin à  vent  doivent  l'aire  avec  l'axe ,  en  considérant 
ces  ailes  comme  des  rectangles  infiniment  élroit-i,. 
posés  obliquement  cl  alternativement  en  sens  con- 
traire tout  autour  de  farine,  de  telle  manière  que 
l'impulsion  horizontale  rlu  vent  puisse  se  décom- 
poser en  deux  forces,  l'une  parallèle  a  l'arbre,  qui 
est  détruite  ;  l'autre-,  située  dans  un  plan  perpen- 
diculaire à  l'arbre,  laquelle  fait  tourner  la  machine. 
Comme  ce  problème  demanderait  de  longues  dis- 
cussions, pour  être  traité  avec  exactitude;  je  ren- 
voie, sur  ce  sujet,  au  Traité  des  Fluxions  de  Ma- 
claurinj  à  celui  des  Fluides  de  d'Alemberl ,  et 
au  tome  V  de  ses  Opusules  Mathématiques  ;  SBI» 

li  iij 
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tout  à  un  excellent  Mémoire  d'Euler  (  ^iead.  de 

Pétersôourg,  an.  i;5  >.  ) 

409.  Problème  HT.  La  vitesse  du  fluide  et  la  po- 
sition de  l'aile  e  f  étant  données  :  trouver  la  vi- 
tesse horizontale  a  que  la  mue  doit  avoir,  pour  que 
l'effet  de  la  machine  soit  un  maximum  ?  ^ 

On  voit  qu'ici  lotit  est  donné  dans  le  second  mem- 
bre de  l'équation  (  A) ,  à  l'exception  des  quantités 
<Q  G,'.sin.  G  ÇV,  et  u.  Il  s'agit  donc  de  l'aire  en 
sorte  que  le  produit  (QG)*  X  (sin.  GQc)*  X  « 
soit  un  maximum. 

Pour  cela,  j'observe  d'abord  que  la  vitesse  QF, 
variable  en  quantité,  conservant  toujours  la  même 
direction,  tous  les  points  G  sont  placés  sur  la  droile 
horizontale  Cm,  qui  rencontre  en  m  le  prolonge- 
ment de  l'aube/ e.  Il  est  clair  que  dans  le  triangle, 
Q  M  m,  tout  est  donné,  puisque  l'on  connoit  le  côté 
QM  qui  exprime  la  vilesse  du  fluide,  et  les  deux 
angles  MQn>,  QMm.  Menons,  du  point  G, la  per-, 
pend  i  cul  aire  G  h  sur  Q  m  ;  et  nommons  1  le  sinus 
total:  on  aura,  sin.  G  Qe=— frz- ■  Donc,  au  lieu 
du  produit  {Q  G)1  X  (sin.  G  Oc}*  X  «,  nous  au- 
rons, {Ghy  X  GM  —  maximum  $  et  comme  la 
ligne  G  h  est  en  rapport  constant  avec  G  m,  il  s'en- 
suit que  [G  h}''  x  G  M  sera  an  maximum,  lorsque 
(Gm)1  X  G  M  en  sera  un.  Or,  pour  que  ce  dernier 
cas  arrive,  il  faut  que  M  G  soit  le  tiers  de  Mm. 
D'où  suit  cette  construction. 

Prenez  sur  la  liync  donnée  Jim  la  partie  M  G 


=  — —  ;  menez  G  Q  et  achevez  le  parallélo- 
gramme QGM  Pile  côté  Q  F  exprime  la  vitesse 
que  le  point  Q  doit  avoir.  Connoissant  cette  vîtc&se, 
on  la  substituera  dans  l'équation  (A),  el  on  aura 
le  plus  grand  effet  n  v  de  la  machine. 

4icï-  Problème  IV.  /m  vitesse  du  courant  étant 
loi/Jours  donnée ,  déterminer  tont-à-ln-Jbis  Vanglts 
que  l'aube  ef  doit  former  avec  le  courant,  et  lit 
vitesse  que  le  point  Q  doit  prendre,  ajin  que  Vejj'tt 
de  la  machine  soit  un  maximum? 

On  voit  par  l'équation  (A)  que  dans  l'hypothèse 
présente,  le  produit  (QG)*  X  («in.  GQe)1  X  (sin. 
e  Q  Z)  X  «,  le  seul  où  il  entre  des  facteurs  varia- 
bles ,  doit  être  un  maximum.  11  faut  donc,  après 
avoir  exprimé  tous  les  facteurs  de  ce  produit  par 
le  moyen  de  l'angle  P  Qf  ni  de  la  vitesse  QF, 
prendre  sa  diffère  ni  ici  le  cri  faisant  varier  ces  deux 
quantités,  et  égaler  séparément  àzéro les  deux.par-r 
lies  de  celle  différentielle. 

i-   La  vitesse  donnée  Q  Mùa  (luiJc   ~  K, 

\  le  sinus  tol.il   =  i  , 

Soient  )  l'angle  donné  P  Q  'A  ou  Q  Mm  ,  que 
I         fait  In  direction  du  courant  avec 

I         l'horisun   —  i  , 

1  l'angle  P  Qf  ou  MQ  e   =  p. 

En  menant  G  g  perpendiculaire  à  Q  Àf~,  on  aura 
Gg  =  u  sin.  I-  ;  M  g  =  u  eos.  h ;  Q  g-  =  K  —  u 
Ll  iv 
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G  a  u  sin  t 

cos.  h  j  sin  M  Q  G  =  ■  -  qq~  —  ■ — — i cos- 

*<?fi=-flr  =  — g"c-— •  Donc''in- 

GQc  =  sin.  (MQm  —  MQ  G)  =  sin.  M  Q  m 
X  cos.  M  Q  G —  cos.  M  Qm  .  sin.  M  Q  G  = 

.in.  f  .  (<'-.«»,  i  )  -  ri».  f  .  »  ,i„.  t  _ 

[  fsia.p  —  u  sin.  (/j  -+-  i)]3.Dc  plus, sin.  *?Q/2 
=  sin.  (P  Qm~PQZ)  —  ^va.  (i8od  —  —  *) 
=  sin.  (p  +  i ).  Ainsi ,  le  produit  (  Q  G  )a  X  (  sin. 
G  X  (sin.  eQZ)  X  «  Reviendra  [  P'nii.p- 

~u  .sin.  (  />  -V-  *  )  ]*  X  [sin.  (  p-\-h  )]  X  «  = 
Maximum.  Différencia»,  donc,  suivant/»  et  «,  et 
égalant  à  zéro  les  deux  parties  de  la  différentielle, 
on  aura  les  deux  équations  : 

(B)  [2  y  cos.  p  ~in  cos.  {p  +*)]  X  [/^sin.  p 

—  u  sin  (p  ]  X  [sin.  (/î  4-  [/^sin./> 

—  «  sin.  (/>  4- A)]1  X  [cos.  (^4-      ]  —  o; 

(C)  — 1  \_y&va.p  —  z/sin.  (/j  \  i)]  X  «  sin.  (p-i-t) 

sin./»  —  u  sin.  (p  +  ja  —  o. 
Cela  posé,  j'observe  que  dans  l'équation  (C), 
relative  à  la  variation  de  «,  le  facteur  [  y  sin.jo  — 
u  sin.  (p  -+-  k)  ]  doil  ùtre  rcjellé  j  car,  si  on  prenoit 
/•■"  sin.  p  —  z*sin.(/i-r-A)=oiori ,  y  :  »;;sin.  (p~h 
i~)  :  sin.  p;  il  est  aisé  de  voir  que  la  direclion  de 
la  vitesse.  Q  G  tomberait  sur  l'aube  fe ,  et  que  par 
conséquent  il  n'y  aurait  point  de  choc.  L'équation 
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qui  donne  la  vilcssc  «  la  plus  avantageuse,  est  donc, 
—  2  «  sin.  (p^l)  •+■  V" sin.  p  —  u  sin.  (p-hi); 
ou  bien , 


Dans  l'équation  (B),  relative  à  la  variation  de 
l'angle  p  le  facteur  ysin.p  —  u  sin.  (p  +  k  )  doit 
être  aussi  rejette;  car,  ai  l'on  supposoit  V  sin.  /> 

—  «sin.  (p-i-  k)=  o,el  que  l'on  mil,  dans  cette  équa- 
tion ,  pour  «sa  valeur  —  ■  ^4—-  , .    1  on  trouve-" 

3  un.  (/»-+■*) 

roït       sin.      1  ~5~~"~~  —  °i  ce  *LQî  est  'ni_ 

possible.  L'équation  pour  l'angle  p  le  plus  avanta- 
geux est  donc , 

[2  V cos. p  —  1  «  cos.  (p  -f-  h  )]  X  [sin.  (/»-+■ 
*)]  -t-Z^sin.^  .  [cos!  (/?  +  £)]  —  "sin-  ip-\~k). 
[ cos.  (^  +  i)]  =  o. 

Substituant  dans  cette  formule,  pour  «  sa  valeur 

■  ,'■  :  ; — f ,  ;  ,  elle  deviendra  simplement,  2  cos.» 
3  un.  (p  +  i)  *  '  1 

X  sin  {p-\-k)  =  o;  ce  qui  donne  ,  ou  sin.  (p  +&) 

—  o,  ou  cos.  p  =  o.  La  première  supposition  f'e- 
roit  tomber  l'aube  e  f  dans  la  direction  horizontale  , 
et  donneroil  pour  u  une  valeur  infinie,  ce  qui  est 
impossible.  La  vraie  équation  de  l'angle  p  le  plus 
avantageux,  est  donc,  cos.  p  =0;  d'où  nous  voyons 
que  cet  angle  doit  être  droit ,  ou  que  l'aube  e  f 
doit  cire  perpendiculaire  à  la  direction  V  Q  du 
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Substituons  maintenant  dans  L'équation 

"  =    3*."+*)  ' 
''pour  sin.  p  sa  valeur  1 ,  et  pour  sin.  ip-\i)  sa 
V 

valeur  cos.  h.  nous  aurons  u  =  — -  ;  c'est- 

6  eus.  k 

à-dire  que,  la  vitesse  u  la  plus  avantageuse  doit 
être  égale  à  la  vitesse  V  du  fluide,  divisée  par  le 
triple  du-  cosinus  de  l'angle  que  la  direction  du 
fluide  (ait  avec  l'horizon. 

Connoissant /;  et  u  ,  si  l'on  substitue  leurs' valeurs 
dans  l'équation  {  A),  on  aura  l'expression  du  plus- 
grand  effet  de  la  machine. 
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4 

Des  Roues  mues  par  le  poids  de  l'eau, 

4i  i.  Ijes  roues  mues  par  le  poids  de  l'eau ,  dont 
il  est  ici  question  ,  cl  qu'on  appelle  ordinairement 
roues  à  pots  ou  à  augets  ,  sont  des  roues  verticales 
iA  OB  D  (.  Fig.  63  et  64  ),  qui  reçoivent ,  dans  des 
espèces  de  pois  ou  d'augcls  mnitm  fixés  à  leurs 
bords,  l'eau  d'un  canal  XZ ,  et  qui  ttfuroent  en 
vertu  de  l'effort  que  cette  eau  exerce  par  sa  pesan- 
teur. A  cet  effort,  s'ajoute  celui  du  choc,  quand 
l'eau  arrive  aux  augets  avec  une  vitesse  plus  grande 
que  celle  de  la  roue.  On  voit  que,  selon  la  manière 
de  recevoir  l'eau,  la  roue  peut  tourner  dc'gauche 
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ii  droite  (  Fïg.  63  ) ,  ou  do  droite  à  gauche  {Fig.  64). 
Les  augcts  su  rein plissent  vers  la  partie  supérieure 
de  la  roue,  el  ne  commencent  à  se  vider  (pie  lors- 
qu'on tournant  ils  commencent  à  s'incliner  en  con- 
tre-bas On  doit  s'attacher  à  leur  donner  la  l'orme 
et  les  dimensions  les  plus  propres  à  leur  faire  con- 
server l'eau  autant  qu'il  est  possible. 

Nous  estimons  toujours  l'effet  de  la  machine,  par 
le  mouvement  ascensionnel  d'un  poids  n,  attaché 
à  l'extrémité  d'une  corde  qui,  au  moyen  de  la  pou- 
lie iSMe  renvoi,  va  s'envelopper  autour  de  l'arbre 
de  la  roue. 

.  4i2.  Jl  est  évident  que,  toutes  choses  d'ailleurs 
égales,  plus  l'endroit  où  l'eau  entre  dans,  les  au- 
gels  est  proche  de  l'extrémité  supérieure  du  dia- 
mitre  vertical  ^4 B ,  plus  la  roue  porte  d'eau,  et 
plus  par  conséquent  elle  a  de  force  pour  tourner. 
Mais  on  n'est  pas  toujours  maitre  de  lui  procurer 
cet  avantage;  car  il  arrive  souvent  que  la  hauteur 
de  l'extrémité  Z  du  canal  affluent,  au-dessus.,du, 
point  le  plus  bas  du  terrein ,  est  trop  petite  pour 
permettre  d'y  placer  unè  roue  d'un  diamètre  con- 
venable à  l'effet  qu'elle  doit  produire.  Alors  on  re- 
çoit l'eau  en  avant  delà  roue,  comme  dans  la  lug/ire 
64;  ayant  soin  de  donner  aux  augcts  la  forme  la 
plus  propre  A  bien  tenir  l'eau,  suivant  l'exigence 
des  cas;  ou  augmente  leur  capacité  ,en  augmentant 
la  largeur  de  la  roue  ;  mais  cela  a  quelquefois  l'io- 
toméiiionl  de  rendre  la  roue  trop  pesante. 
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4i5.  Que  l'eau  cnlre  d'ans  les  augeta  par  le  liant 
de  la  roue  ,  ou  par  le  côté  ;  le  mouvement  s'engendre 
toujours  de  la  même  manière.  Il  s'accélère  par  de- 
grés dans  les  premiers  instants;  bientôt  il  parvient 
à  l'uniformité  ;  et  alors  l'action  de  l'eau  contre-ba- 
lance à  chaque  instant  celle  du  poids  n.  Or,  il  peut 
arriver  deux  cas  :  ou  la  vitesse  de  l'eau ,  à  l'endroit 
où  elle  entre  dans  un  auget,  est  égale  à  la  vitesse 
de  rotation  de  cet  auget,  prise  à  son  milieu;  ou 
elle  est  plus  grande.  Dans  le  premier  cas,  l'eau  agit 
simplement  par  son  poids,  pour  faire  tourner  la 
roue  :  dans  le  second ,  elle,  agit  lout-a-1  a-fois  par  son. 
poids  et  par  le  choc.  Je  ne  dis  rien  d'un  troisième 
cas  où  l'on  stipposeroit  que  la  vitesse  de  rotation  de 
l'aiigcl  seroit  plus  grande  que  celle  de  l'eau  du  ca- 
nal affluent  :  car  si  cela  arrivoit,  la  cause  en  seroit 
la  pesanteur  de  l'eau  déposée  dans  l'auget,  laquelle 
force  tend  effectivement  à  accélérer  le  mouvement; 
mais  commi-1  cette  rau  ne  peut  être  remplacée  que 
par  le  canal  affluent ,  et  que  son  action  est  limitée, 
on  sent  qu'elle  produirait  d'autant  moins  d'effet  sur 
la  machine,  qu'elle  prendroit  pour  elle-même  plus 
de  vitesse.  On  verra  en  effet  bientôt  qu'il  convient 
de  faire  tourner  la  roue  le  plus  lentement  qu'il  est 
possible.  11  n'est  donc  ici  question  que  des  deux  pre- 
miers cas.  De  plus ,  il  s'agit  seulement  en  ce  mo- 
ment d'évaluer  l'effort  que  l'eau  contenue  dans  les 
nugcls,  exerce  à  chaque  instant ,  par  la  pesanteur, 
contre  le  poids  n  :  l'effet  du  choc,  quand  il  a  lieu  ,. 
.s'évalue  par  les  principes  du  Chap,  XIII. 
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4 1 4.  Supposons  donc  que  la  roue  tourne  avec 
une  vitesse  uniforme.  Quelle  que  soit  celte  vitesse, 
la  pesanteur  de  l'eau  contenue  dans  les  augeLs,  agit 
de  la  même  manière  que  si  la  roue  étoit  en  repos. 
D'un  autre  côté,  il  est  évident  qu'on  peut  toujours 
ramener  cet  effort  do  l'eau,  à  celui  d'une  portion 
de  couronne  d'eau-  G  g  h  FI  {  Fig.  65) ,  continuel^ 
lemenl  inhérente  à  la  roue,  sur  une  étendue  don- 
née G  O  JI,  et  sur  une  épaisseur  G  g  aussi  donnée. 
Les  dimensions  de  cette  portion  de  couronne  se 
trouvent  par  la  forma  des  auge  ta,  et  par  la  quantité 
d'eau  qu'ils  contiennent.  Ordinairement ,  l'épaisseur 
G  g  peut  être  regardée  comme  infiniment  petite  par 
rapport  au  rayon  C  G  de  la  roue;  et  la  vitesse  de 
rotation  du  point  G  ou  de  tout  autre  point  de  la  cir- 
conférence OBD,  comme  celle  de  l'auget.  Si 
on  trouvoit  celte  supposition  trop  libre,  on  appro- 
cherait davantage  de  la  vérité,  en  prenant ,  au  lieu 
de  l'arc.  G  O  H ,  l'arc  moyen  de  la  portion  de  cou- 
ronne; et  au  lieu  du  rayon  CG,le  rayon  moyen. 
Mais  nous  négligeons  ici  cette  grande  exactitude, 
et  nous  nous  proposons  ainsi  la  question. 

4 1 5.  Problème  I.  Déterminer  le  moment  de  r ef- 
fort que  la  portion  d'eau  G  g  h  H ,  dont  l'épaisseur 
G  g  est  infiniment  petite  par  rapport  au  rayon  CG, 
exerce  à  chaque  instant  pour  accélérer  le  mouve- 
ment de  la  roue  ? 

Du  centre  C,  soient  menés  les  deux  rayons  infi- 
niment voisins  CM  N,  Cmn,  lesquels  déterminent 
la  quantité  élémentaire  d'eau  MNn  m;  et  des  points 
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G,  //,  31,  ni ,  soient  menées  ,  an  diamètre  vertical 
^■/B,  les  perpendiculaires  G  F,  11  MPtmp. 
Soit  encore  abaissée  la  verticale  Air z,  qui  ren- 
conlre  en  r  l'ordonnée  mp,  et  en  =  le  rayon  hori- 
zontal C  O.  La  porliofl  d'eau  MNnm  peut  être  re- 
présentée  par  31m  x  31 N ;  et  son  moment  par 
rapport  au  centre  C,  par  Mm  X  31 N  X  Cz,  ou 
JW/»  X  iWJV  X  31  P.  Or,  à  cause  des  triangles 
semblables  Mrm,  MPC,  on  a,  Jim  :  CM;: 
Mrou  Pp  :  31 P;  et  par  conséquent  M  m  X  31 P 
—  PpX  CM.  Donc,  Mm  X  31 N  X  MP  = 
MN  x  Pp  X  C31;  et /Mm  X  MN  X  31P 
=/MNxPp  X  CM  —  MNX  C31  x  /Pp 
=  MN  x  C3I  x  FV:  expression  du  moment  de 
la  quantité  totale  d'eau  G  gh  H. 

Comme  dans  ce  calcul,  nous  avons  fait  abstrac- 
tion de  la  largeur  de  la  roue,  ou  de  la  dimension 
horizontale  des  nu  gels;  si  l'on  nomme,  D  cette  di- 
mension-, la  véritable  expression  du  moment  de 
l'eau  GghH,  sera  D  x  312{  X  FV-^CM. 
Pour  abréger,  au  lieu  du  produit  D  x  Mjy ',  qui 
représente  une  surface  reclanguluirc ,  j'emploierai 
une  simple  lettre  B. 

4i6.  Corollaire.  Nommons  u  la  vitesse  de  rota- 
lion  du  point  G;  c  le  rayon  C 31  ;  v  la  vitesse  as- 
censionnelle du  poids  nj  c  le  bras  de  levier  de  ce 
poids  par  rapport  au  centre  de  la  roue.  On  aura 
d'abord  ,  n  x  c~B  X  Ff^X  a.  Substituons  dans 

celte  équation  pour  c-  sa  valeur  — — —  :  nous  au- 
rons, nv  =  B  x  Fr  x  u. 
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4 1 7 ■  Problème  II-  La  roue  tournant  toujours  uni- 
formément ,  et  la  vitesse  du  point  G  étant  suppo- 
sée égale  à  celle  de  l'eau  du  canal,  à  l'endroit  Gg 
où  elle  passe  de  ce  canal  dans  les  ait  gels  :  rendre 
l'effet  iTv  de  la  machine  le  plus  grand  qu'il  est 


po 


ûble. 


Je  suppose  que  le  canal  affluent  amène,  en  lems 
égaux,  des  quantités  égales  d'eau  à  la  roue.  .Suit 
HZ  une  ligne  constante  de  niveau;  et  R  Fia  hau- 
teur due  à  la  vitesse  V  de  l'eau  à  son  entrée  Gg 
dans  les  ange  ta.  On  doit  ici  considérer  G  g  comme 
un  office  dont  la  surface  est  B ,  cl  par  lequel  passe, 
dans  un  temps  donné,  une  quantité  donnée  d'eau. 
Supposons  que  dans  une  seconde ,  ifpasse  par  B, 
une  quantité  d'eau  =  Q  ;  et  que  les  corps  graves 
parcourent  quinze  pieds  pendant  la  première  seconde 
de  leur  chute.  En  nommant  H  la  hanrenr  U  F,  on 

aurafaa*),  Q=iB)/  i5  if,  ou  B  =  gJ^g  ; 
et  par  conséquent, n  v~  —Ç^^^Jf  Xf^X^; 

ou  bien  (en  nommant  g  la  gravité;  k  la  hauteur  due 
à  la  vitesse  e  ;  et  observant  que  y%  =  2  g  H,  = 

2gi),nyi= 

Maintenant,  tout  étant  donné  dans  le  second  mem- 
bre de  cette  équation,  excepté  la  ligne  /'"/■•"qu'on 
peut  taire  varier ,  on  voit  que  pour  augmenter  l'ef- 
fet de  la  machine  ,  il  faut  augmenter  F  K.  Or,  le 
point  y  étant  supposé  fixe ,  à  mesure  qu'o:i  aug- 
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mente  y  F,  on  diminue  FR,  cl  par  conséquent 
aussi  lavilcs.se  du  Uuide  à  l'endroit  G  g,  ou  la  vitesse 
de  rotation  du  point  G.  Et  il  est  clair  que  celte  dimi- 
nution de  vitesse  peut  avoir  lieu  ,  Q  demeurant 
constante ,  puisqu'oji  peut  augmenter  en  proportion 
la  surface  iî,  ou  le  produit  D  X  MN,  dont  les 
deux  facteurs  sont  susceptibles  de  variation.  La  va- 
riation de  MN  ne  peut  être  que  Irès-pctile;  mais 
on  est  libre  d'augmenter  Dy  en  augmentant  pour 
cela  la  largeur  de  la  roue. 

*  Concluons  donc  que  la  circonférence  de  la  roue 
tournant  uniformément ,  avec  une  vitesse  éggle  à 
celle  du  fluide  à  son  entrée  dans  /<?*•  augeis,  l'effet 
de  la  machine ,  pour  une  quantité  constante  d'eau 
dépensée,  sera  d'autant  plus  grand  que  la  roue 
tournera  avec  plus  de  lenteur. 

4i8.  Corollaire.  En  comparant  l'expression  n  J/  h 
t=  — — ^ ■  ■■  de  l'effet  de  la  roue  à  pots ,  rendu 

le  plus  grand  qu'il  est  possible,  avec  les  expressions 
que  nous  avons  trouvées  (  3gs  )  pour  les  plus  -grands 
effets  des  roues  à  aubes,  on  jugera  quelle  est  celle 
qui  produit  le  plus'grand  effet,  pour  une  égale  quan- 
tité d'eau  dépensée,  ou  de  la  roue  à  pots,  ou  de  la 
roue  à  aubes.  Car,  supposons  qu'ici ,  et  dans  l'ar- 
ticle 3g2  ,  les  quantités  d'eau  Q  dépensées  en  une 
secoirde  soient  les  mêmes  ;  de  plus,  en  imaginant 
que  la  roue  DB  O  fût  ici  mue  par  le.  eboe  de 
l'eau ,  supposons  que  ce  clioc  répondit  à  l'endroit 
la  lettre  II,  qui ,  dans  l'article  3çp  ,  exprime  la 
hauteur 
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hauteur  due  à  la  vitesse  du  courant,  représentera 
ici  R  V.  Donc  ,  l'effet  de  la  roue  à  pots  est  au  plus 
grand  effet  de  la  roue  à  aubes  (I."Cas),  comme 


est  à  4  R  V;  et  l'effet  de  la  roue  à  pois  est  au  plus 
grand  effet  de  la  roue  à  aubes  (  II.'  Cas  )  comme 
37        est  à  nr. 

Comme  on  est  maître,  et  qu'il  convient  d'aug- 
menter A^F(\c  point  V étant  lixe),  pour  augmen- 
ter l'effet  de  la  roue  à  pots ,  on  voit  que  pour  une 
quaniilé  égale  dVau  dépensée,  l'effet  de  la  roue  à 
pots  est  beaucoup  plus  avantageux  que  celui  de  la 
roue  à  aubes.  Les  roues  de  la  première  espèce  doi- 
vent donc  être  préférées  aux  autres,  toutes  les  fois 
que  la  chose  est  possible.  Mais  ,  il  y  a  beaucoup  de 
-cas  où  elle  ne  l'est  pas  ;  car  d'abord ,  sur  les  rivières 
on  ne  peut  employer  que  des  roues  à  aubes.  De 
plus ,  pour  les  coursiers ,  les  roues  à  pots  demandent 
une  grande  chute  d'eau ,  qu'on  ne  peut  pas  souvent 
se  procurer  .''alors  l'on  emplois  des  aubes  que  1b 
fluide  vient  frapper  au  bas  de  la  roue.  Enfin,  il  y  a 
des  occasions  où  l'on  a  bosoin  que  la  roue  tourne 
très-vite  ,  et  où  l'on  a  d'ailleurs  de  l'eau  en  abon- 
dance :  on  remplit  cet  objet  avec  une  roue  à  aubes. 
Comme  les  roues  à  pots  produisent  d'autant  plus 
d'effet  qu'elles  tournent  plus  lentement,  on  ne  pour- 
roil  en  ce  cas ,  employer  une  roue  de  cette  espèce , 
qu'en  la  faisant  engrener  avec  une  lanterne,  ou  avec 
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une  autre  roue  ;  ce  qui  compliquer  oit  la  machins 

cl  augmenterait  les  froltemens. 

4iy.  Problème  III.  Le  point  G  de  la  roue  tour- 
nant toujours  uniformément,  avec  une  vitesse  égala 
à  celle  du  fluide  A  son  entrée  G  g  dans  les  augcts, 
an  suppose  maintenant  que  le  niveau  X  Z  du  ré- 
servoir pouvant  toujours  demeurer  le  même,  au 
moyen  de  l'afjluence  d'une  rivière  ou  d'un  ruis- 
seau, qui  remplace  suffisamment  l'eau  dépensée 
par  la  roue,  on  soit  moitié  d'augmenter  ou  de 
diminuer  Q,  en  tirant  l'eau  du  réservoir  par  un 
tuyau  de  diamètre  donné ,  et  de  longueur  varia- 
ble ;  et  l'on  demande  l'endroit  G  g  où  il  faut 
recevoir  l'eau,  pour  que  l'effet  de  la  machine  soit 
un  maximum  ? 

Substituons  dans  l'équation  n  ]/"  h  =  — —  -  t 

pour  Q  sa  valeur  i  B  \Z~  i5  H,  ou  i  B  .  ]/"  i5  X 
y  R  F}  nous  aurons  nj/*  =  Sx  FF~X  ]/ RF 
=  maximum.  Donc,  B  étant  constant,  la  quantité 
[Ff^Y  X  RF  eut  un  maximum.  La  question  est 
donc  de  diviser  la  ligne  donnée  R  V ,  en  deux  par- 
ties, telles  que  le  produit  de  l'une  par  le  quarré 
(le  i'aulre,  soit  un  maximum.  Or,  il  faut,  pour  cela, 
que  RF  soit  le  tiers  de  Rf^.  .Ainsi  l'équation  du 
plus  grand  effet  de  la  roue  est,  uJ/^i-  =  B  X  \  Ry 

X   3 —  :  équation  au  moyen  de  laquelle 

on  pourra  comparer  le  plus  grand  effet  de  cette 
loue,  à  celui  d'une  roue  à  aubes ,  qui  seroit  frappée. 
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au  point  /"^,  d'où  l'eau  s'échappe  de  la  roue  à 
pots- 
La  solution  de  ce  problème  peut  être  utile,  lors- 
qu'à yant  une  roue  loulc  construite,  on  veut  la  faire 
tourner  de  la  manière  la  plus  avantageuse,  par  le 
seul  poids  de  l'eau, jet  lorsque  de  plus  la  hauteur 
du  réservoir  étant  donnée  et  constante,  on  a  la  fa- 
culté de  prendre  plus  ou  moins  d'eau,  selon  le  besoin, 
iio-  Problème  IV.  Supposons  que  le  canal  af- 
fluent amène  toujours,  en  temps  égaux ,  des  quan  - 
tités égales  d'eau  à  la  roue;  que  cette  roue  tourne 
uniformément ,  mais  que  la  vitesse  de  rotation  du 
point  G  soit  maintenant  plus  petite  que  celle  de 
Veau ,  à  son  entrée  dans  les  au  gels  :  on  demande 
l'expression  générale  de  l'effet  de  la  machine  ? 

L'action  du  poids  n  est  ici  contre-balancée  à  cha- 
que instant  par  celle  de  l'eau  contenue  dans  les  au- 
gets,  et  par  le  choc  de  l'eau  que  le  canal  amène 
continuellement,  Soient  /^la  vitesse  de  ce  courant; 
u  la  vitesse  de  rotation  du  point  G;  a  le  rayon  CG  ; 
c  le  bras  de  levier  du  poids  n;  H  la  section  d'un 
auget  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  roue  et  dirigé 
à' son  centre;  C  la  surface  contre  laquelle  s'exerce 
le  choc  perpendiculaire  du  fluide  ;  n  le  coefficient 
de  la  percussion.  On  voit  (363  et  4 16),  qu'on  aura 
,  l'équation,  n  c  =  B  X  FI^  X  a-*-n.  C{f^~u)* 
X  a-;  ou  bien  (  en  nommant  v  la  vitesse  ascension- 
nelle du  poids  n,  et  observant  que  c  —  — — ), 

.(A)  nv  =  B  x  FKX  "  +  n  C{r~ «)=».*. 

M  m  ij 
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Maintenant,  nommons  Q  la  quantité  constante 
d'eau  que  le  canal  amène  à  la  roue  en  une  seconde j 
//,  la  hauteur  FR  due  à  la  vitesse  de  cette  eau; 
K ,  l'aire  de  l'orifice  par  lequel  l'eau  est  censée  sor- 
tir du  canal  pour  entrer  dans  les  augels  ;  h ,  la  hau- 
teur FT due  à  la  vitesse  u  ;  if  la  hauteur  duc  à 
la  vitesse  V. 

M  est  évident  que  la  vitesse  u  étant  moindre  que 
7^,  K  doit  être  moindre  que  B  ;  mais  que  la  roue 
tournant  uniformément,  cl  que  par  conséquent  le 
fluide,  depuis  le  réservoir  jusques  à  l'endroit  où  il 
s'échappe  de  la  roue, pouvant  être  considéré  comme 
une  masse  continue  qui  coBaerve  constamment  les 
mêmes  dimensions  aux  mêmes  endroits;  il  s'ensuit 
(216)  que  les  vitesses  des  différentes  sections  per- 
pendiculaires de  ce  courant  sont  entre  elles  en  rai- 
son inverse  des  surfaces  de  ces  mêmes  sections. 
Ainsi ,  on  aura  SB:  K  :  :  y  :  u  ;  ou ,  B .  u  =  K . 
ou^By  h  =  Kp^II.UaisQ  =  iKy  i5H,<m 

Kyil=  donc  BV  h  =  . 

D'un  autre  côté,  pour  déterminer  le  coefficient 


=  K;  Z7  —  t^,  et  par  conséquent,  la  hauteur  due 
à  la  vitesse  V  =  H;  prenons  F  ~  m  .  K  .  H,  m  • 
étant  un  coefficient  constant  qui  vaut  2  à-peu-prés 

(3g  1).  En  mettant  pour  iC  sa  valeur  — ^  ~  , 
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on  aura  F=  -£^£«L-,  et  »  =      ",.  X 
Q 

Par  conséquent ,  l'équation  (  A  )  deviendra  , 

ce  qui  est  la  formule  demandée.  1 

lil  i .  Problème  V.  Tout  étant  supposé  donné  dans 
la  formule  (B)  ,  à  l'exception  de  la  Haitteurh  dùa 
à  la  vitesse  n  du  point  G ,  on  demande  quelle 
doit  être  cette  vitesse,  pour  que  l'effet  de  la  ma- 
chine soit  un  maximum? 

Dans  cette  hypothèse,  [y  H—  y  h)*,  y  h 
doit  être  un  maximum;  ce  qui  donne  y  h  — 

y If  V 
 -  ,  ou  H  =  — - — .  Substituant  cette  valeur 

de  y  h  dans  la  formule  (B),  et  faisant  m  =  2,  on 

trouvera^  7/ £=  — J_  x(Rf  '9-—  V- 

expression  du  plus  grand  elTct  de  la  roue. 

A-il.  Corollaire.  On  voit  par  cette  expression  , 
1°.  que  la  roue  produit  un  effet  qui  augmente  à 
mesure  que  FR  diminue,  Rf  étant  donnée,  et 
que  par  conséquent  la  roue  tourne  plus  lentement. 
On  obtiendrait  le  même  résultat,  si  l'on  différen- 
cioit  le  second  membre  de  la  formule  (B),  en  fai- 
sant varier  A  et  77,  et  qu'on  égalât  séparément  à 
'  zéro  les  deux  différentielles.  Car  la  première  cqua- 
M  in  iij 
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tion  résultante  donne  \/~  h=  — ^—^—.Substituant 
cette  valeur' de  h  dans  la  seconde,  on  trouvera 
Jï=o,  et  par  conséquent  aussi  h  =  o,  ce  qui 
étant  impossible  physiquement,  fait  voir  du  moins 
que  la  roue  produit  d'autant  plus  d'effet,  qu'elle 
tourne  avec  plus  de  Icitcur. 

2°.  Que  le  plus  grand  effet  de  la  roue  à  pots, 
est  au  plus  grand  effet  que  produirait  une  roue 
à  aubes,  sous  lu  chute  if  V ,  comme  27  (  Rf 

 )  cst  à  8  RFA*  quantité  d'eau  Q 

employée  à  mouvoir  la  roue,  étant  la  même  dans 
les  deux  cas. 


CHAPITRE  XVIII. 

Des  Machines  mues  par  la  réaction  de  l'eau. 

vase  qui  contient  de  l'eau ,  étant  sup- 
posé suspendu  verticalement  par  son  centre  de  gra- 
vité, le  fluide  exerce  des  pressions  perpendiculaires 
égales  sur  tous  les  points  d'une  même  zone,  ou 
«ection  horizontale  de  ce  vase  qui  conserve  toujours 
la  même  situation  d'équilibre  ,  tant  que  le  fluide  est 
en  repos.  M  au  si  l'on  fait  aux  parois  une  ouver- 
ture par  où  le  fluide  vienne  à  s'échapper,  alors 
les  parois  cessant  en  cet  endroit ,  la  pressjpn  contre' 
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les  parois  y  cesse  aussi  ;  mais  L'endroit  directement 
opposé  du  vase  souffre  une  pression  qui  n'étant 
plus  contre-balancée,  oblige  nécessairement  ie  vase 
à  reculer.  J'appelle  réaction  de  l'eau,  cette  force 
qui  repousse  ainsi  le  vase  ;  et  je  me  propose  d'ex- 
pliquer comment  elle  peutaervir  de  principe  mo- 
teur à  une  machine. 

424.Soit  ^  B  CD  EF(Fïg.66),  une  rone  ho- 
rizontale ,  mobile  autour  d'un  axe  vertical  O.  A 
celle  roue  et  à  son  arbre  ,  sont  attaches  solidement 
une  suite  de  tuyaux,  tels  que  si II ,  EO,  FH 
{Fïg.  67).  Ces  tuyaux  communiquent  par  en  haut 
avec  un  tambour  creux  III III,  qui  tourne  avec 
eux  autour  de  l'arbre  ;  l'eau  est  versée  d'abord  d;ms 
ce  tambour,  par  les  conduits  NG  qui  la  tirent  du 
réservoir  immobile  I  MIM}  de  là ,  elle  passe  dans 
les  tuyaux,  et  s'échappe  vers  le  bas,  par  les  ori- 
fices a,  b  ,c,  etc.,  horizontaux  ou  inclinés  en  mô- 
me sens  à  l'horizon;  d'où  résulte  contre  les  tuyaux 
une  réaction  ,  qui  Diii  tourner  la  roue  dïhs  le  sens 
j4 BCDEF.  Le  mouvement  s'accélère  par  de- 
grés; il  parvient  en  très-peu  de  temps  à  l'unifor- 
mité. Je  le  considère  quand  il  est  arrivé  à  cet  etatj 
et  je  représente  toujours  l'effet  de  la  machine,  par 
le  mouvement  ascensionnel  d'un  poids  n  attaché 
à  une  corde,  qui  va  s'envelopper  autour  de  l'ar- 
bre OZ. 

4a5.  Problême  I.  Un  tuyau  CDFE  (Fig.68), 
figure  quelconque  ^entretenu  constamment  plein 

M  m  iv 


55  2  Hydraulique, 
d'eau  au  niveau  AD  ,  tournant  uniformément  au- 
tour de  l'axe  vertical  AB,  et  laissant  échapper 
l'eau  par  la  petite  ouverture  latérale  1  :  on  de- 
mande la  hauteur  due  à  la  vitesse  de  cet  écou- 
lement ? 

Soit  ]a  courbe  h  Ml  l'axe  du  tuyau j  et  con* 
cevons  que  le  fluide  soil  partagé  en  une  infmilé 
de  franches  égales,  perpendiculaires  aux  éléinens 
Mm  de  la  courbe,  lesquelles  conservent  leur  pa- 
rallélisme pour  chaque  élément,  cl  changent  de 
direclion  d'un  élément  à  l'autre.  Chaque  point  M 
d'une  tranche  quelconque,  est  continuellement  sou- 
mis à  l'action  de  deux  forces,  qui  sont  la  gravité 
et  la  force  cenlrifngc.  Ayant  mené  à  l'axe  S , 
l'horizontale  MF  ;  fai^ns  passer  par  ces  dcuxlignes 
un  plan  dans  lequel  no\ts  prendrons  la  verticale  Ml 
pour  représenter  la  gravité,  et  l'horizontale  Mq 
pour  représenter  la  force  centrifuge.  De  ces  deux 
forces  ,  résultera  la  force  composée  M  r,  représen- 
tée par  la  diagonale  du  rectangle  M  t  rq.  Je  mène, 
suivant  l'élément  Mm  de  la  courbe  hMl,  un  plan 
M  m  n  perpendiculaire  au  plan  P  M,  de  sorte 
que  Mn  est  la  projection  orlhonogaJe  de  Mm  sur 
ce  dernier  plan  :  ensuite  je  lire  np  parallèle  à  MP. 
La  force  Mr  peut  être  décomposée  en  deux  autres 
M  i ,  M  g;  l'une  dirigée  suivant  M  n  l'autre  per- 
pendiculaire à  Aîn.  O;-,  comme  le  plan  M  g  rt  est 
perpendiculaire  au  plan  Mmnj  la.  force  Mg  est 
perpendiculaire  à  l'élément  Mm ,  qui  eut  situé  dans 
ce  dernier  plan  ,  et  ne  contribue  en  rien  à  la  vitesse 
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suivant  Mm.  De  la  force  Mi,  je  dérive  les  deux. 
'  forces  Mf,  Mu ,  la  première  dirigée  suivant  Mm, 
la  seule  qui  tende  à  accélérer  la  vitesse  de  l'eau 
dans  le  tuyau,  la  seconde  perpendiculaire  à  Mm, 
qu'il  faut  négliger. 

'  l'homonlalc  donnée  lit  =  S, 

l'horizontale  donnée  Ah   =  c, 

la  hauteur  donnée  A  B  —  h, 

AP   =  .v, 

PM  —y, 

p"  —  y-h<*y> 

l'aire  de  l'orifice- Z  „.  =  A', 

l'aire  de  la  section  supérieure  et  perpen- 
diculaire CD  du  tu/au  =  M, 

l'aire  de  la  section  *  M z  perpendiculaire 

a  STm   =  X, 

la  vitesse  avec  laquelle  l'eau  sort  par 

l'orifice  ï   =  u. 

la  hauteur  dùc  à  celte  vitesse  —  r, 

la  vitesse  de  l'eau  suivant  M  ni  —  t; 

la  vitesse  abscilue  de  rotation  uniforme 

du  point  /  ==  K, 

la  hauteur  dite        cette  vitesse  =  f, 

le  sinus  total   —  i. 

l'angle  m  Mn  = 

la  gravité  *  =  g- 

On  aura  d'abord,  Force  M  t  =  g.  La  Force  cen- 
trifuge du  point  /  ayant,  comme  on  sait,  pour 
expression,  le  quarré  de  la  vitesse  V ,  divisé  par 

V                3  gf 
le  rayon  Bl,  c'est-à-dire  — —  ou  , 


Soient 
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et  les  forces  centrifuges  de  deux  points  qui  tournent 
dans  le  même  temps,  éi.tnt  proportionnelles  aux  1 
rayons  des  circonférences  qu'ils  décrivent,  on  aura, 

Force  Mq  —  —  ^-  X  ~  =  Donc,  Force 

3îr=-  ]/*  Ç  g1  -f-  ~^~çr^~^t  °,ue  ie  nomme 
aCn  d'abréger;  Force  Mi  —  $  cos.  rMi  =  <î  cos. 
(rMl  —  iJMl)=<f  cos.  rMix  cos.iMt  -f-<psin. 
rMt  X  sin.  i  M  t.  Or,  cos.  rMt—~-,  sin.  rM t 


*gfy 


cos.  iMt  =  - 


^wir~)'f  Force  Mf=  Force  Mi  X 

Maintenant ,  la  vitesse  de  la  tranche  s  Mz ,  éiant 
exprimée  par  v  après  le  temps  t  écoulé ,  elle  devien- 

droit ,  après  l'instant  suivant  d  t ,  v  +  g  ^ — — 

-h  ~£,~f^~~^  dt,  si  les  tranches  n'avoient  point 
d'action  les  unes  sur  les  autres;  mais  comme  ell« 
devient  v  +  c,  on  voit ,  par  la  mélhode  de  l'ar- 
ticle ibi,  que  si  les  tranches  étaient  animées  de  la 

ritesse  g- +  —  dt  —  dp,  elles  se  fc- 

roient  mutuellement  équilibre.  D'où  il  suit  que ,  sût 
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toute  l'étendue  de  la  combekMl,  on  a, y  ds  [g 

(4r + —J~i7-) dt  ~  d  '  i = 0  ' Qa  bien  >  *rf< 

Xfdx-¥-!i£-f,ïdy~fd,di,=  o.  Or, 

en  prenant  toutes  les  intégrales  pour  la  hauteur 
entière  h,  l'intégrale. de  dx  est  h;  celle  de  i  y  dy 

est  è3  —  c3,-  celle  de  ds  dv,  ou  de  ds .  d 

ou  de  — ^   ,  est  K  du  J — — —  — ■ 

K " -xd>  (t^t  — rk)' ou  Kiuf-^- 

—  JC1  i/a .  dt   ^x1  )  '  *  cause  ^e  ^  = 

— —  = — — — .  Par  conséquent,  on  aura  (  en  nom- 
mant JVla  quantité  donnée  )  > 
g  dt   (  h  +    /(&a-c8)   )  —  N  .K  .  du 

Équation  séparable,  et  d'où  il  est  facile  de  tirer  la 
relation  entre  le  temps  t  et  la  vitesse  respective  uy 
avec  laquelle  l'eau  sort  par  l'orifice  /,■  ou  entre  le 
temps  t  et  la  hauteur  r,  à  cause  de  2  gr. 

Corollaire  I.  On  voit  en  général  que  la  vi- 
tesse u  varie  d'un  instant  à  l'autre,  et  que  le  seul 
terme  qui  contient  celte  variation  du  dépend  de  la 
figure  du  tuyau.  Mais  ,  en  intégrant  l'équation 
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précédente,  on  trouve  que  ai  l'orifice K  est  beau- 
coup moindre  que  la  section  supérieure  M  du  tuyau  y 
la  vitesse  u  devient  sensiblement  uniforme  après  les 
2  ou  3  premières  secondes  de  l'écoulement;  c'est- 
à-dire,  qu'après  ce  commencement  du  mouvement, 
inutile  à  considérer,  il  sort,  en  temps  égaux ,  des 
quantités  égales  d'eau,  à  très-peu  de  chose  prés. 
Kous  ferons  donc ,  dans  la  suite ,  du  =  O j  et  alors 

on  aura  simplement,  gdt  £  A  -+-  f  (^-—^— 

~  (-TMÏ-)  +  /L  fea 

/  M"  —  K3  \ 
—  I  -p —  1  r  —  o  ;  ce  qui  donne , 

,=  (i+/iil=iL)x-3^. 

Mais  il  ne  faudra  pas  oublier  que  cette  expres- 
sion emporte  que  M  soit  considérablement  plus 
grand  que  K.  La  valeur  de  r,  dans  cette  hypothèse , 
est  indépendante,  comme  on  voit,  de  la  figure  du 
tuyau;  mais  on  doit  éviter  les  tuyaux  tortueux, 
où  l'eau  coule  avec  peine,  à  cause  du  frottement. 

427.  Corollaire  II.  La  surface  de  l'eau  à  l'entrée 
CD  du  tuyau,  étant  supposée  horizontale  ,  le  pre- 
mier côté  de  la  courbe  h  AI l  est  vertical.  Or ,  la  vi- 
tesse suivant  ce  côté  est  —jjjr- ,  tandis  que  la  vitesse 
de  rotation  horizontale  uniforme  du  point  h  est 
— ■ ~—  X  V.  Donc  ,  la  vitesse  vraie  de  l'eau  en  A 
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4-  *y  jj  elle  conduit     G  (  F/g-.  67)  qui  est  . 
subordonné  à  la  dïreelion  de  cette  vitesse,  sera  con- 
séquemmcnl  incliné  à  l'horizon,  sons  un  angle  dont 

ta  tangente  =■ —  ^_  — . 

0  cM.  V         cSt\Sf  , 

D'un  autre  côlé,  comme  la  pression  de  l'eau  con- 
tenue dans  le  réservoir  fixe  IMIM doit  produire 

k  v!lesse  y  +  -ii/-]  à  l'orifice 

inférieur  G  du  conduit  JVG,  il  s'ensuit  que  la  hau- 

.  leur  Z  R  de  celte  eau  =  —  i  ^T~~" 

in8.  Corollaire  III.  La  pression  à  l'endroit  M 
du  tuyau  CDFE  {Fi g.  68)  étant  1a  somme  des 

forces  perdues  ,  g  ^  — -  1  —  ^   

— — — ;  si  l'on  nomme/1  celte  pression,  on  aura 

ou,  d  P  =^  g  d  x  -\-  - 


3  sfy  af  <ixdv 
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42g.  Problème  II.  Déterminer , pour  chaque  ins- 
tant,  le  moment  de  la  force  gui  fait  tourner  le 
tuyau ,  en  supposant  que  la  vitesse  du  fluide  au 
sortir  de  l'orifice  I ,  est  uniforme  de  même  que  la 
vitesse  de  rotation  du  tuyau  ? 

Soit  menée  la  ligne  horizontale  fixe  BS;  par 
celle  ligne  el  parla  ligne  horizontale  Bl,  qui  tourne 
eirculairemenl  autour  du  point  B,  je  fais  passer  un 
plan,  lequel  est  horizontal,  comme  on  voit}  et  je 
suppose  que  du  point  M  tombe  sur  ce  plan  la  ver- 
ticale MQ;  du  point  Q,  j'abaisse  Q  S  perpendi- 
culaire à  BS;  et  je  tire  QB  qui  est  égale  et  pa- 
rallèle à  M  P.  Je  garde  les  dénominations  précé- 
dentes ,  et  je  fais  de  plus  B  S  =  p  ;  SQ  =  q  ; 
l'angle  Q  B  l  ~  x  ;  l'angle  de  rotation  uniforme 
IBS  =      lequel  donne  dd\  ~  o. 

Cela  posé ,  quelle  que  soit  la  force  accélératrice, 
qui  anime  la  petite  masse  d'eau  Xds  ,  qui  répond 
à  l'élément  Mm;  celte  force  peut  être  décomposée 
en  trois  autres  forces,  dirigées  parallèlement  aux 
coordonnées  B  S,  SQ,  Q  M.  Je  néglige  la  der- 
nière ,  comme  ne  pouvant  produire  aucun  moment 
relativement  à  l'axe  j4  B  auquel  clic  csi  parallèle. 
Lf^s  deux  premières,  qui  ont  pour  valeur  respec- 
te ,  d  d  p  __  ,  dd a 
tive,  Xds  X  — j-p  >  Xds  X  — rf^T-»  Pa- 
vent être  décomposées  chacune  en  deux  autres  , 
l'une  dirigée  suivant  P  M,  l'autre  perpendiculaire 
à  P  M.  Les  deux  forces  dirigées  suivant  PM  doi- 
vent élre  négligées;  celles  qui  sont  perpendiculaires 
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à  PM,  produisent  la  résultante  Xds  \ — ~~^ï~~ 

ros.(?  +  î)  d-ii-  sin.  ({-+-*)],  laquell. 

étant  censée  pousser  horizontalement  l'eau  dans  1« 
sens  /  h ,  occasionne  une  réaction  égale  ut  contraire, 
qui  fait  tourner  le  tuyau  dans  le  sens  kl.  Ainsi,  le 
moment  de  cette  réaction  élémentaire  est  y  Xds 

X  f-^-«in.(|+«)-^-Cos.(Ç+,)], 

et  par  conséquent,  l'intégrale  Je  cette  quantité  sera, 
le  moment  cherché.  Or ,  p  =  y  cos.  (  Ç  +  z  ) } 
q=y  sin.  (ÇH-*)j  d'où  résulte  ddp  x  sin. 
<£  +  *)—  cos.      +       =  —  11  d y  X 

(d%-hdz)  — jft/  d*..De  plus,  on  a  les  équations, 

dl^—±,  ou  — =  -  — 

—  -    *  —   Kudt   —  m  « 

,      .  Kudt  dx 

—  ds  sin.  *  —  — —  X  sin.  ou 

=  —   — -  .  Par  conséquent  le  moment  élé- 
mentaire de  la  réaction  de  l'eau  deviendra,  —  K  a 

[— -*»(  • 

ri(-""^A        ,  dont  l'intégrale  est,  —  K  u  T,  r*  - 
C.  Cette  intégrale  doit  s'éva- 


"]• 


nouîr,  lorsque  y  =  c,  X  =  M  ;  et  sin.  x  =  o, 
«  cause  que  le  premier  côté  de  la  courbe  h  Mi 
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est  supposé  vertical;  elle  doit  recevoir  sa  valeur 
complète,  lorsque  y  =  b ,  X=  K  ;  et  sin.  X  =  i , 
à  cause  que  l'eau  est  supposée  sortir  horizontale- 
ment par  l'orifice  /.  Ainsi ,  le  moment  demandé  est 

K  u   V—t  V  b  -+-  u  b  J ,  ou 

430.  Corollaire  I.  On  trouvera  le  temps  d'une 
révolution  entière  de  la  machine,  en  intégrant  l'é- 
quation d  i  —  —~ — ,  de  manière  que  l'intégrale 

s'évanouisse,  lorsque  £  =  o,  et  reçoive  sa  valeur 
complote,  lorsque  i;  =  36od.  Ce  temps  est  donc 

1  h  m  |2  b  m         •  . 

— — — —  ,  ou  — yr~  j-~>  m  eKPrim'int  le  rapport 

de  la  circonférence  au  diamètre. 

43 1.  Corollaire  II.  Tous  les  tuyaux  CD  F  E 
étant  égaux,  semblables  et  semblablement  distri- 
bués autour  de  l'axe  de  la  machine,  l'expression 
du  moment  de  la  réaction  de  l'eau  pour  un  tuyau, 
représentera  le  moment  de  la  réaction  de  l'eau  con- 
tre tous  les  tuyaux,  si  l'on  suppose  que  la  lettre 

au  lieu  d'exprimer  simplement,  comme  elle  a  fait 
jusqu'ici,  l'orifice  /  d'un  tuyau,  exprime  mainte- 
nant la  somme  de  ces  orifices  pour  tous  les  tuyaux. 

Nous  attribuerons  toujours,  dans  le  reste  de  ce 
chapitre,  celte  même  valeur  à  £.  Pareillement,  nous 
entendrons  par  M  la  somme  de  toutes  les  sections 
supérieures  C  D  des  tuyaux, 

433.  Corollaire 
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432.  Corollaire III.  Nommons  Çla quantité cons- 
(ante  d'eau  que  Je  réservoir  immobile  IMIM{Fig. 
6.7)  fournit,  eu  une  seconde,  à  la  somme  de  tous 
les  tuyaux,  qui  la  versent  par  les  orifices  a,b,c,  cic.  : 
supposons  que  la  hauteur  parcourue  par  un  corps 
grave,  pendant  la  première  seconde  de  sa  chute, 
sbii  i5  pieds,;  et  que  toutes  les  mesures  liiftaires, 
contenues  dans  nos  formules;  soient  exprimées  en 
pieds.  Nous  aurons  {11k) ,  Q  =  2  K  J-O  i5  ry.ou 

K  =  - — ~-  --■  Substituant  celle  valeur  dans  le 
J|/  15  r 

moment  lôtal  de  la  réaction  dp  l'eau,  il  deviendra, 

433.  Problême  117.  Trouver  l'expression  géné- 
rale de  l'effet  de  la  machine  ? 

Soit  n  la  masse  ascensionnelle,  dont  la  quantité 
de  mouvement  exprime  l'effet  de  la  machine.  Le 
produit  de  celte  masse  par  la*  graviié  g  et  par  son 
bras  de  levier  que  je  nomme  R,  compose  le  moment 

.    *  hy  k 

g  il  X  A,  qui- devient  g*  Il  X  ■  en  nommant 

k  la  hauteur  due  à  la  vitesse  de  n  ,  et  observant 

qu'on  a,  h  :  R  ::  Vf;  tf  k ,  ou  R  =  —^y~- 

ligalons  ce  moment  à  celui  de  la  réaclion  de  l'eau 
que  nous  venons  de  trouver;  nous  aurons  pour 
l'expression  cherchée':  • 

(A)  ny^-^fr-^^f} 

Tome  I.  N  n 


5(n  IIydraulique, 

434.  Problème  IV-  Déterminer  la  hauteur  î  due 
'  à  la  vitesse  de  rotation  uniforme  de  la  machiipe , 
pourque  l'effet  de  celte  machine  so'tl  un  maximum? 

Soient,  outre  les  dénominations  précédentes  qui 
STib.iistenl  toujours5  /  ]a  hauteur  constante  de  l'eau 
dans  le  réservoir  fixe  IJiî  IM  au-dessus  des  orifices 
inférifti»  G  des  conduits  JVG;  G  la  somme  des 
aires  de  ces  orifices;  //la  hauteur  totale  ZO  de  la 
machine,  ou  la  somme  des  hauteurs  du  réservoir 
fixe  et  des  tuyaux  mobiles;  /*  l'angle  de  chaque 
conduit  .iVG  avec  l'horizon.  On  aura  ces  différentes 
équations  (  426,  iiy,  iïl  )  : 

IV.  Q=  i  K  ]/i5  r.  V.  Q  —  r  g  y  15  /. 
,VI.Jî=A+/. 

Faisons ,  pour  abréger  un  peu ,  1  ^—  —  n. 

Eu  donnant  une  autre  forme  à  l'équation  II, 
M'  ■  r 

„„  touveri  =  _______ 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  I ,  em  aura 
r  —  i  ■+■/—  nf—  h  ■+■  nf}  ou  (  à  cause  de  H = 
AH-/),  r—H — /•+- 1  nf.  Mettons  cette  valeur 
de  rdans  l'équation  (A),  et  nous  aurons  •  ' 

(B)  "K»  =       iVW-f  +  *  "/'  ) 
-»/]•  .        •  •  • 
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Maintenan! ,  pour  obtenir  le  maximum  cherche', 
il  faut  différencier  celte  équation,  en  ne  faisant 
.  varier  que     el  égaler  la  d i Iferenciellc  à  zéro.  Par- 

là ,  on  irouvera ,  .J^jf^^l—  ^  „  =  „  ; 

■«"ti-ff-/(  l -»»)]»=  «•[  "/-/»(>- 
2  n  )].  Or,  il  est  aisé  de  voir  que  tous  les  termes 
de  celte  équation  se  détruisent  mutuellement  en 

faisant  H  ~  i  f  —  i  n  f.  Ainsi,  f  =  — r-^-  : 

J  J  a  (  i  —  «)  * 

et,  à  cause  de  r=H — f  -+-  i  n  f,  on  aura  aussi, 

j-j=  - — -■ — :-.  D'où  il  suit  nue  la  vitesse  de  rotation 

uniforme  de  la  machine ,  et  celle  avec*  laquelle  l'eau 
s'échappe  continuellement  par  les  orifiçes  a,  b ,  c , 
etc. ,  sont  égales  rnlr'clles;  et  que  la  hauteur  due  à 

chacune  de  ces  vitesses  est  ~ — y.  On  voit  de 

plus  que  ces  deux  vitesses  étant  contraires,  la  vitesse 
•de  l'eau  immédiatement  au  sortir  des  orifices  a, 
b,  c,  etc.,  est  nulle  dans  l'espace  absolu;  et  que  par 
conséquent,  l'eau  tombe  alors  verticalement. 

Substituons  pour  f  cette  même  valeur  — j-^- — — 
dans  l'équation  (B),  et  nous  aurons  pour  l'ex- 
.  pression  du  plus  grand  effet  de  la  machine,  n//i 

435.  Corollaire  T.  A  mesure  que  le  nombre  n 
diminue ,  la  hauteur  /ou  r  diminue.  Soit  n  =  6, 
Nnij 
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c'est-à-dire,  ■  ouc  =  *:  la  valeur 

de/ou  de  r  Sera        Dans  cette  supposition,  les  ' 
droiles  A  h,  B  l ,  (lïg.  68 )  sont  égales ,  et  on  a  la 
facilité  de  faire  les  ouvertures  supérieures  CD  des  . 
tuyau*,  plus  grandes  que  les  orifices  l,  comme  cela 
doit  cire  en  effet  (4sG). 

436.  Corollaire  IL  Si  l'on  met  pour  rot/ leur 
valeur  commune  TTT^r  dans  les  équalions  Q 

=  ,Ky^r,-lj^rsr=  ,._,+r{r^T' 

.    et  qu'on  dégage  K  et  M ,  on  trouvera  K  = 

Do„  c ,  K  :  J>/ ::  K  (  —  »)•  K  (  = 

Par  où  l'on  voit  qiic  la  hauteur  /  du  vase  immobile 
IMIM(Fïg-  67  )  ne  peutpa's  élre  moindre  que  la, 
moitié  de  Hl 

Si  l'on  faisoit  2  /=  H,  l'orifice  X  seroit  infiniment 
petit  j  ce  qui  ne  peut  pas  avoir  lieu  à  la  rigueur.  Soit 
donc  /  =  8  ff,  *  étant  une  fraction  moindre  que 
l'unité  :  on  aura,  K  :  M  :  :  J/(i  -  »)  ■  K  t>  <~  '):  \ 
Sur  quoi  il  faut  se  souvenir  que  la  fraction  >  doit 
toujours  avoir  une  valeur,  telle  que  X  soit  sensiblc- 
-  ment  moindre  que  M: 

Maintenant,  l'équation  III  donne . tang.  H-  = 
t|^(i-").f<"-')  .  péquation.V  donne  G  = 
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 ~ —  ;  et  enfin  l'équation  VI  donne 

■ïY  i5  .y  \  II      '  1 

h  =  H{i—S). 

Ainsi,  on  a  tous  les  élémens  nécessaires  pour 
construire  la  machine,  en  observant,  i".  que  les 
largeurs  B  l,  -Ah  (  Fig.  68  )  doivent  être  telles 
qu'on  puisse  donner  à  M  et  à  K  les  dimensions 
convenables ,  lesquelles  sont  subordonnées  à  la  hau- 
teur W  de  la  machine,  et  à  la  quantité  d'eau  Q 
qui  doit  être  employée  à  la  mouvoir;  2°.  que  la 
différence  des  rayons  si C,  ^4D,  ne  soit  pas  ïort 
grande,  afin  que  la  différence  des  forces  centrifugea 
des  particules  d'eau,  sur  la  largeur  des  tuyaux 
mobiles,  ne  change  pas  sensiblement  les  résultais  . 
précedens,- ou  l'on  a  fait  répondre  toutes  les  forces 
cenlrifuges  à  la  courbe  moyenne  h  Ml;  3n.  que  la 
somme  des  orifices  G  soit  sensiblement  moindre  que 
la  somme  des  orifices  M,  parce  qu'on  a  supposé 
dans  le  calcul  que  le  mouvement  de  l'eau,  dans 
chaque  tuyau  CDFE,  commençoit  en  CD. 

437.  Schalte.  En  comparant  le  plus  grand  effet 
de  ces  sortes  de  roues  (434)  au  plus  .grand  effet  des 
roues  à  fols  (417),  on  voit  que  si  la  hauteur  02 
de  la  roue  mue  par  la  réaction  de  l'eau  (  Fig.  67), 
est  égaie  à  la  hauteur  Ff^  de  l'eau,  qui  agit  sur 
la  roue  à  pots  (  Fig.  65  J,  on  voit,  dis-je,  que  ces 
deux  effets  seront  égaux  pour  une  même  quantité 
d'eau  Q  dépensée.  Mais  comme  les  voues  mues  par 
la  réaction  de  l'eau,  demandent  à  être  exécutées 
avec  beaucoup  de  précision  dans  toutes  leurs  par- 
■  Nn  iij 
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ties,  pour  bien  produire  leur  effet;  et  que  d'ailleurs, 
tout  le  poids  de  l'eau  contenus  à  chaque  instant 
dans  les  tuyaux  mobiles,  porte  sur  la  tète  du  tou- 
rillon inférieur  adapté  à  l'arbre ,  ce  qui  occasionne 
un  frottement  de  même  nature  que  celui  d'un  plan 
mobile  circulaircment  sur  un  autre  plan  :  on  trouve 
qu'en  mêmes  circonstances  les  roues  à  pois  doivent 
être  préférées.  Mais ,  il  y  a  des  cas  où  les  roues  mues 
par  la  réaction  de  l'eau,  pourraient  être  substituées 
avec  avantage  aux  roues  mues  par  le  choa  de  l'eau. 


CHAPITRE  XIX. 

Théorie  du  mouvement  de  Veau  dans  les 
tuyaux  de  pompe. 

438. Nous-  avons,  expliqué  {  Hydrostatique , 
Cuap.  VII  et  VIII)  le  mécanisme  des  pompes; 
et  nous  avons  en  même  temps  déterminé  la  posilion 
et  la  hauteur  de  l'espace  où  le  piston  doit  jouer, 
«fin  que  la  pression  de  l'atmosphère ,  mise  en  acti- 
vité, obtienne  son  effet.  II  s'agit  maintenant  Aa0 
suivre  le  mouvement  de  l'eau  dans  les  tuyaux  de 
pompe.  Ce  problème  important  a  fourni  le  sujet  de 
plusieurs  Écrits.  Il  a  même  fait  liai  Ire,  entre  quelques 
Auteurs,  des  discussions  siir  le  choix  des  principes 
qu'il  convient  d'employer  pour  le  résoudre  :  car  le 
grand  nombre  d'élémtns  qu'il  renferme,  l'imposai- 
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btlité  de  les  soumettre  tous  à  un  calcul  rigoureuux, 
et  l'influence  plus  ou  moins  grande  que  chacun 
d'eux  peut  avoir  sur  le  résultai,  laissent  aux  Géo- 
mètres la  liberté  d'adopter  les  hypothèses  qui  leur 
paroissent  les  plus  propres  à  représenter  les  prmT 
cipaux  mouvemens  de  ces  machines.  Ici  je  me  con- 
tenterai d'exposer  ma  méthode,  sans  prétendre 
exclure  aucune  autre  manière  d'envisager  la  ques- 
tion. Je  ne  considérerai  même  que  la  simple  pompe 
aspirante;  mais  ce  que. j'en  dirai  s'appliquera  faci- 
lement aux  autres  espèces  de  pompes. 

43g.  Reprenons  d'ahord,  pour  un  moment,  la 
Figure  5y  de  l'Hydrostatique,  laquelle  repréMulo 
une  pompe  aspirante  ordinaire.  La  pression  de  l'at- 
mosphère, sur  la  surface  Jtf  N  du  réservoir,  oblige 
l'eau  à  monter  par  le  tuyau  d'aspiration  et  à  suivre 
le  piston,  quand  il  s'élève  de  GH  en  Kl.  Si  la 
vitesse  du  piston  ,est  plus  grande  que  celle  de  l'eau 
subséquente,  il  se  fera  un  vide  entre  le  piston  et 
l'eau  ;  si  au  contraire  la  vitesse  du  piston  e*t  moin- 
dre" que  celle  de  l'eau,  cette  eau  poussera  le  pistou 
de  bas  en  haut,  et  cette  pression  ne  cessera  que  dans 
le  cas  où  les  deux  vitesses  deviendront  égales.  Or, 
1".  Lorsqu'il  se  forme  uu  vide  «nlre  l'eau  et  le  pis- 
ton, le  temps  employé  à  parcourir  la  hauteur  do 
ce  vide  est  perdu' quant  à  l'effet  de  la  machine  ; 
3".  lorsque  la  vitesse  de  l'eau,  à  l'endroit  Kl  ail 
répond  la  limite  supérieure  de  la  course  du  piston , 
est  plus  grande  que'  celle  du  piston  arrive  à  cette 
limite  ,  le  piston  venant  à  descendre,  repousse  l'eau, 
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au  moins.  SUT  l'étendue  de  la  couronne  qui  envi- 
ronne le  Irou  de  !a  soupape  mobile;  ce  qui  occa- 
sionne de  même  une  perte  de  forces.  De  là  il  suit 
que  les  dimensions  de  la  pompe,  la  vitesse  du  pis- 
ton et  celle  de  l'eau  doivent  être  tellement  réglées 
que  ces  deux  inconvénient  soient  sauvés,  du  moins 
autant  qu'il  est  possible. 

44o.  Prolilêine  I  Déterminer  la  vitesse  avec  la- 
quelle l'eau  s'élève  librement  dans  le  corps  de 
pompe,  quand  on  y  a  fait  le  vide;  c'est  à-dire, 
dans  l'hypothèse  où  la  vitesse  du  piston  est  plus 
grande  que  celle  de  l'eau  subséquente  dans  le 
vide  ? 

La  pression  de  l'atmosphère  sur  la  surface  du 
réservoir  d'où  l'eau  est  élevée,  peut  être  regardée 
comme  le  poids  d'une  colonne  d'eau  de  trente-deux 
pieds  de  hauteur  ;  je  néglige  le  poids  de  la  soupape 
donnante  E,  ou  je  le  déduis  de  celui  de  la  colonne 
de  pression-  Alors  le  problème  proposé  t:st  le  même 
que  s'il  s'agîssoit  de  déterminer  la  vitesse  avec 'la- 
quelle l'eau  s'élève  dans  un  cylindre  qui  y  est  plongé 
;  verticalement  à  une  profondeur  donnée,  et  qui  étant 
ouvert  par  en  haut,  est  fermé  vers  le  bas  par  une 
cloison  où  il  y  a  une  ouverture  qui  laisse  entrer 
l'eau  dans  le  cylindre. 

Soit  donc -en  général  un  vase  P^MNT{Fig&$)t 
percé  à  l'endroit  3ÎN d'une  ouverture pq ,  et  plon- 
gé verticalement  dans  le. fluide  I3KDF qui  y  entre 
par  l'orifice p </.  Je  prends  pour  principe,  ou  pour 
hypothèse,  qu'à  l'instant  où  l'on  ouvre  l'orifice pgt 
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les  deux  portions  de  fluide  ^  BPM,  CFQN; 
agissent  sur  le  fluide  inférieur  PKDQ,  comme 
feroient  deux  pislons  qui  seroient  appliques  sur  les 
ouvertures  PMyQN  d'un  vase  PKDQ,  el  qui 
lendr-oient  à  faire  sortir  le  fluide  par  l'orifice  pq. 
En  conséquence  de  ces  pressions ,  le  lluide  s'élève 
dans  le  vase  F^MNT,  sans  cesser  de  former  un 
même  tout  avec  la  reste  de  la  masse-  La  portion 
inférieure  d'eau  P KD  Q  peul  être  ri'gardce  comme 
stagnante,  et  comme  servant  simplement  de  véhi- 
cule à  l'effort  des  pressions  sur  P  AI  et  QN,  pour 
faire  monter  l'eau  dans  le  vase  V M  NT.  Je  ne  con- 
sidère donc  que  deux  .mouvemens  dans  le  fluide,  ' 
l'un  descensioimel  dans  les.  parties  B  P  3Î , 
CFQN;  l'autre  ascensionnel  dans  la  partie  JI1NIC;,.. 
et  je  vais  chercher  une  équation  qui  exprime  1rs 
conditious  de  l'équililire  ,  entre  les  mouvemens  per- 
dus et  les  mouvemens  gagnes. 

Imaginons  que  le  fluide  extérieur  ^JBPM  H- 
NCFQy  et  le  fluide  intérieur  GMNI,  soient  par- 
tagé» chacun  eu  une  infinité  de  tranches  horizon- 
laies  égaies,  représentées  par  lïujh  -+-  Xzcx, 
et  par  OLlo;  et  supposons  que  toutes  ces  tran- 
ches descendantes  ou  ascendantes,  conservent  leur 
parallélisme. 


Soient 


';•  

l'aire  cjuprimie  par  la  lïg 

ne  G  t.    =  M- 
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K 

aire  exprimée  par  B  A  -|-  CF. . 

— 

!• 

aire  exprimée  par  PM  -f-.NQ. 

— 

Q 

aire  exprimée  par  Ha  +  s X.  . . 

a  vitesse  de  OL  ■  

_ 

v 

a  vitesse  a  l'orifice  p  q  :  

_ 

u 

a  vitesse  de  la  section  Hu  +  2  X. 

V 

a  hauteur  due  à  la  vitesse  u. , . . . 

H  est  clair  que  le  fluide  descendant,  animé  dans 
chacune  de  ses  tranches,  de  la  vitesse  gdt  —  df^> 
doit  faire  équilibre  à  chaque  instant  au  fluide  in- 
térieur et  ascendant ,  animé  dans  chacune  de  ses 
tranches,  de  la  vitesse  gdt  4-  dv.  On  aura  donc 
0  l'équation 

fdz.  (gdt  -  d^)-=fdx  {gdt  -+-  dv), 
ou  bien 

(A)  fdz  {gdt  —  dr)  —fdx  (gdt  +  dv)  =  a,  ' 
À"  (y  du  —  it  dy) 


L'équalion  précédente  deviendra  donc 

dz  _  K  d f~^j-  +ï» a, 

Kjiydx  f—'r-  =  o. 
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Les  intégrations  indiquées  doivent  être  effectuées 
pour  les'  hauteurs  "entières  p  et  q.  Ainsi  f  d  z 
=  p ,  J '  d x  —  q.  Soient  pour  les  mêmes  hauteurs, 

f——^~  =  ^'J~~f~-  —  P°  ï*'us  remar" 
quons  que  l'intégrale  doit  s'évanouir  lors- 

que y  =s=  M,  cl  recevoir  sa  valeur  complclfe  lors- 
que y  =  K;  que  pareillement  l'intégrale  f—"*— 
doit  s' épanouir  lorsque,  s  =  P ,  et  recevoir  sa  va- 
leur coraplctfc ,  lorsque  s  =  Q.  Remarquons  en- 
core que  E-e  (dq)  étant  la  hauteur  de  la  tranche 
Gliff,  on  aydx  =  sdz  =  Mdq.  Sur  toutes  ces 
considérations,  noire  équation  deviendra 

(B)         *(P-t)*t_,.  _K  {N+  W)iT 

+  M.K.ri,  (_ -^i^- 

H  y  a  dans  cette  équation  trois  inilélcrminécs, 
savoir,/),  q.,  r;  mais  comme  on  a  évidemment 
M.  d  q  =  —  P  dp,  et  que  les  figures  des  vases  sont 
données,  il  es!  clair  qu'on  aura  p  en  y.  Ainsi  l'équa- 
tioji  (BJ.sc  changera  en  une  autre,  où  il  n'y  aura 
plus  de  variables  que  r  et  q  et  leurs  différences, 
et  d'où  l'on  tirera  par  conséquent  la  valeur  dç  ç 
en  ç,  ou  de  q  en  r. 

44i.  Corollaire  /.-Supposons  que  VMNT  soit 
-un  cylindre  vertical;  cl  t^'BKDF  soit  aussi  uu. 
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vase  prismatique,' dans  lequel  la  hauteur  de  l'eau 
demeure  constante ,  ce  qui  est  le  cas  de  la  nature, 
puisque  la  pression  de  l'atmosphère,  sur  la  surface 
du  réservoir,  est  toujours  sensiblement  la  même. 
Alors,  dans  l'équation  (B),  les  quantités 'J/ et  p 

sont  constantes  ;  N  =  ~-  ;  Ni  —  ;  le 

terme  M.  K  .rdq  (—^  est.  zéro;  et 

par  conséquent  on  aura: 

M{p—q)dH  K.qdr  .K  p  d  r 

(C)   R—      ;  — 

^M.K.rdq{-^--^-)  =  o. 

Equation  qui  étant  de  la  même  nature  que  celle 
de  l'article  252  ,  s'intègre  de  même. 

44a.  Corollaire  IL  Si  dans  celte  équation  (C), 
l'orifice  K  est  sensiblement  moindre  que  AI  et  P , 
on  aura  à-peu-près  „  r  =  p  —  q.  Ainsi  l'expression 
de  la  vitesse  du  lluide  à  son  passage  par  l'orifice 
pq  est        [2  g{p  —  q  )„],  et  l'expression  de  sa 

vitesse  en  G  /  est  -~       [3  g(p  —  ?)]■ 

Ou  doit  se  souvenir  que  par  K  il  faut  toujours 
entendre  l'orifice  diminué ,  dans  le  rapport  que  de- 
mande la  contraction  de  la  veine  lluide  ('Ji3J. 

443.  Scholic.  Si  dans  îe  problème  précédent,  au 
lieu  de  supposer  que  l'écoulement  se  fait  du  vase 
BKDF  dans  le  vase  f^JTNT,  on  suppose  an  con- 
•  traire,  que  le  vase     JiiV  ^contienne  de  l'eau  au- 
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dessus  du  niveau  BFet  se  vide  danslc  rase  BKDF: 
la  question  ne  changera  point  de  nature.  Mais  au 
lieu  de  l'équation  (A) ,  on  aura  l'équation  : 
(B)fdx(gdl~dv}—fdz(gdt-hd^)  =  o  : 
Sur  laquelle  on  fera  des  remarques  et  des  opéra- 
tions analogues  à  celles  qu'on  a  faites  sur  l'équa- 
tion. (A).  On  voit  qu'ici  p  sera  ■<  q ,  au  lieu  qu'au- 
paravant p  éloit  >.  q. 

.  444.  Problème  II.  Soit  VZYT  (Fig.  70 }  un  tuyau 
de  pompe  aspirante",  dont  le  piston  monte  de  G  H 
en  K.I  avec  une  vitesse  moindre  que  ne  serait  celle 
de  l'eau  qui  le  suit,  si  elle  montait  librement: 
on.  demande  la  pression  que  celle  eau  exercera  de 
bas  en  haut  contre  la  tête  du  piston,  dans  l'hy- 
pothèse où  l'ouverture  p  q  de  la  soupape  dormante 
E  est  sensiblement  moindre  que  la  section  hori- 
zontale M  N  du  corps  de  pompe  ? 

Soient  O  L  une  position  indéterminée  du  piston; 
Z  Y,  la  surface  du  réservoir  dans  lequel  la  pompe 
est  plongée;  Z  ,]<i  hauteur  constante  de  la  co- 
lonne d'eau  dont  la  pression  est  équivalente  à  celle 
de  l'atmosphère  sur  Z  Y.  Supposons,  comme  ci- 
devant,  la  gravité  =  g-f  i'airc  de  la  section  MN 
=  M;  l'aire  de  l'orifice  pq  = '  K.  Supposons  de 
plus,  jlK  =  c;  ^4  G  =  f;  A  O  =  x  ;  la  hau- 
teur due  à  la  vitesse  ascensionnelle  du  piston  —  r. 

Maintenant,  si  le  piston  n'opposoit  point  de  ré- 
sistance à  l'ascension  de  l'eau  qui  le  suil,.la  hauteur 
due  à  la  vitesse  de  l'eau  en  pq  seroit  x  (44a);  et 
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par  conséquent  la  hauteur  due  à  la  vitesse  de  la 
tranche  d'eau  O  L  scrôit  — — —  ,  les  vitesses  des 

tranches  de  l'eau  étant  en  raison  inverse  de  leurs 
largeurs.  Donc,  puisque  l'eau  en  Oi,  est  obligée 
de  prendre  la  vitesse  du  piston,  c'est-à-dire,  une 
vitesse  due  à  la  hauteur  r;  et  que  d'un  autre  coté 
]a  pression  de  l'eau. contre  chaque  point  de  la  tète 
du  piston  est  évidemment  égale  au'  produit  de  la 
gravite  par  la  différence  des  hauteurs  — ~ —  ,  r  : 

il  s'ensuit  que  les  pressions  contre  la  tête,  entière 
du  piston,  en  OZ.,  en  ,GII,  en  Kl,  seront  respec- 

tivement,  g  (^/-  -  r)  X  M_,  g  (~f  -  r) 

X  M,g;(~~~  —      X  M. 

445.  Corollaire.  Si  l'on  veut  que  la  pression  en 
Kl  s'évanouisse,  on  aura  g  ^—  >  ^  x 

■K'  *r  .  „ 

M  =  o,  ou  —flf — —  — —  ;  et  si  l'on  veut  que 

la  pression  en  Kl  soit  égale  à  une  quantité  don- 
née ghM,  on  aura — ~ —  —  — ~  . 

446.  Prohlcme  III.  Tout  étant  d'ailleurs  le  mûine 
que  dans  le  problème  précédent ,  on  suppose  que 
la  colonne  d'eau  VOLT  que  le  piston  soulève,  se 
dégorge  continuellement  pur  en  haut  à  l'endroit 
fixe  VT,  et  on  demande  une  équation-  qui  ex- 
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prime  les  conditions  du  mouvement  ascensionnel 
du  piston  ?  '  . 

Supposons  qu'outre  la  pression  de  l'eau  qui 
pousse  le  piston  de  bas  en  haut,  on  lui  applique 
encore  dans  le  même  sens  une  force  que  je  repré- 
sente par  le  poids  d'une  colonne  d'eau  dont  la 
base  —  M,  et  la  hauteur  —  z.  Le  piston  sera 
pousse  de  bas  en  haut  par  une  force  =gMz-k-  gM 

~^r~~  —  r  )  >  Jna^s  ^  sera  rcPoussé  de  haut  en 
bas  :  i°.  par  son  propre  poids  que  je  représente 
par  celui  d'une  colonne  d'eau  dont  la  base  =  M, 
et  la  hauteur  donnée  —  a;  i".  par  le  poids  de  la 
colonne  d'eau  OL  Tf^,  lequel  s=  gM  (#+  i), 
en  nommant  'h  la  hauteur  donnée  K^i  ;  3°.  par 
Ja  pression  de  l'atmosphère  sur  la  surface  f  T , 
laquelle  pression  =  g  M  .  H,  eji  nommant  H  la 
hauteur  donnée  ^4  Z.  Ainsi,  la  force  absolue  qui 
fait  monter  le  piston  est  simplement,  g  Mz  +  g  M 

(-—.-  r)  -  gMa  -  gM{*  +  h)- 
gM.H.  Or,  celte  force  meut  la  masse  Ma 
M ( x  -t-  £  )  ;  donc,  par  la  formule  mvdv  —  Fds 
des  forces  accélératrices,  on  aura 
'  (a  -f-  *  4-      dr=  —  dx  (z  -H  — ^  . 

Cette  équation  contient  trois  variables,  r,  x,z: 
connoissant  donc  l'une  de  ces  variables,  ou  la  re- 
■  laiion  de  deux  d'entr'elles,  on  connoilra  la  rela- 
tion des  trois.  ; 


5,6  II  y  n  îi  a  tr  t  r  tf  v  e,  (  .. 

447.  Corollaire  Supposons  que  le  pisl on  monte 
uniformément  :  on  aura  dr=  o,  et  notre*cqu<i(ion 

donnera,  z  =  7/4-  *-H  a  Vr+-^^^-. 

Supposons  de  plus  que  la  vitesse  du  piston  soit 
telle ,  que  la  pression  de  l'eau  s'évanouisse  quand  il 

arrive  en  Kl:  on  aura  (445),  r  =  — -■ 

On  voil  que  la  hauteur  z  est  variable.  Faisant 
successivement  .r  =  o  ,x  =/,  et  nommant  .Z,  .Z', 
les  valeurs  correspondantes  de  s,  on  aura 
'    Z  =i  ff-t-  .£■  -r-  <J  +  c, 

Z!  =  JT.+  *  +  «  -+-/-  -SÙr-^— 

Dans  la  pratique,  il  faudra  prendre  la  valeur 
de  z,  moyenne  éntre  Z  et  Z'. 

448.  Exemple.  Supposons  -^ÏZomH=Zi  pieds  ; 
jiP~<s*  k  i=  4  pieds; -a  ='?  pieds;  \A  O  ou  c 
=  7  pieds  ;  ^  G  ou  f  =  g  pieds  ;  le  diamètre  du 
corps  de  pompe      (j  poucesj  celui  de  l'ouverture 

>  ~  a:  35 

j>q  —  n  pouceS     On  trouvera,  — ^j-  =  ; 

~iïï* —  =  ^~~^G  *  r  ™  3  P01Ices  ^  lifîncs  \  \  %  — 
45  pieds;  =  46  pieds  11  pouces  4  lignes.  Or, 
i°.  la  valeur  de  r  donne  ,  pour  le  piston ,  une  vi- 
tesse ascensionnelle  uniforme, de  5  pieds  6  pouces', 
par  seconde:  Ainsi  le  piston  parcourra  la  hauteur 
G  K  de  son  jeu ,  qui  est  de  1  pieds ,  en  Irente-Irois 
tierces 
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tierces  -■  à-peu-pres;  et  durant  ce  même  (emps ,  il 
sortira  par  la  bouche  f  Ty  un  cylindre  d'eau  qui 
a  6  pouces  de  diamètre  et  2  pieds  de  ha  nie  aï , 
ce  qui  donne  670,  pouces  cubes.  Si  donc  l'on  sup- 
pose que  le  piston  emploie  le  même  temps  à  des- 
cendre qu'à  monter,  on  voit  que  dans  nue  minute 
le  piston  montera  53  fois  \ ,  et  que  par  conséquent 
il  sorlira  par  f^T,  36a  1 3  \  pouces  cubes  d'eau  ;  ce 
qui  forme  un  poids  d'environ  1487  livres,  à  raison 
de  70  livres  le  pied  cube.  Ce  poids  est  élevé  à  la 
hauteur  Z  F~  qui  esl  de  36  pieds;  l'effet  est  donc 
le  même  que  si  un  poids  de  bi%\i  livres  êloit  élevé 
il  la  hauteur  d'un  pied  en  une  minute. 

i".  En  prenant  45  pieds  1 1  pouces  8  lignes  pour 
la  hauteur  moyenne  de  la  colonne  d'eau  dont  le 
poids  esl  équivalent  à  la  force  qui  doil  pousser  le 
piston  de  baa  en  haut,  on  trouvera  que  celle  co- 
lonne ,  qui  est  un  cylindre  de  6  pouces  de  diamètre 
sur  45  pieds  11  pouces  8  lignes  de  hauteur,  l'orme 
un  poids  d'environ  63s  livres;  ce  poids  parcourt 
53  |  Ibis  2  pieds,  en  une  minute  :  résultai  qui  esl  le 
même  que  si  un  poids  de  67412  livres  étoil  élevé 
à  la  hauteur  de  1  pied  en  1  minute.  Ce  poids  com- 
prend deux  parties,  l'une  relative  à  l'élévation  de 
l'eau,  l'autre  à  l'élévation  de  la  masse  du  piston, 
A  quoi  il  faudra  ajouter  encore  la  force  nécessaire 
pour  vaincre  le  frottement. 

S'il  n'eloit  question  que  de  sou  tenir  le  piston  dans» 
le  simple  état  d'équilibre,  la  hauleur  de  la  colonne 
d'eau  équivalente  à  l'eifort  nécessaire, au  lieu  d'èiro 
Tome  I.  Ou 
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de  45  pieds  11  pouces  8  lignes,  serait  simplement 
de  ô8  pieds  (79). 

44g.  Problème  IV.  Le  piston  ayant  été  élevé  à 
art  plus  grande  hauteur  Kl,  et  venant  ensuite  à 
descendre ,  on  demande  la  vitesse  avec  laquelle  il 
descendra  ? 

Lorsque  le  piston  commence  à  descendre,  la  sou- 
pape dormante  E  se  ferme,  et  la  soupape  mobile 
F  s'ouvre.  Alors  la  colonne  d'eau  F~MNT  peut 
être  considérée  comme  une  eau  dormante,  dans 
laquelle  le  piston  descend  en  vertu  d'une  force  qui 
est  égale  à  l'excès  de  sou  poids  absolu  sur  le  poids 
du  fluide  qu'il  déplace,  et  sur  la  résistance  qu'il 
éprouve  en  frappant  Peau  sur  toute  l'étendue  de 
la  couronne  qui  environne  l'ouverture  de  la  sou- 
pape F.  A  quoi  l'on  peut  ajouter  une  force  exté- 
rieure, qui  poussera  encore  le  piston  de  haut  en 
bas,  si  l'on  veut  accélérer  sa  vitesse.  Dans  l'une 
et  l'autre  hypothèse,  la  recherche  de  celte  vitesse 
est  un  problème  de  même  nature  que  celui  de  l'ar- 
ticle 376.  Nos  lecteurs  achèveront  donc  facilement 
la  solution. 

Comme  la  hauteur  d'où  tombe  le  piston  n'est  ja- 
mais fort  grande ,  la  résistance  qu'il  éprouve  en 
frappant  l'eau  par  sa  vitesse  acquise, f  eut  le  plus 
souvent  être  négligée;  et  alors  l'expression  de  la 
vitesse  es!  forl  «impie.  D'un  autre  côté,  en  augmen- 
tant de  plus  en  plus  l'ouverture  de  la  soupape  ,  on 
fait  encore  diminuer  la  résistance;  mais  cela  peut 
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avoir  l'inconvénient  de  rendre  la  .soupape  peu  fidèle, 
trop  massive  et  trop  lente  au  mouvement. 

Fin  du  Tome  premier. 


E  R  II  A  T  A. 

Page  n,lig.  6,  d'equibre  lisez  d'équilibre 
Page  1 47 ,  lîg.  12,  y4E  =  a  lisez  ^4E  =  x 
Page  3oi,  au  commence  me  ni  de  la  ligne  12, 

mêliez  253  bis. 

Noie  sur  la  fin  du  n°.  ^76,  p.  482. 
On  suppose  dans  l'application  de  ce  problème  à 

l'hypothèse  de  Léibnitz,  que  chaque  goutte  de  pluie 

ait  uu  diamètre  fini  et  sensible. 
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